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内 容 简介 


本 书 介绍 在 分 析 处 理 实验 或 测量 数据 中 涉及 的 概率 和 数理 统计 知识 ， 
内 容 包括 : 概率 论 初步 ， 随 机 变量 及 其 子 样 和 它们 的 分 布 ， 参 数 估计 ( 极 
大 似 然 法 、 最 小 二 乘法 、 算 法 )， 假 设 检验 ， 蒙 特 卡 罗 方 法 ， 还 简要 介绍 
了 参数 估计 必须 用 到 的 极 小 化 的 有 关 知 识 . 第 二 版 中 增加 了 若干 章节 讨论 
数据 统计 处 理 中 的 一 些 困 难 问 题 和 近期 国际 上 发 展 起 来 的 新 方法 . 书 中 分 
析 了 取 自 普通 物理 、 核 物理 、 粒 子 物理 和 工程 技术 问题 的 许多 实例 , 具体 
讲述 了 概率 和 数理 统计 方法 在 实际 问题 中 的 应 用 . 书 末 附 有 详尽 的 数理 统 
Hk, 可 供 本 书 涉及 的 几乎 所 有 概率 统计 问题 之 需要 , 而 无 需 查阅 专门 的 
数理 统计 表 书籍 . 

本 书 可 供 实验 物理 工作 者 和 大 专 院 校 相 关 专 业 师 生 、 理 论 物 理 研究 人 员 、 
工程 技术 人 员 以 及 从 事 自然 科学 和 社会 科学 的 数据 测量 和 分 析 研 究 人 员 参 
考 . 
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第 二 版 前 言 


自 本 书 第 一 版 问世 以 来 ， 作 者 陆续 收 到 全 国 不 少 研 究 所 研究 人 员 和 大 学 师 生 
来 函 或 口头 信息 ， 从 而 得 知 拙 作 在 一 定 程度 上 对 于 他 们 的 研究 、 教 学 工作 和 学 习 
有 所 帮助 ，、 有 些 学 校 ， 如 山东 大 学 物理 系 和 华中 师范 大 学 粒子 物理 研究 所 将 它 作 
为 研究 生 相关 课程 的 参考 教材 。 我 本 人 也 曾 在 中 国 高 等 科技 中 心 讲习 班 、 全 国 核 
电子 学 和 探测 器 年 会 、 四 川 大 学 物理 系 和 高 能 物理 研究 所 实验 物理 中 心 研究 生 学 
术 讲座 中 作 过 若干 次 学 术 报 告 ， 反 应 堪 称 良好 ， 然 而 因 出 版 年 代 已 然 长 久 ， 书 店 
里 已 难 罗 踪迹 ， 经 常 听 到 同事 、 好 友和 学 生 希 望 再 版 的 呼声 . 

这 些 年 来 ， 由 于 研究 工作 的 需要 ， 研 习 了 近期 国际 上 针对 一 些 实验 数据 分 析 
中 较为 困难 的 问题 发 展 起 来 的 新 方法 ， 也 觉得 需要 对 第 一 版 的 内 容 作 些 扩充 . 

于 是 ， 自 今年 春节 后 ， 我 开始 整理 手头 的 资料 ， 除 对 第 一 版 的 内 容 做 了 少量 
修改 之 外 , 主要 是 增补 了 若干 章节 , 包括 “ 非 正 态 型 似 然 函数 情形 下 多 个 实验 结 
果 的 合并 ”(8.8.2 小 节 )、“ 协 方差 矩阵 未 知 的 多 个 实验 结果 的 合并 ”(9.10 节 )、“ 存 
在 本 底 情形 下 小 信号 测量 的 区 间 估 计 ”( 第 十 一 章 ) 以 及 “信和 号 的 统计 显著 性 ” (12.5 
节 ). 这 些 内 容 主要 涉及 实验 数据 的 统计 处 理 中 的 一 些 困难 问题 和 近期 国际 上 发 展 
起 来 的 新 方法 . 

本 书 的 再 版 得 到 了 中 国 科 学 院 高 能 物理 研究 所 、 中 国 高 等 科技 中 心 、 华 中 师 
范 大 学 粒子 物理 研究 所 、 中 国 科技 大 学 近代 物理 系 、 山 东 大 学 物理 系 、 清 华 大 学 
工程 物理 系 的 领导 和 叶 铭 汉 院 士 、 王 贻 芳 、 李 卫 国 、 刘 连 寿 、 刘 峰 、 张 学 邦 、 高 
原 了 于 、 陈 宏 芳 、 伍 健 诸 教授 的 热情 鼓励 和 易 力 支持 ， 以 及 科学 出 版 社 胡 凯 同志 的 
积极 协助 ， 没 有 他 们 的 努力 ， 本 书 的 再 版 是 难以 实现 的 . 


朱 永 生 
2005 年 8 月 


第 一 版 序 


科学 观测 或 实验 的 任务 ， 是 通过 适当 的 方法 和 测量 手段 对 社会 或 自然 现象 进 
行 观测 ， 并 对 测量 结果 进行 正确 的 分 析 处 理 ， 以 抽象 出 对 自然 或 社会 现象 的 规律 
性 认识 .这 一 过 程 中 ,在 提出 科学 假设 和 适当 的 实验 方案 后 ， 实 验 数据 的 获取 和 
实验 数据 的 分 析 处 理 便 是 缺 一 不 可 的 两 大 环节 ， 随 着 人 类 对 自然 界 和 社会 的 研究 
日 益 广泛 和 深入 ， 许 多 现象 的 观测 变 得 极为 复杂 和 困难 ， 只 有 组 织 相当 规模 的 科 
技 队 伍 ， 耗 费 大 量 资金 制作 庞大 精密 的 设备 才能 进行 测量 研究 ， 有 些 课 题 其 至 需 
经 过 多 年 努力 才能 获得 少量 资料 和 数据 .天 文 和 宇航 、 核 和 粒子 物理 、 国 民 经 济 
和 人 口 的 统计 ， 以 及 其 他 许多 领域 都 不 乏 此 种 例证 .通过 如 此 艰苦 努力 获得 的 珍 
贵 资料 ， 如 果 仅 仅 因 为 分 析 处 理 的 失当 而 使 研究 工作 功 亏 一 筑 ， 那 无 疑 是 科学 工 
作者 的 严重 失职 ， 可 见 ， 实 验 数据 的 正确 分 析 处 理 之 重要 自 不 待 言 . 

随机 现象 的 发 现 和 确认 是 认识 史上 的 一 大 飞跃 最初， 人 们 熟悉 的 大 多 是 确 
定性 现象 ， 匀 速 圆周 运动 可 作为 一 例 ， 知 道 了 初始 位 置 和 线 速度 ， 可 以 确定 无 疑 
地 预期 任 一 时 刻 的 状态 .但 如 步枪 打靶 那 样 的 事实 告诉 我 们 ， 无论 使 用 多 精确 的 
瞄准 具 远 距 离 的 靶 纸 上 弹 着 点 总 是 呈现 某 种 分 布 ， 不 可 能 落 在 同一 点 上 也许 这 
可 归 之 为 风向 、 风 速 、 湿 度 、 气 流 等 诸 因 素 微小 变化 综合 影响 的 结果 .但 不 稳定 
粒子 的 寿命 并 不 受 环境 的 影响 ， 同 时 产生 的 许多 同样 的 不 稳定 粒子 ， 发 生 衰 变 的 
时 刻 却 可 以 全 然 不 同 ,对 单个 粒子 而 言 ,衰变 的 时 刻 是 完全 随机 的 ,无 规律 可 循 . 可 
见 ， 随 机 现象 是 客观 的 实在 .许多 领域 诸如 核 和 粒子 物理 、 原 子 能 科学 技术 、 固 
体 物理 、 化 学 、 遗 传 学 、 生 物 学 和 医学 、 地 震 学 、 经 济 学 、 统 计 学 等 ， 无 不 涉及 
随机 现象 ， 可 以 说 ， 掌 握 随机 性 数学 的 基本 内 容 和 方法 ， 是 从 事实 验 物理 和 有 关 
学 科研 究 的 科学 工作 者 、 工 程 技术 人 员 的 一 项 基本 功 

该 书 作者 长 期 从 事实 验 物理 研究 工作 ， 近 几 年 又 参加 过 著名 实验 物理 学 家 丁 
後 中 教授 领导 的 国际 合作 实验 研究 组 ， 在 当时 世界 上 能 量 最 高 的 正 负 电子 对 撞 加 
速 器 PETRA 上 进行 有 关 胶 子 存在 和 精密 验证 量子 电动 力学 等 方面 的 实验 工作 ， 
参加 了 实验 数据 的 计算 机 分 析 处 理 . 他 根据 自己 在 科学 实验 中 积累 的 经 验 和 心得 ， 
从 实验 物理 的 角度 着 眼 ， 撰 写 了 《实验 物理 中 的 概率 和 统计 》 一 书 ， 该 书 贯 穿 了 
数学 与 物理 问题 密切 结合 的 思想 ， 避 免 过 于 抽象 和 过 于 数学 化 的 讨论 ， 但 又 注意 
了 包容 为 处 理 物理 问题 所 需 的 较为 广泛 的 随机 性 数学 基础 知识 ， 在 内 容 的 选择 和 
安排 ， 原 理 的 阐述 方式 ， 研 究 实例 的 讨论 诸 方面 ， 都 适合 于 实验 物理 工作 者 的 需 
要 . 可 以 相信 , 该 书 的 出 版 ,对 实验 物理 数据 分 析 水 平 的 提高 会 起 到 应 有 的 作用 ， 


sive 实验 物理 中 的 概率 和 统计 


对 于 有 关 学 科 的 理论 工作 者 、 大 专 院 校 师 生 和 工程 技术 人 员 ， 也 不 失 为 一 本 好 的 
参考 书 . 
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科学 研究 的 基本 手段 之 一 , 是 通过 科学 实验 对 一 定 的 物理 量 进行 观察 和 测量 ， 
以 得 到 一 系列 实验 数据 . 但 只 有 运用 一 定 的 数学 工具 对 实验 数据 进行 正确 的 分 析 和 
整理 ， 才 能 总 结 出 所 测定 物理 量 之 间 的 规律 性 联系 ， 从 而 认识 所 研究 对 象 的 本 质 . 

随 着 社会 的 发 展 ， 在 自然 科学 和 社会 科学 的 许多 领域 中 ， 随 机 现象 的 作用 越 
来 越 重 要 .大 至 广 漠 的 宇宙 ， 小 至 渺 不 可 见 的 基本 粒子 ， 远 至 探索 生命 奥秘 的 遗 
传 工 程 ， 近 至 有 关 国 计 民 生 的 经 济 活动 ， 概 率 和 随机 现象 几乎 处 处 存在 ， 因 此 ， 
随机 性 数学 就 成 为 研究 自然 和 社会 客观 规律 ， 特 别 是 实验 科学 的 重要 工具 之 一 . 

关于 概率 和 数理 统计 的 书籍 一 般 侧 重 于 数学 上 的 严密 和 确切 ， 但 对 于 以 随机 
性 数学 为 工具 研究 客观 规律 的 科学 工作 者 而 言 ， 更 为 迫切 的 是 了 解 随机 性 数学 的 
基本 内 容 和 方法 ， 并 在 自己 的 工作 中 正确 地 运用 它们 .因此 ， 本 书 力求 从 数学 与 
物理 问题 相 结 合 这 一 前 提出 发 ， 阐 述 概率 与 数理 统计 的 基本 内 容 ， 而 避免 过 于 抽 
象 和 过 于 数学 化 的 讨论 ， 重 点 是 介绍 基本 概念 、 基 本 原理 和 方法 ， 阑 明 方法 的 应 
用 及 适用 条 件 ， 而 不 是 对 定理 作 严格 的 证 明和 推导 ， 有 些 定理 或 结论 只 是 直接 引 
用 ， 但 与 实验 测量 数据 处 理 直 接 相 关 的 内 容 则 子 以 充实 和 强调 .例如 4.3 节 , 6.4 
节 , 8.5 节 ~8.9 节 , 9.4.4 小 节 , 9.5 节 , 9.6 节 , 9.9 节 ,10.4 节 , 12.8 节 , 13.4.5 小 节 的 内 
容 ， 都 是 其 他 数理 统计 书籍 中 较 少 涉及 而 在 实验 测量 数据 处 理 中 经 常 遇 到 的 问题 
或 处 理 方法 ， 书 中 的 示例 有 双重 目的 : 首先 使 所 介绍 的 原理 和 方法 具体 化 ， 以 便 
加 深 理解 ; 其 次 是 阐明 如 何在 实际 问题 中 正确 地 运用 它们 ， 一 部 分 例子 取 自 核 物 
理 和 基本 粒子 物理 ， 并 对 理解 它们 所 需 的 知识 作 了 简单 的 介绍 ， 学 过 大 学 普通 物 
理 的 读者 对 此 不 会 感到 困难 . 非 该 专业 的 读者 可 以 从 正确 应 用 概率 统计 原理 处 理 
问题 的 角度 来 阅读 它们 .本 书 对 数学 准备 知识 的 要 求 限于 函数 、 微 积分 、 向 量 和 
矩阵 的 运算 ， 

当 作者 刚 从 事 科 学 研究 时 ， 即 有 幸 在 我 国 核 物理 界 著名 前 辈 实验 物理 学 家 赵 
忠 况 先生 的 指导 下 学 习 和 工作 .他 经 常 以 亲身 的 经 验 强 调 实 验 观 测 和 实验 数据 的 
正确 分 析 整 理 对 探索 科学 规律 的 极端 重要 性 ， 他 对 本 书 的 写作 始终 给 予 热情 地 关 
怀 和 鼓励 ， 并 为 之 写 了 序言 ， 作 者 谨 表 示 囊 心 的 感谢 .， 张 竹 湘 同志 协助 绘制 了 本 
书 的 全 部 插图 ， 在 此 并 致谢 意 . 

限于 本 人 水 平 , 足 漏 不 足 之 处 在 所 难免 ， 诚 县 欢迎 专家 和 读者 提出 宝贵 意见 . 
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第 一 章 ”概率 论 初步 


1.1 随机 试验 ， 随 机 事件 ， 样 本 空间 


自然 界 存在 着 在 一 定 条 件 下 必然 发 生 的 现象 . 例如 ， 两 个 点 电荷 之 间 必 定 有 
相互 作用 力 ; 高 处 的 重 物 必定 落 向 地 面 ; 水 在 一 个 大 气压 、100% 条 件 下 必然 沸腾 ， 
等 等 ， 这 些 现象 称 为 必然 现象 ， 它 们 的 过 程 和 后 果 是 完全 确定 的 ， 可 以 唯一 地 用 
一 定 的 物理 规律 给 以 精确 的 描述 .如 点 电荷 之 间 的 作用 力 服从 库仑 定律 ， 真 空中 
物体 的 下 落 过 程 服从 自由 落体 规律 . 

但 自然 界 还 存在 另 一 类 性 质 不 同 的 现象 ， 即 使 在 “完全 相同 ”的 条 件 下 对 同 
一 事物 作 多 次 测量 或 试验 ， 我 们 发 现 ， 试 验 的 结果 并 不 一 样 ， 一 次 单独 的 试验 结果 
是 不 确定 的 ， 因 此 无 法 用 任何 数学 公式 计算 出 来 ， 尽管 每 次 试验 的 结果 看 来 似乎 杂 
乱 无 章 ， 但 如 做 大 量 重复 试验 ， 其 结果 却 呈 现 出 某 种 规律 性 ， 我 们 来 举例 说 明 . 

投掷 一 枚 均匀 硬币 ， 其 结果 或 者 是 正面 朝 上 ， 或 者 是 反面 朝 上 ， 我 们 无 法 预 
言 任何 一 次 投掷 中 硬币 的 哪 一 面 朝 上 ， 但 当 投掷 次 数 很 多 时 ， 则 正面 朝 上 的 次 数 
约 占 1/2. 

ТЕГ, RTEA АЈ 1, 2, 3, 4, 5, 64%. 每 扔 一 次 得 
到 的 点 数 是 1-6 中 的 哪 一 个 数 无 法 确定 ， 但 在 大 量 投 搓 中 ， 每 一 个 点 数 的 出 现 次 
数 占 总 投掷 数 的 1/6 左右 . 

上 述 两 例 的 共同 特征 是 : 个 别 试验 中 的 结果 是 不 确定 的 ， 但 大 量 重复 试验 的 
结果 即 出 现 某 种 规律 性 . 这 类 现象 称 为 随机 现象 , 这 种 规律 性 称 为 统计 规律 性 . 揭 
示 随 机 现象 的 统计 规律 性 的 数学 工具 是 概率 论 和 数理 统计 . 

扔 锅子 、 扔 硬币 的 试验 有 以 下 特性 : 试验 可 以 “在 相同 条 件 ” 下 重复 进行 ; 
试验 的 结果 不 止 一 个 , 但 所 有 结果 都 已 明确 地 知道 ， 每 次 试验 结果 究竟 是 其 中 的 
哪 一 种 则 无 法 肯定 . 具有 这 些 性 质 的 试验 称 为 随机 试验 ， 简 称 试验 ， 将 某 种 随机 
试验 E 重 复 进行 4 次 , 若 各 次 试验 的 结果 互 不 影响 , 则 称 n 次 试验 是 互相 独立 的 . 随 
机 试验 中 可 能 出 现 的 各 种 结果 称 为 随机 事件 ， 简 称 事件 ， 随 机 试验 中 每 一 种 可 能 
出 现 的 结果 是 最 简单 、 最 基本 的 事件 ， 称 为 基本 事件 ， 如 扔 仍 子 试验 中 ， 每 扔 一 
次 即 是 一 次 随机 试验 ; “出 现 1 点 ”、“ 出 现 2 点 ”…… “出 现 6 点 ”是 6 个 基 
本 事件 ; “出 现 大 于 4 的 点 ”、“ 出 现 偶数 点 ”是 事件 ， 但 不 是 基本 事件 ， 试 验 
中 必定 发 生 的 事件 叫 必 然 事件 ， 不 会 发 生 的 事件 叫 不 可 能 事件 ， 如 “点 数 大 于 0” 
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是 必然 事件 ，“ 点 数 大 于 6” 是 不 可 能 事件 . 

随机 试验 Е 的 所 有 基本 事件 组 成 的 集合 称 为 的 样本 空间 ， 记 为 S. 5 的 元 
素 是 试验 已 的 所 有 基本 事件 ， 元 素 也 称 样 本 点 ， 例 如 ， 扔 硬币 和 扔 角子 试验 的 样 
本 空间 可 记 为 Sas: (EM, Б), Ser: {1，2，3，4，5，6}， 引 入 样本 空间 
的 概念 后 ， 可 以 看 到 事件 是 样本 空间 的 一 个 子 空间 或 子 集 如 “点 数 大 于 47" E 
715, 6}, “偶数 点 ”是 子 集 {2，4，6}. 必然 事件 就 是 样本 空间 5 的 全 域 ; 不 
可 能 事件 是 空 集 ， 用 8 表示 . 

现在 我 们 来 规定 事件 之 间 的 关系 及 运算 ， 设 随机 试验 Е 的 样本 空间 为 $， 事 
件 4, B, Axk=1,2, …) 为 E 的 事件 , 我 们 用 下 述 符 号 表示 它们 之 间 不 同 的 关系 : 

Ac B(sk BAAR B BERRE A, 表示 事件 4 的 发 生 必然 导致 事件 B 
的 发 生 ， 这 可 用 图 1.1 加 以 说 明 ， 图 中 长 方形 表示 样本 空间 5, A AME B 表示 
事件 4 和 B WJ fE, ff A 含 于 于 集 8 内 . 

A=B 称 为 事件 4 与 事件 B 相等, 表示 事件 4 包含 事件 8 且 事 件 B 包 含 4, 即 
В>АНАЗВ. 


О. 


Я 1.1 AcB 图 1.2 AUB 
AUB 称 为 事件 4 与 事件 B 之 和 ， 表示 事件 4 或 事件 B 至 少 有 一 个 发 
生 .图 12 ФАИ АОВ, ЗЫ, А ОА: ОАО (ЈА 称 为 41， 


к=] 


42，… 之 和 ， 表 示 这 些 事件 中 至 少 有 一 个 发 生 . 
4nB 或 48 称 为 事件 4 与 事件 B 之 积 ， 表示 事件 A 和 事件 B 同 时 发 
生 . 图 1.3 中 斜 线 部 分 表示 АВ. 


Z 


图 13 АПВ 
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ЖИ, ANAN NAN (а KEEA, Аз, … 之 积 ,表示 这 些 事件 
к=] 


同时 发 生 . 
А-В 称 为 事件 4 与 事件 B 之 差 ， 表示 事件 A 发生 而 事件 B 不 发 生 . 
А-В 如 图 1.4 中 斜 线 部 分 . 


图 1.4 А-В 


АВ =Q 称 为 事件 4 与 事件 B 互 不 相 容 ， 表 示 事 件 4 与 事件 В 不 可 能 同时 发 
E. 图 1.5 是 互 不 相 容 的 两 个 事件 4 A B 的 图 示 ， 基 本 事件 之 间 是 互 不 相 容 的 . 

A= B В = АЖ ЗЕНА УЗИРВ НЙ, RA, B 互 为 对 立 事件 ,表示 事件 4 
AB 中 必 有 且 仅 有 一 个 发 生 , 也 即 AUB=5，AB= 儿 . 图 1.6 中 斜 线 部 分 为 事件 
B 的 对 立 事件 A4=B. 由 此 规定 可 知 ， 互 逆 事 件 一 定 互 不 相 容 . 


图 1.5 АВ=@ 图 1.6 A=B 
样本 空间 的 划分 是 十 分 有 用 的 一 个 概念 . 设 S 为 随机 试验 Е 的 样本 空间 ,，E 
的 一 组 事件 Bi, В, ---, В, НЛ, H B, В», ，…， 到 之 和 等 于 样本 空间 
的 全 域 ， 即 满足 
В.В. =Ø, i+ j,i, j=1,2,.…,n, 
bo i+ j,i, j=1,2,.…,n ТТТ 
B UB, 0---0 В, = S, 


则 称 Bi, В, ---, В, 为 样本 空间 5 的 一 个 划分 ， 图 1.7 是 样本 空间 5 的 一 个 划分 
的 图 示 ， 显 然 样本 空间 的 所 有 元 素 构 成 它 的 一 个 划分 ;对 立 事件 也 是 样本 空间 的 
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ZJF 
g 


图 1.7 样本 空间 的 划分 


以 扔 般 子 为 例 ， 般 子 面 朝 上 的 点 数 作为 随机 试验 ， 其 样本 空间 是 
$ =(1,2,3,4,5,6}. 设 一 组 事件 В ={1,2), B, ={3,4),B, = (5,6), МВ, В,, B, 构成 
5 的 一 个 划分 ， 事件 组 C = (L.2).C, ={2,3},C = 4,5} 不 是 S 的 划分 ， 它 不 满足 


式 (1.1.1) 的 要 求 . 


一 个 划分 . 


1.2 Ж 率 


为 了 说 明 什么 是 概率 ， 首 先 引入 频率 的 概念 ， 重 复 进行 一 种 随机 试验 ， 共 作 
f NK, 其 中 事件 4 出 现 n 次 ( 称 为 事件 4 的 频数 )， 比值 nN 称 为 事件 4 在 NN 次 
试验 中 出 现 的 频率 ， 随 着 试验 次 数 N 的 增加 ， 频 率 n/N 的 值 将 逐渐 稳定 于 某 个 常 
数 ， 事 件 4 的 概率 定义 为 试验 次 数 N 趋向 无 穷 大 的 极限 情形 下 的 频率 : 


А п 
Р?) и (1.2.1) 


申 以 上 定义 可 见 , 事件 的 概率 是 随机 试验 中 该 事件 发 生 的 可 能 性 大 小 的 数量 表述 . 
概率 的 上 述 定 义 相当 直观 ， 但 数学 上 不 够 严格 ; 而 且 无 穷 多 次 试验 事实 上 无 
法 实行 ， 所 以 从 上 述 分 析 中 抽象 出 概率 的 下 述 严格 定义 ， 以 反映 概率 的 本 质 是 事 


件 发 生 可 能 性 的 数量 表述 . 
设 5 为 一 随机 试验 EE 的 样本 空间 ， 对 于 E 的 任 一 事件 A4， 满 足 如 下 条 件 的 一 
个 非 负 实 函 数 P(4) 称 为 事件 4 的 概率 ; 
(1) 0< P(A)<1, 对 一 切 Ac5. (1.2.2) 
(2) P(S)=1. (1.2.3) 


(3) 对 两 两 不 相 容 的 事件 A(k =1,2,…) 有 


第 一 章 ”概率 论 初步 cS 


P(AUA,U---UA,)= 7 P(A) (1.2.4) 
k=l 
或 
Р(А ОА, О---ОА, О--) = УРА). (1.2.5) 
k=l 


式 (1.2.4) 和 式 (1.2.5) 分 别称 为 概率 的 有 限 可 加 性 和 可 列 可 加 性 , 它们 分 别 适 用 于 样 
本 空间 含有 有 限 个 元 素 和 无 限 可 列 个 元 素 的 情形 ， 所 谓 无 限 可 列 个 ， 指 满足 两 个 
条 件 : 有 无 限 个 元 素 ， 但 可 以 与 自然 数列 1，2，3，… 建立 起 一 一 对 应 的 关 
系 ， 式 (1.2.3) 也 称 为 样本 空间 概率 的 归 一 性 ， 它 表示 随机 试验 整个 样本 空间 的 概 
率 和 恒 等 于 1， 式 (1.2.2)~ 式 (1.2.5) 表 明了 概率 的 定义 可 以 简单 地 归结 为 : 非 负 性 、 


归 一 性 和 可 加 性 . 
概率 的 上 述 定义 在 数学 上 是 严密 的 ,但 没有 给 出 计算 事件 4 的 概率 P(4) 的 方 


法 .在 第 五 章 中 ， 大 数 定律 将 证 明 ， 在 相当 广泛 的 情形 中 ， 当 试验 次 数 N 趋向 无 
穷 时 ， 事 件 4 的 频率 nN 与 其 概率 P(4) 的 严格 定义 值 十 分 接近 ， 在 实际 使 用 时 ， 
只 要 试验 次 数 N 充分 大 ， 可 用 频率 n/N 作为 概率 PA) 的 近似 值 . 

根据 概率 的 定义 ， 立 即 可 推导 出 概率 的 如 下 性 质 : 

(1) 若 4，4 为 一 随机 试验 的 互 逆 事件 ， 则 有 


Р(А)+Р(А)=1. (1.2.6) 
(2) 不 可 能 事件 的 概率 为 0， 即 
P(@)=0. (1.2.7) 
(3) ЖА 包含 事件 B， 则 
P(A)> P(B). (1.2.8) 


(4) 若 A A 为 一 随机 试验 样本 空间 S 的 一 个 划分 , 则 由 式 (1.2.3) 和 式 (1.2.4) 
立即 得 到 


з 


Р(А) =1, (1.2.9) 
i=] 


+ 


特别 ， 样 本 空间 的 所 有 基本 事件 的 概率 和 等 于 1， 式 (1.2.6) 可 视 为 本 式 的 特例 . 
(5) ADB, № 


Ш 


P(A- В) = P(A) – P(B). (1.2.10) 
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(6) P(AUB)= Р(А) + P(B) - Р(АВ). (1.2.11) 


由 图 1.2 和 图 1.3 9, А/В=А+В-АВ, ЗЕ. 该 公式 也 称 为 概率 
的 加 法 定理 推广 到 个 事件 的 一 般 情况 , A,A А, 是 随机 试验 E 的 个 事 
件 ， 则 有 


P(A, ЈА, ОА) = Р(А) + P(A,)+ P(A,)- P(A,A,) (1.2.12) 
- Р(ААз) - Р(А Ау) + P(A A,A). Е 
利用 数学 归纳 法 ， 令 


я=У РА), 
i=l 


5, = Ж Р(АА,), 


і<ј=2 


S= У) P(AA,A,) *, 


і<ј<к=3 


则 有 


ла Ub UUA) 


i=l 


(1.2.13) 
=S -S, +$,- -(-1)"S,. 


如 果 式 (1.2.11) 中 的 事件 A 和 事件 В 互 不 相 容 ， 则 加 法 定理 的 形式 特别 简单 


P(AUB)= P(A)+ Р(В). (1.2.14) 
HE п ЛЕЖА, A, A WA 
ria j- $ra (1.2.15) 
i=} i=l 


一 种 特别 简单 的 概率 类 型 称 为 等 可 能 概 型 或 古典 概 型 ， 它 表示 随机 试验 的 样 


D qia 08 2 P(A;A jA) = РАДАА) + РАДАА) + РАДАА) + РА АА). 


4 
i<j<k=3 
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本 空间 包含 有 限 个 元 素 ， 每 个 基本 事件 出 现 的 可 能 性 相等 ， 设 随机 试验 的 样本 空 
BX 5 = {e,e，……e,}, 每 个 基本 事件 的 概率 相等 ， 则 有 


1= Р(5) = У Р(е;) = nP(e,), 


i=l 
即 


О i=1,2,…,n. (1.2.16) 
n 


若 事件 4 包含 k 个 基本 事件 ， 则 事件 4 的 概率 为 
Р(А)=К/п. (1.2.17) 
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13 条 件 概率 ， 独 立 性 


PLA, B 为 一 随机 试验 的 两 个 事件 , 事件 4 的 概率 为 P(4) ， 则 在 事件 4 RE 
的 条 件 下 事件 B8 发 生 的 概率 称 为 条 件 概率 ， 表 示 为 
_ P(AB) 
тЫ (1.3.1) 
我 们 用 图 1.3 来 说 明 条 件 概率 的 含义 . 图 中 斜 线 部 分 的 面积 现在 表示 事件 4 门 B 的 
概率 P(AB) ， 区 域 4，B 的 面积 表示 事件 4 和 事件 В 的 概率 ， 事 件 4 发 生 条 件 下 
事件 B 发 生 的 概率 ， 即 条 件 概率 P(B14) 为 事件 4 和 事件 B 的 共有 区 域 与 事件 4 
的 区 域 之 面积 比 ， 因 此 有 式 (1.3.1)， 类 似 地 ,事件 8 发 生 条 件 下 事件 4 发 生 的 概 
率 可 表示 为 


P(A1B) (1.3.2) 
由 上 面 两 式 立 即 得 到 
Р(АВ) = P(B| A)- P(A) = P(A1B): P(B), (1.3.3) 
该 式 称 为 概率 的 乘法 定理 . 


可 以 证 明 ， 条 件 概率 具有 概率 的 一 般 性 质 : 非 负 性 、 归 一 性 和 可 加 性 ， 即 
0< Р(А!В) <1, (1.3.4) 
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Р(51В8) =1, (1.3.5) 
PÚA в =У P(A, 1B). (1.3.6) 
i=l i=l 
还 可 导出 其 他 一 些 性 质 ， 例 如 : 
МАУ В 
Р(АТІВ) = 1; (1.3.7) 


ЧА, В НАНА, АВ =0, Ч 
P(41B) = 0; (1.3.8) 


对 于 互 逆 事件 有 
P(A1B)=1- P(A1B), (1.3.9) 


等 等 ， 特 别 当 B=5 时 ， 条 件 概率 P(41B) 化 为 无 条 件 概率 РА). 
现在 来 定义 事件 的 独立 性 ， 设 事件 А, В 为 一 随机 试验 的 两 个 事件 ， 如 果 满 
Æ 
Р(АВ) = P(A): P(B), (1.3.10) 


ЖА, В 为 相互 独立 的 事件 ， 若 事件 4A，B 相互 独立 ， 由 式 (1.3.1) 和 式 (1.3.2) 得 到 
Р(ВІА) = Р(В), Р(АІВ) = Р(А). (1.3.11) 


НИ А, B 相互 独立 ， 表示 事件 4 的 发 生 与 否 对 事件 В 的 概率 没有 影响 ， 反 之 
亦 然 . 
对 于 一 随机 试验 的 三 个 事件 4，B，C， 若 满足 
Р(АВ) = P(A)P(B), 
Р(ВС) = Р(В)Р(С), 
Р(АС) = Р(А)Р(С), 
Р(АВС) = Р(А)Р(В)Р(С), 


则 称 4，B8，C 是 相互 独立 的 事件 ， 需 要 注意 的 是 ， 仅 满足 前 三 个 等 式 的 时 候 ， 称 
A, B, C 两 两 相互 独立 ， 此 时 ，P(ABC) = P(4)P(B)P(C) 不 一 定 成 立 ， 也 即 两 两 
相互 独立 不 能 保证 4，B，C 相互 独立 . 

推广 到 一 随机 试验 的 n 个 事件 的 一 般 情况 ， 若 对 于 1<i< j<k<…<n, 下 式 


(1.3.12) 
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Р(ДА,) = P(A)P(A,), 


Р(АА А, ) = P(A P(A; )P(A, ), 
(ААА) = P(A)P(ADP(A)) dai 


Р(А А, ---А,) = P(A P(A) P(A), 


ДКА, А,,---, А, 相互 独立 ， 
在 实际 应 用 中 ， 事 件 的 独立 性 常常 是 根据 试验 的 实际 性 质 而 不 是 根据 定义 来 
判断 的 ， 


14 概率 计算 举例 
本 节 举 几 个 实例 来 运用 前 面 介绍 的 关于 概率 的 概念 及 概率 的 运算 法 则 
例 1.1 继电器 网 路 


设 有 图 1.8 所 示 的 电路 ， 其 中 1，2，3 为 继电器 ， 每 一 继电器 接 通 的 概率 均 
为 a， 各 继电器 接 通 与 否 相 互 独立 ， 求 工 至 R 为 通路 的 概率 . 


2 3 


一 一 8- 一 
图 1.8 


令 第 i 个 继电器 接 通 用 事件 E.(i=1,2,3) 表 示 ， 于 是 
Р(Е,) = P(E,) = Р(Е,) = a. 
设 事件 E 为 “L 至 RR 为 通路 ”， 则 
E = E U EE. 
运用 概率 加 法 定理 ， 得 
Р(Е) = Р(Е,) + P(E,E,) – P(EE,E,), 


注意 E,,E,, E, 为 独立 事件 ， 故 
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P(E) = Р(Е,) + P(E)P(E)- Р(Е,)Р(Е,)Р(Е,) 


2 3 
=а+а -а. 


Я 1.2 оЧХЯЖЕНИЯ E 


契 仑 科 夫 计数 器 中 环绕 着 计数 器 轴线 对 称 地 配置 着 一 圈 共 九 个 光电 倍增 管 ， 
如 图 1.9 所 示 ， 当 一 个 带电 粒子 沿 着 计数 器 轴线 穿 过 ， 产 生 契 仑 科 夫 辐射 ， 则 九 
个 光电 倍增 管 都 能 测量 到 这 种 辐射 光 , 并 产生 输出 电 脉冲 . 若 没有 带电 粒子 穿 过 ， 
则 光电 倍增 管 没 有 输出 信号 .为 了 防止 单个 光电 倍增 管 的 偶然 触发 导致 的 虚假 信 
号 ,我 们 观测 若干 个 光电 倍增 管 的 复合 信号 来 确证 是 否 有 带电 粒子 穿 过 计数 器 . 这 
里 各 个 光电 倍增 管 的 信号 是 相互 独立 的 事件 ， 当 一 个 带电 粒子 穿 过 计数 器 ， 一 个 
光电 倍增 管 有 信和 号 输出 称 为 事件 4， 设 其 概率 为 


Р(А) = Е = 0.93. 


一 个 带电 粒子 穿 过 计数 器 ， 九 个 光电 倍增 管 同时 都 有 信号 输出 称 为 事件 В. H T 
九 个 光电 倍增 管 相互 独立 ， 由 式 (1.3.13) 可 知 ， 事 件 В 的 概率 为 


P(B)=[P(A) = £? = 0.52. 


显然 ,图 1.9(a) 这 种 九重 复合 的 安排 大 大 降低 了 有 效 事件 的 探测 效率 . 


#19 契 仑 科 夫 计数 器 中 光电 倍增 管 的 复合 安排 


如 果 采 用 图 1.9(b) 的 复合 安排 ， 每 三 个 光电 倍增 管 组 成 一 个 组 ， 每 组 中 只 要 
有 一 个 光电 倍增 管 有 信号 输出 就 能 通过 或 门 ， 这样 ， 九 个 光电 倍增 管 三 个 组 中 ， 
每 组 至 少 要 有 一 个 光电 倍增 管 有 信和 号 输出 ， 就 确认 为 有 带电 粒子 通过 计数 器 ， 这 
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时 的 复合 概率 为 (利用 式 (1.2.12)) 
P(B)=[P(AU AU A)]° = (3£ — ЗЕ? +e’) = 0.999. 

这 样 一 种 复合 方式 既 避 免 了 单个 光电 倍增 管 的 偶然 触发 导致 的 误 计 数 ， 又 使 粒子 
的 探测 效率 几乎 达到 100%. 

Я 13 ”ze 介子 的 探测 

介子 衰变 为 两 个 y 光子 ，Y 光子 在 物质 中 以 一 定 的 概率 转变 为 一 对 正 负电 
Fe'e. 设 在 某 个 探测 器 中 ,，y 一 e'e 的 概率 为 P(y) = а, 利用 该 探测 器 测量 e+e- 
的 能 量 和 飞行 方向 可 以 确认 Y 的 存在 并 确定 其 能 量 和 飞行 方向 ， 并 进一步 推断 双 


的 能 量 和 方向 ， 介子 在 此 探测 器 内 可 观测 到 的 衰变 产物 可 表现 为 观测 到 两 条 ， 
或 一 条 Y 射线 ， 以 及 观测 不 到 任何 Y 射线 ， 问 这 三 类 事件 的 概率 各 有 多 大 . 


7 衰变 产生 的 两 条 Y 射线 , 它们 转变 为 e+e- 对 是 相互 独立 的 事件 . 9 РУ 和 
В(0у) 是 一 条 Y 射线 被 观测 到 和 没有 被 观测 到 的 概率 ， 从 衰变 x 一 + y, 事例 中 
观测 到 两 条 у 射线 的 概率 POY) 可 表示 为 (运用 式 (1.3.10)) 


P(2y) = Ру) P,(1y) = a°. 
观测 不 到 y 的 概率 POY) 为 
Р(0ү) = В(0ү)· Р,(0ү) =! — B (17)]-[1 — Р,(1ү)] 
=(1-а)?. 
只 观测 到 一 条 ?Y 射线 的 概率 是 


PU7) = В(0у). Р,(1ү) + Р,(0ү)- Ау) 
=2а(1-а). 


至 少 看 到 一 条 Y 的 概率 为 
P(> 1y) = P(2y) + P(1y) = 2a –а?. 


应 用 概率 的 加 法 定理 可 得 到 相同 的 结果 ， 据 式 (1.2.11)， 有 


Р(ү, Uya) = Р(1у) + Р,(1ү) - Рау). Ру) 


=а+а-а.а=2а-а?. 


P От) 表示 两 个 光子 至 少 观测 到 一 个 的 概率 ， 也 就 是 P(> 1y) ， 与 前 一 式 结果 
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相同 ， 显 然 ， 
Р(0у) + Ру) + Р(2ү) =1. 


这 表明 ， 观 测 到 的 现象 只 可 能 是 三 者 之 一 . 

类 似 的 方法 可 应 用 于 出 现 多 个 到 的 复杂 情况 , 例如 , 粒子 衰变 为 三 个 严 介 
子 ， 可 产生 多 到 六 条 Y Я. 由 以 上 推导 可 知 ， 除 非 探测 器 对 Y 光子 的 探测 效率 
达到 100%， 否 则 测量 到 所 有 六 条 Y 射线 的 概率 总 是 比较 小 的 . 


Я 14 粒子 束 流泪 污 和 6 射线 

将 K 介子 或 反 质子 5 束 流 引 入 泡 室 可 研究 这 些 粒 子 导致 的 反应 , 但 这 种 粒子 
流 中 混杂 有 较 轻 的 其 他 粒子 如 zt 介子 ，bh 子 ,它们 对 于 KK 或 5 束 的 “ 沾 污 ”会 
致 研究 结果 的 误差 . 束 流 一 般 都 经 过 动量 分 析 ， 即 具有 相同 的 动量 ， 相 同 动量 的 
粒子 与 泡 室 中 物质 的 电子 碰撞 时 ， 轻 粒子 产生 的 5 电子 平均 能 量 较 高 ， 利 用 这 种 
性 质 可 以 估计 轻 粒 子 对 重 粒子 束 的 沾 污 程度 ， 从 而 对 实验 结果 作 适 当 修 正 . 

设 重 粒子 (K 或 5 ) 可 产生 的 6 电子 最 大 能 量 为 Emo ALT (m, pu) Е ВЕН 
高 于 Esa] 的 8 电子 称 为 高 能 电子 .引入 下 述 记号 : 

Р(15) 轻 粒 子 产生 一 条 高 能 5 射线 的 概率 ; 

P(28) 轻 粒子 产生 两 条 高 能 8 射线 的 概率 ; 

AN 一 一 泡 室 中 观测 到 的 束 流 粒子 径 迹 总 数 ; 

Ni(N,) 一 一 观测 到 带 一 (二 ) 条 高 能 6 射线 的 束 流 粒子 的 径 迹 数 ; 

N, 束 流 中 沾 污 的 “ 轻 ” 粒 子 径 迹 数 (未 知 待 求 量 ). 
按照 概率 的 定义 ， 在 М, 很 大 的 极限 情形 下 ， 有 


Л -M 
ат Р(25) N 
两 条 高 能 8 射线 是 相互 独立 地 产生 的 ， 据 独立 性 原理 式 (1.3.10) ， 有 
P(28)=[P(18) ， 因 而 得 到 N, = N /NN;. 轻 粒子 对 束 流 的 沾 污 百分比 为 
Ne 
N NN, 


例 1.5 扫描 效率 (1) 


利用 径 迹 探测 方法 的 粒子 物理 实验 (如 泡 室 、 核 乳胶 、 火 花 室 实验 )， 必 须 对 
所 有 记录 到 的 事例 进行 扫描 来 寻找 一 定 类 型 的 反应 事例 .由 于 识别 一 定 类 型 的 事 
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例 是 相当 困难 的 一 件 事 ， 一 般 不 大 可 能 将 这 类 事例 都 识别 出 来 ， 即 扫描 效率 不 可 
能 为 100% ,而且 扫描 效率 是 一 个 未 知 量 . 为 了 估计 扫描 效率 , 需要 对 同样 的 客体 
实行 两 次 或 多 次 扫描 . 

设 对 一 组 泡 室 的 照片 作 两 次 相互 独立 的 扫描 (如 由 两 人 分 别 扫描 )， 第 一 次 扫 
描 找 到 特定 类 型 的 事例 数 为 N. + Ma， 第 二 次 扫描 找到 N. +N, HP №, 是 两 次 
扫描 中 都 找到 的 事例 的 数目 ，N, 和 N, 是 两 次 扫描 中 找到 的 不 相 重 合 的 事例 的 数 
H. 进一步 假定 ， 每 次 扫描 中 找到 任何 一 个 该 类 型 事例 的 概率 相等 ， 试 估计 该 类 


事例 的 真实 数目 N 和 扫描 效率 . 
当 N 足够 大 ， 依 概率 的 定义 ， 两 次 扫描 中 找到 该 类 事例 的 概率 分 别 为 
_ М+М, _ М+М, 
Р(1) Е Р(2) = и = 


两 次 扫描 中 都 找到 的 事例 数 给 出 事件 积 的 概率 (图 1.10) 


N 
РП 2)=—12. 
(12) =, 


由 于 两 次 扫描 相互 独立 ， 故 有 
PAN 2) = РА). Р(2). 
将 以 上 三 式 结合 起 来 ， 求 出 事例 总 数 


两 次 扫描 均 未 测 到 的 事例 数 NAN +NN) 


图 1.10 扫描 效率 的 图 示 
将 NN 代入 PO, POD 的 表 式 中 ， 求 得 两 次 扫描 各 自 的 扫描 效率 
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N 

Р(1) =——, P0)=—2 

№ + N; І 

可 见 ， 第 一 次 扫描 效率 的 估计 值 有 赖 于 第 二 次 扫描 的 结果 ， 反 过 来 ， 第 二 次 扫描 
效率 估计 值 亦 与 第 一 次 扫描 结果 有 关 ， 其 原因 是 总 事例 数 的 估计 要 利用 两 次 扫描 


的 信息 . 
两 次 扫描 中 发 现 的 事例 总 数 为 Na + N + N, ， 由 此 求 得 总 的 扫描 效率 为 


Na + М + N; _ N,, (М, + N, + N,) 


Р(102) = = : 
192 N (М> + N. XN, +М,) 


总 扫描 效率 也 可 用 概率 加 法 定理 (1.2.11) 求 出 ， 结 果 相同 
P(U2)=P(D+P(2)- PI 12) 


No +N, М+М М 
ММ +N, +М,) 
(Nia + NXN, + №) 
15 边沿 概率 ， 全 概率 公式 ， 贝 叶 斯 公式 
设 随机 试验 Е 的 样本 空间 为 8S，$ 可 以 按照 不 同 的 条 件 作 不 同 的 划分 ， 设 按 


照 条 件 A, S 被 划分 为 互 不 相 容 的 事件 А, A А; 按照 条 件 В, 被 划分 为 互 
不 相 容 的 事件 B,B,,…,B,. 样本 空间 的 总 概率 为 1， 因 而 有 


P(A) =1=У РВ, 
i=1 j=1 
事件 4 的 边沿 概率 定义 为 


РА) = УРСА NB,); (1.5.1) 


ja 


类 似 地 ， 事 件 Bj 的 边沿 概率 可 表示 为 


Р(В,) = > P(A; ПВ,). (1.5.2) 
= 


我 们 用 具体 例子 来 说 明 边沿 概率 的 概念 . 
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#] 16 pp 反应 末 态 的 分 类 

在 气泡 室 中 进行 质子 -质子 反应 产生 奇异 粒子 的 实验 . 按 所 观测 到 的 反应 末 态 
带电 径 迹 数 ， 可 分 为 2,4,6,8,> 10 条 径 迹 五 种 情形 ， 称 为 划分 4， 而 根据 鉴别 出 的 
中 性 奇异 粒子 ， 可 分 为 K?，A,K?K?,K?A 末 态 四 种 情况 ， 称 为 划分 B， 假 定 同时 
属于 类 别 A, 和 B; 的 事例 概率 P(4 ПВ) 如 下 表 所 示 ， 则 末 态 产物 为 天 "的 边沿 概 
率 可 由 该 表 第 一 行 的 各 项 求 和 得 到 


5 
P(K?) = Р(В,) = >` P(A; N В) = 0.347. 


i=l 


2 条 径 迹 4 条 径 迹 6 Rizik 8 条 径 迹 210 条 径 迹 
划分 B 


与 此 相似 ， 末 态 产物 有 6 个 带电 径 迹 的 边沿 概率 可 由 表 的 第 三 列 求 和 得 到 
4 
P(6 带电 径 迹 )= P(A,) = 2 P(A ПВ, ) = 0.163. 
j=l 


全 概率 公式 一 一 设 随 机 试验 E 的 样本 空间 为 5,B,B,,…,B, М S 的 一 个 划分 ， 
则 EE 的 任 一 事件 4 的 概率 P(4) 可 表示 为 


P(A)=2,P(A1B,):P(B,). (1.5.3) 
j=l 


证 明 如 图 1.11 所 示 , 因 B,B,,…,B, 是 5 的 一 个 划分 ， 故 有 
A=AS=A(B UB,U.…UB,)= AB U AB,U---U AB,. 


由 概率 的 有 限 可 加 性 得 


P(A)=) P(ANB,). (1.5.4) 


j=l 
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对 每 一 项 P(4 人 Bi)) 应 用 概率 乘法 定理 , 则 式 (1.5.3) 
得 证 . 

比较 式 (1.5.1) 和 式 (1.5.4) 可 见 , 两 者 形式 相似 ， 
这 说 明 边 沿 概率 是 全 概率 公式 应 用 的 一 种 特例 . 

Ў B,B,,…,B, 是 随机 试验 E 的 样本 空间 5 的 
一 个 划分 , 对 于 EE 的 任 一 事件 A, 由 条 件 概率 的 定 
图 1.11 和 斜 线 部 分 表示 事件 4 ” 义 (1.3.1) 和 乘法 定理 (1.3.3)， 知 


Р(В,А) _ P(A1B.)P(B,) 


Р(В,1А) = 
P(A) P(A) 
将 分 母 中 的 P(4) 用 全 概率 公式 代 人 ， 得 
P(AIB,)P(B.) 


P(B, ТА) =— (1.5.5) 


> РКАТВ, РВ, 


j=l 
该 式 称 为 贝 叶 斯 公式 . 
例 17 摸 钱币 试验 


有 三 个 相同 的 钱 袋 B,B,,B;. Bl 内装 2 枚 金币 ，B, 内 装 金 、 银 币 各 一 枚 ，B 
内 装 2 枚 银币 .随机 地 选取 一 个 钱 袋 并 摸 出 一 枚 钱币 ， 设 摸 到 的 是 一 枚 金币 ， 问 
该 钱 袋 内 余下 的 也 是 一 枚 金币 的 概率 为 多 大 ? 

令 第 一 次 摸 得 金币 是 事件 4， 因 为 只 有 选取 的 钱 袋 是 Bi 时 余下 的 才 是 金币 ， 
所 以 该 问题 实际 上 是 要 求 条 件 概率 PCB ТА). 


根据 已 知 条 件 ， 从 三 个 钱 袋 中 摸 得 一 枚 金币 的 条 件 概率 分 别 为 
P(AIB,)=1, РАВ) =, P(A1B,)=0. 
由 于 钱 袋 是 随机 选 定 的 ， 选 中 B, В,, В, 的 概率 相等 ， 故 有 


Р(В,) = Р(В,) = Р(В,) = 了 


根据 贝 叶 斯 公式 求 出 问题 的 解 
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P(AIB)P(B) _2 
3 ER 
> P(AIB,)P(B,) 
i=] 


P(B, 1 A) = 


本 例 中 РОВ,) 是 先 验 概率 ， 它 反映 的 一 般 是 以 往 经 验 的 总 结 ， 在 这 次 试验 之 
前 已 经 知道 ， 条 件 概率 P(B 14) 称 为 后 验 概率 ， 它 是 从 得 到 了 试验 的 信息 之 后 推 
断 出 来 的 . 从 本 例 可 见 , 应 用 贝 叶 斯 公式 可 从 先 验 概率 P(B,) 和 条 件 概率 P(A1B)} 
求 得 后 验 概率 P(B 14) ， 上 述 问 题 具 有 一 般 性 ， 称 为 贝 叶 斯 问题 . 
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21 随机 变量 


一 个 随机 试验 有 多 于 一 种 结果 ， 出 现 一 定 结果 的 可 能 性 大 小 即 为 其 对 应 的 概 
Ж. 为 了 定量 地 研究 随机 试验 的 结果 ， 揭 示 随 机 试验 中 客观 存在 的 统计 规律 性 ， 
需要 引入 随机 变量 的 概念 . 通常 随机 试验 的 不 同 结果 可 用 一 组 实数 来 表示 ， 如 扔 
佣 子 试验 中 ， 试 验 结果 “出 现 ;点 ”(i=12,…,6) 这 一 事件 可 用 数字 /i 表示 .这 就 在 
随机 试验 的 基本 事件 (出 现 i 点 , i=1,2,…,6) 与 一 组 数值 1,2…,6 之 加 建立 了 一 一 对 
应 的 关系 ， 一 般 地 ， 随 机 试验 样本 空间 的 所 有 元 素 可 用 一 组 实数 罗 , 吉 ,… 来 表 
示 , 任 何 一 次 试验 的 结果 可 用 一 个 实数 X 表示 , X ВИН м,» xy: : 的 概率 为 
P(x), P(x), Po)…,P(5) 是 反对 应 的 元 素 在 随机 试验 中 出 现 的 概率 . 因此 ,XX 是 
定义 在 随机 试验 样本 空间 上 的 变量 .下面 引 入 随机 变量 的 定义 . 

设 随机 试验 E 的 样本 空间 为 $,， 对 于 5 中 的 任 一 元 素 e 存在 一 个 实数 X(e) 与 
之 对 应 , 得 到 一 个 定义 在 S 上 的 单 值 实 函 数 X(e) ， 称 为 随机 变量 .与 样本 空间 S 
的 所 有 元 素 {e} 相 对 应 ，X(e) 可 取 值 的 全 体 称 为 随机 变量 的 取 值 域 或 值 域 ， 一 般 
用 符号 2 表 示 ( 图 2.1)， 以 后 都 简单 地 以 X 代 蔡 X(e) ， 但 应 注意 ， 随 机 变量 六 是 
定义 在 样本 空间 $ 上 的 ; 以 相应 的 小 写字 母 表 示 它 的 可 取 值 ， 如 随机 变量 X 的 取 


fN x xy ee. 


图 2.1 随机 变量 Xe) 及 其 值 域 Q 


由 以 上 定义 可 见 ， 随 机 变量 X 与 普通 的 变量 有 本 质 的 不 同 ， 普 通 的 变量 定义 
在 实数 轴 上 , 而 随机 变量 是 定义 在 随机 试验 样本 空间 上 的 函数 (样本 空间 的 元 素 不 
一 定 是 实数 ); 普通 变量 的 值 一 旦 确定 便 是 唯一 的 .而 随机 变量 的 取 值 是 随机 的 ， 
取 某 一 数值 的 可 能 性 取决 于 该 数值 所 对 应 的 概率 . 

引入 随机 变量 后 ， 随 机 事件 可 用 随机 变量 描述 ， 就 能 利用 数学 分 析 的 方法 来 
研究 随机 试验 .但 由 于 随机 变量 与 普通 变量 存在 着 前 面 所 述 的 差异 ， 将 普通 变量 
的 运算 规则 移 用 到 随机 变量 的 运算 中 去 时 要 注意 它 是 否 适 用 . 
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随机 变量 分 为 离散 型 和 连续 型 两 类 ， 离 散 随机 变量 的 取 值 域 是 有 限 个 或 可 列 
无 限 多 个 实数 , 如 扔 角子 这 一 随机 试验 , 相应 的 随机 变量 的 取 值 域 是 {1, 2, 3, 4, 
5，6} 六 个 数 . 连续 随机 变量 的 值 域 则 是 一 个 区 间 中 的 所 有 值 , 无 法 一 一 列 出 ， 如 
在 任何 时 刻 观测 时 钟 上 某 一 指针 (如 时 针 ) 的 角度 ， 则 该 随机 变量 的 值 域 为 [0?， 
360"]， 这 是 一 个 连续 随机 变量 . 


22 随机 变量 的 分 布 


要 了 解 一 个 随机 变量 X， 不 但 要 知道 它 的 全 体 可 取 值 ， 而 且 要 知道 它 取 任 一 
特定 值 x 的 概率 P(x) ， 也 即 它 的 概率 分 布 特性 ， 随 机 变量 的 概率 分 布 特性 可 由 它 
的 累积 分 布 函数 和 概率 密度 函数 描述 . 

设 X 为 一 随机 变量 ， 其 取 值 域 的 下 限 和 上 限 分 别 记 为 wii 和 + ， 对 于 任意 
实数 x: xhin < Xx< xnax， 随 机 变量 X 取 值 小 于 等 于 x 的 概率 称 为 X 的 累积 分 布 函 数 
或 分 布 函数 ， 用 F(x) 表示 为 


F(x)= P(X < x). (2.2.1) 

累积 分 布 函 数 有 以 下 性 质 : 

(1) F(x) 是 非 负 函数 ， 且 有 
0< F(x)<l. (2.2.2) 

(2) F(x) 是 非 减 函 数 ， 对 于 任何 x > 为 ,有 

Ею) - F(x) = Р(х < X < x,) 2 0. (2.2.3) 
(3) F(x;a)= 0, (2.2.4) 
F(xeax ) =L. (2.2.5) 


式 (2.2.5) 与 随机 试验 的 概率 归 一 性 相对 应 ， 也 称 为 随机 变量 分 布 函数 的 归 一 性 ， 
表示 随机 变量 的 取 值 总 落 在 其 值 域 之 内 . 
对 于 离散 随机 变量 X， 它 的 可 取 值 是 分 立 的 实数 二 :=12,3,…, 取 值 的 概率 
记 为 P(X = х) = p; ， 则 由 概率 的 定义 可 知 ， 
pi 2 0, і=1,2,:-: 
У р, =L. (2.2.6) 


根据 分 布 函数 的 定义 ， 离 散 随 机 变量 的 分 布 函数 可 表示 为 
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F(x)= Ур, (2.2.7) 
这 里 求 和 号 表示 对 所 有 满足 x < x 的 概率 户 求 和 ， 任 何 离散 随机 变量 的 分 布 函 数 
都 不 连续 ,在 X =5G=L12…) 处 出 现 跳 芭 点 ， 是 [0，H] 之 间 的 阶梯 形 折线 .如 在 
扔 货 子 的 随机 试验 中 , 凯 子 的 点 数 作为 随机 变量 X, 其 分 布 函数 F(x) 如 图 2.2 所 示 . 


F(x) 


1.0 


0.5 


0 123 456 x 
#22 PRF RUA ВЕЕ RR F(x) 
对 于 离散 型 随机 变量 ， 知 道 了 它 的 所 有 可 取 值 及 对 应 的 概率 ， 就 唯一 地 确定 
了 这 个 随机 变量 .但 对 连续 随机 变量 ， 取 任 一 特定 值 的 概率 为 0， 我 们 需要 研究 


随机 变量 所 取 的 值 落 在 某 个 区 间 内 的 概率 ， 按 分 布 函数 的 定义 ， 连 续 随机 变量 X 
的 取 值 落 在 区 间 [xi, x2] 内 的 概率 可 由 F(x,) 与 F(x) 之 差 求 得 ， 因 而 分 布 函数 完整 


地 描述 了 随机 变量 的 概率 分 布 性 质 ， 连 续 随 机 变量 的 分 布 函数 为 [0，1] 之 间 的 单 
调 上 升 连 续 曲 线 ,如 2.1 节 中 表示 时 钟 指针 角度 的 随机 变量 ,其 分 布 函数 如 图 2.3(a) 


所 示 . 
设 X 为 连续 随机 变量 ， 其 值 域 @ 的 上 、 下 限 分 别 记 为 xh 和 xmin ， 若 存在 非 
负 连 续 实 函数 /(x) ， 对 于 任何 实数 x 下 式 成 立 : 


F=f уой, (2.2.8) 


ДЛО 称 为 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 或 概率 密度 。 f(x) 有 如 下 性 质 : 
D Ло) РИ Н, ГО) > 0 
о) | ода» = Рош) =1 该 性 质 也 称 为 概率 密度 的 归 一 性 . 
G) Је лодае Раз) - РО) XHEE х > x ВЫ. 
(4) 0) = Ра). 
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F(x) 


(a) 


fü) 


(b) 360 u 


图 2.3 描述 时 钟 指针 角度 的 连续 随机 变量 X 的 分 布 函数 F(x)(a) 和 概率 密度 Ax)(b) 


由 于 在 随机 变量 值 域 [xwu,xna] 之 外 的 区 间 (оо, х) A (х их, 0) 中 ， 概 率 密 
ВЕ f (x) = 0, 所 以 有 


| roodrs | "родах, 
n —o0 

F(—0) = F(xsa), 
Fw) = F (xpa). 


在 本 书 以 后 各 章节 中 ， 概 率 密 度 的 积分 上 下 限 有 时 写成 to ， 这 种 表示 方式 的 方 
便 之 处 在 于 不 需要 注 明 随机 变量 的 特定 值 域 ， 因 而 公式 的 表述 具有 一 般 性 ， 但 在 
理解 这 些 公式 时 应 当 注意 ，+mw 实际 上 对 应 于 随机 变量 值 域 的 上 下 限 . 
2.1 节 中 表示 时 钟 指针 角度 的 随机 变量 概率 密度 画 在 图 2.3(b). 
有 时 需要 考虑 随机 变量 取 值 落 在 无 限 小 区 间 (xz, x + dx] 内 的 概率 , 由 积分 中 值 
定理 可 证 
P(x< X < x+dx) = | т б = f(x)dx. (2.259) 


SIE RHR EERE AE 2.4), HT х ОЪ F Oo) H X = x, 
左边 f (x) 曲线 下 的 面积 表示 ， 如 图 中 斜 线 的 区 域 ; 随机 变量 取 值 落 在 ob 之 间 的 
概率 则 等 于 f(x) 曲线 下 ab 之 间 的 面积 . 


22. 实验 物理 中 的 概率 和 统计 


fü) 


Xo a b х 
图 2.4 


在 核 物理 和 基本 粒子 物理 中 ， 存 在 着 许多 随机 过 程 ， 与 此 相应 ， 许 多 物理 量 
都 是 随机 变量 ， 因 而 可 由 其 分 布 函数 或 概率 密度 来 描述 . 


例 2.1 ее 一 上 是 上 反应 的 角 分 布 (1) 
一 对 方向 相反 的 正 负 电子 对 撞 产生 一 对 正 负 k 子 的 反应 事例 中 (图 2.5), KA 


粒子 kr 对 于 初 态 粒子 e” 的 夹 角 (0,g) 是 不 确定 的 ， 但 对 大 量 这 种 事例 ，(2,p) А. 
有 一 定 的 分 布 ,所 以 睛 的 飞 出 方向 是 随机 变量 .在 粒子 物理 中 ， 这 种 分 布 用 微分 


вит 描写 ， ERR u 粒子 在 立体 角 元 dQ =singdgdg 内 飞 出 的 反应 截面 值 ， 
9 称 为 极 角 ，g 是 方位 角 ， 总 截面 为 微分 截面 对 全 空间 的 积分 


47 
С = do ао. 
о 102 


В 2.5 ее ptp БЛ," 与 e' 之 间 的 夹 角 0,9 


第 二 章 ”随机 变量 及 其 分 布 “23. 


如 果 用 随机 变量 来 表示 ， 那 么 为 了 满足 归 一 性 的 要 求 ， 其 概率 密度 应 为 


1 ас 
о: 
ee > uu 反应 的 角 分 布 可 分 解 为 p 和 0 各自 的 分 布 ，9 的 概率 密度 是 


(0,27) 区 间 内 的 均匀 分 布 ， 可 表示 为 


1 
moas 
2 的 分 布 可 这 样 表示 : 令 x=cos9,x 的 概率 密度 正比 于 1+x*(-1< x<1) ， 为 满足 
归 一 化 要 求 ， 概 率 密度 为 


f@= a+) 


粒子 反应 过 程 往往 用 各 种 微分 截面 来 描述 ， 如 反应 的 角 分 布 、 能 量 分 布 、 动 
量 分 布 等 ， 这 反映 了 粒子 反应 是 随机 事件 ， 反 应 末 态 粒子 的 角度 、 能 量 、 动 量 是 
随机 变量 ， 它 们 的 概率 密度 等 于 其 微分 截面 函数 除 以 归 一 化 常数 . 


2.3 随机 变量 函数 的 分 布 


在 研究 概率 统计 问题 时 ， 经 常会 遇 到 随机 变量 的 某 个 函数 ， 该 函数 值 取决 于 
随机 变量 的 随机 试验 结果 ， 因 此 ， 它 也 是 随机 变量 ， 这 时 所 面临 的 问题 是 怎样 从 
原来 的 随机 变量 的 分 布 及 给 定 的 函数 关系 ， 找 出 新 的 随机 变量 的 分 布 . 

设 X 为 一 随机 变量 ， 函 数 了 是 与 X 一 一 对 应 的 变换 


y= у(х), (2.3.1) 


这 时 随机 变量 7 的 分 布 可 由 XX 的 分 布 导 出 ， 所 谓 一 一 对 应 ， 指 的 是 对 于 每 个 变量 
值 x， 只 存在 唯一 的 对 应 函数 值 y= y(x) ; 反之 , 对 于 每 个 函数 值 y ， 只 存在 唯一 
的 对 应 变量 值 *=x(y) ， 这 里 ，x(y) Я УЖ, 通过 解 方程 y= у(х), B 
此 , СЖ ИЖ x(y) 存在 并 且 唯 一 . 

首先 讨论 X 为 离散 随机 变量 的 情形 ，X Н хх, 的 概率 假定 为 
р(х), Po)…… 由 于 工 与 X 的 一 一 对 应 关系 ， 显 然 , 了 取 值 y = Ух) 的 概率 与 X 
取 值 入 的 概率 相等 ， 即 随机 变量 Y 的 概率 分 布 可 表示 为 


p(y,)= р(х;) = р(х(у;)). (2.3.2) 
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当 X 为 连续 随机 变量 ， 其 概率 密度 用 f(x) 表示 . 令 了 的 概率 密度 为 8(0?) Y 
在 区 间 a,b 之 间 的 概率 是 


b 
P(a<Y <b = | g(y)dy, 
由 于 X 与 了 之 间 一 一 对 应 的 关系 ， 这 一 概率 应 与 X 在 区 间 x(y = a),x(y =b) 内 的 
概率 相等 
b x( y=b) 
J. g(y)dy -Jf foad, 
等 式 右 边 取 绝 对 值 是 为 了 保证 积分 概率 的 非 负 性 ， 将 上 式 右 边 作 x 一 > 的 变量 
代 换 


dx > у 
dy 
得 到 
[го = [reo Ea, 
a a y 
该 关系 式 对 于 任意 (a,b) 区 间 成 立 ， 因 而 可 知 ， 随 机 变量 了 的 概率 密度 为 


g(y)= /ee (2.3.3) 


如 果 了 与 X 不 是 一 一 对 应 的 函数 ，X 的 值 域 可 分 为 个 不 相 重 全 的 子 域 ， 在 
每 个 子 域内 ,X 与 7 一 一 对 应 ， 则 随机 变量 了 的 概率 密度 可 表示 为 
g(y) = Уло (у) = | (2.3.4) 


Я 2.2 Y=X? 的 概率 密度 


设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 /(x) , 的 值 域 为 (-o0,+o0) .函数 Y=X? 不 是 一 
一 对 应 的 函数 ,对 于 同一 个 wx n] R + Jy 两 个 值 . 将 X 值 域 分 成 (-o0,0) #100, оо) 两 
个 区 间 ， 每 个 区 间 内 了 与 X 一 一 对 应 (图 2.6). 

ЧЕ (ОФ) АННА, x= уу, 0) = f (Jy). 
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ах = 


dy 


2 


KR 
2 3 


Eo KEAK, х= у, = f (- Jy) 


代入 式 (2.3.4)， 求 得 工 的 概率 密度 
вор) 


由 于 Y=X? 是正 值 函 数 , 与 X 值 域 (-oo,%) 相对 应 ， 
其 值 域 是 [0,oo) . 


2.4 随机 变量 的 数字 特征 


分 布 函 数 或 概率 密度 完整 地 描述 了 随机 变量 的 分 布 特性 ， 但 在 许多 实际 问题 
中 ， 确 定 随机 变量 的 分 布 函数 或 概率 密度 的 具体 函数 形式 相当 困难 ， 或 者 并 不 需 
要 确切 了 解 随机 变量 的 分 布 ， 而 只 希望 知道 分 布 的 某 些 特征 ， 同 时 ， 对 某 些 特定 
的 随机 变量 ， 只 要 知道 了 它 的 一 个 或 几 个 数字 特征 ， 其 分 布 函数 和 概率 密度 就 完 
全 确定 了 ， 因 此 ， 随 机 变量 的 数字 特征 在 理论 和 实际 上 都 极为 重要 ， 下 面 介绍 随 
机 变量 的 数学 期 望 、 方 差 、 矩 等 数字 特征 . 

设 了 是 随机 变量 X 的 函数 了 = g(X),g 是 某 个 连续 实 函数 : 

(GD)X 是 离散 随机 变量 ， 取 值 54=12…) 的 概率 


p(x,) = P( X = x,), 
则 


ЕТ) = Е(8(Х)} = 2 8(x)p(x.) (2.4.1) 


称 为 随机 变量 了 的 期 望 值 ; 
(2)X 是 连续 随机 变量 ， 值 域 为 如 ， 概 率 密度 为 f(x) ， 则 了 的 期 望 值 为 


E(7)= E[g(X)) = f efod (2.4.2) 
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这 一 定理 告诉 我 们 ， 为 求 得 随机 变量 X 的 函数 了 = 8(X) 的 期 望 值 ， 并 不 需要 知道 


7 的 分 布 ， 而 可 利用 自 变 量 X 的 概率 密度 算得 . 
求 期 望 值 的 运算 E 是 一 个 线性 算 子 . wa 是 常数 ，X 是 随机 变量 ， 


i=],2,…,n ， 则 有 
be -Zaran (2.4.3) 
izl 


i=l 


常数 的 期 望 值 等 于 其 自身 
EC)=}, p) C=C) р(х) = С 


或 
E(C)= | С. уох = С | f(xdx=C (2.4.4) 
N n 


随机 变量 X 本 身 的 期 望 值 称 为 它 的 数学 期 望 或 平均 值 均值 , 用 符号 E(X) и 6 
И=Е(Х) => хр) BRA (2.4.5) 


= | f dx 连续 型 . (2.4.6) 
应 当 特 别 注 意 ， 这 里 平均 值 是 概率 含义 上 的 平均 ， 而 非 一 般 的 算术 平均 . 
满足 不 等 式 
P(X <), Р(Х > 42) > (2.4.7) 
的 值 %z 称 为 随机 变量 X 的 中 位 数 或 中 值 . 当 X 为 离散 随机 变量 ， 这 相当 于 ( 见 式 
(2.2.7)) 
Fan) > > 1- F(x 2)> >. (2.4.8) 


Др ХСН, ЕЛЕ no. 
M X ЗЕЛЕ, х 由 下 式 确定 : 


Е) = | f(x)dy = >. (2.4.9) 


类 似 地 ， 称 满足 不 等 式 
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Р(Х <х,) 2р, P(X>x,)>l-p, 0<p<l 
的 值 x, УВЕ X Ир 分 位 数 ， 这 等 价 于 
F(x,)> p, 1-F(x,)>1-p 离散 型 ， (2.4.10) 


Ju ул, МЕЖ, San 0. 


Fap=f” fG)dx = р 连续 型 . (2.4.11) 
满足 
P(Xpro) = max{ p(x; ), p(x) e} 离散 型 (2.4.12) 
或 
f pro) = max{ f (x)} 连续 型 (2.4.13) 


的 值 po 为 随机 变量 大 的 最 可 几 值 ， 记 号 xs ?表示 X 的 值 域 人 2 中 的 所 有 x 值 . 
在 式 (2.4.1) 或 式 (2.4.2) 中 ， 如 果 选 择 函 数 
g(X)=(X - C)', 
其 中 C 为 常数 ，! 为 正 整数 ， 则 其 期 望 值 


a, =Е((Х-С)!} (2.4.14) 


КУЕ X УР СТИ; 当 取 C =0 ， 则 称 丈 的 ! 阶 原点 矩 或 代数 矩 ， 
记 为 


Я = E(X!). (2.4.15) 
ey Е РЗ БИА р КИМ, ЯХТЕ, RRA 
ш=Е((Х-и)'}. (2.4.16) 
各 阶 原 点 矩 和 中 心 矩 之 间 有 如 下 关系 ; 
x= (еси, (2.4.17) 
50 
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Д; -Dhea (и). (2.4.18) 
k=0 k 
零 阶 和 一 阶 中 心 矩 容易 求 得 
i= 2 p(x)=1 (离散 随机 变量 )， 


内 = 人 одах (连续 随机 变量 ); 


д = 20 р(х) = ) рб) - и) р(х) =0 (离散 随机 变量 )， 


д = 上 (x— п) f (x)dx = 0 (连续 随机 变量 )， 
随机 变量 X 的 二 阶 中 心 矩 为 
w=V(X)=D(X)=0°(X)=E{(X - /)?), (2.4.19) 


称 为 X 的 方差 ; 它 的 平方 根 o(X) 称 为 标准 差 或 标准 离 差 ，o(X) 表 示 X 对 于 其 数 
学 期 望 4 的 离散 程度 的 大 小 ， 对 于 离散 和 连续 随机 变量 XX， 分 别 有 


V(X)= Ух, — И p(x,), (2.4.20) 
V(X)= f,c- и)? годах. (2.4.21) 


按照 式 (2.4.15) 和 式 (2.4.16) 可 算出 零 阶 、 一 阶 和 二 阶 原点 矩 、 中 心 矩 ， 它 们 在 
概率 统计 中 经 常用 到 ， 我 们 将 它们 列 于 表 2.1 中 . 


表 2.1 
原点 条 фа 
А =l д =1 
j= щ=0 
hh=0 +p? m=0? 


方差 的 概念 可 以 推广 到 随机 变量 的 函数 . 设 g = g(X) 是 随机 变量 XX 的 函数 ， 
则 g(X) 的 方差 定义 为 


V(g(X))= El[g(x)— Е(8(х))] }. (2.4.22) 
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随机 变量 XX 方 差 的 计算 常用 到 如 下 公式 : 


V(X)=E{(X - и} =Е(Х* -24X + ш?) 
= Е(Х*)-2иЕ(Х)+ и”, 


У(Х) = E(X2)- /. (2.4.23) 


下 面 列 出 方差 的 几 个 重要 性 质 : 

(1) 常数 的 方差 等 于 0:V(C) = 0,C 为 常数 . 

(2) X 为 随机 变量 ， 有 V(CX)=C*V(X). 

(3) 相互 独立 的 随机 变量 之 和 的 方差 等 于 各 随机 变量 方差 之 和 . 即 当 
Xi, 义 ，,…, 了 ,各 随机 变量 相互 独立 ， 则 有 


"(Sx ) ус 


i=l 


随机 变量 相互 独立 的 概念 在 3.1 节 中 介绍 . 

在 物理 实验 中 ， 如 被 测 物理 量 是 随机 变量 ， 测 量 结果 常 表示 成 4&ter 的 形式 ， 
A 和 分 别 是 均值 和 标准 差 的 估计 值 ， 有 时 物理 学 家 也 称 o 为 统计 误差 或 随机 
误差 . 
除 上 述 数字 特征 外 ， 描 述 随 机 变量 分 布 的 数字 特征 还 有 偏 度 (系数 ) 和 峰 度 
(系数 )y, ， 它 们 的 定义 分 别 是 


№ _ Е(Х-и)} 
ЕКА (2.4.24) 
у FE pE 
pe 4 
у, = 4—3 = РЧА ЮЦ 3. (2.4.25) 
5 с 


偏 度 系 数 yx 表征 随机 变量 概率 密度 对 其 平均 值 的 不 对 称 程度 或 偏 斜 程度 ， 若 概率 
密度 函数 对 于 平均 值 为 对 称 ， 则 所 有 奇数 阶 中 心 矩 为 0, ВОН 4 =0， 偏 度 系数 为 
0 (注意 , 逆 推 理 不 成 立 , 即 随机 变量 为 = 0， 概 率 密度 函数 对 于 其 平均 值 不 一 定 对 
称 )， 为 的 绝对 值 越 大 ,概率 密度 越 不 对 称 ， 如 概率 密度 在 右 端 有 长 的 “尾巴 ”( 图 
27), Му >0; RZ, ЕАН КЕ, My <0. 
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图 27 随机 变量 的 偏 度 系数 y, 


峰 度 系数 反映 了 概率 密度 函数 的 尖锐 程度 与 正 态 分 布 概率 密度 曲线 ( 见 
4.10 节 ) 尖 锐 程度 两 者 之 间 的 对 比 ,均值 和 标准 差 o 的 正 态 分 布 用 N0) 表示 ， 
其 峰 度 系数 y, =0， 设 随机 变量 Х ПЕНН ито, ЕЖУ, >0 ， 表 示 X 的 概 
率 密度 曲线 比 МС, о) 尖锐 ;反之 , у, < 0 , 则 概率 密度 曲线 比 N(14,0) 平 缓 (图 2.8). 


2.8 ”随机 变量 的 峰 度 系数 у, 


下 面 介绍 一 个 在 概率 统计 计算 中 有 广泛 应 用 的 重要 不 等 式 ， 即 所 谓 的 切 比 卉 
夫 (Chebyshev) 不 等 式 . 
设 随机 变量 XX 的 数学 期 望 和 标准 差 为 4 和 co ， 则 对 于 任意 正 数 < 均 有 
2 
PIX -p> =} < <. (2.4.26) 
E 


我 们 就 X 为 连续 随机 变量 的 情形 加 以 证 明 
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РИХ - ul> =} = Р(Х - ш) > €}+ P{(X - ш) < -e} 
= Р(Х 2(и+=)}+Р{Х <(и-5)} 


Хаах И-Е 
= "тода |” лода, 
И+Е Xmin 
因为 1X -иРЕ, 所 以 (X п) /=?>1, 因此 有 
2 gr 
PiX рр < | 0 dea f" CA rodr 
И+Е = Amin E 
<=| (х- u? fdr=0/e’. 
g€ "12 


式 (2.4.26) 得 证 .该 式 也 可 写成 

P{I X - ul> co} <1/Е? 

РХ - uk eo} 21-11 Е”. (2.4.27) 
当 随 机 变量 X 的 概率 密度 未 知 时 ,， 切 比 雪 夫 不 等 式 给 出 了 和 的 取 值 与 均值 ш 
的 离 差 小 于 特定 值 sc 的 概率 的 估算 方法 .就 趋势 而 言 , X 取 值 偏离 4& 越 远 ， 则 出 
现 的 概率 越 小 ， 特 别 是 


或 


Р(Х — ді< Зо) > 0.8889, 
P(IX - ді<4с) > 0.9375. 


这 表明 ， 随 机 变量 取 值 与 均值 w 的 离 差 大 于 3c 的 概率 已 经 相当 小 . 


2.5 随机 变量 的 特征 函数 


数字 特征 只 能 反映 概率 分 布 的 某 些 性 质 ， 一 般 不 能 通过 它 来 完全 确定 随机 变 
量 的 分 布 函 数 ， 本 节 引 入 特征 函数 的 概念 ， 它 既 能 完全 决定 分 布 函数 ， 又 具有 和 良 
好 的 解析 性 质 . 

为 了 定义 特征 函数 ， 需 要 拓 广 随机 变量 的 概念 ， 引 进 复 随机 变量 . 若 X, Y 
是 实 随机 变量 ， 则 称 Z = 和 +i 为 复 随机 变量 ， 其 数学 期 望 是 


E(Z)= E(X )+iE(Y). 
概率 密度 函数 的 傅 里 叶 变 换 称 为 随机 变量 的 特征 函数 ， 设 随机 变量 X 的 概率 
分 布 为 P(X =х,) = р(х,) X 为 离散 随机 变量 )， 或 其 概率 密度 为 f(x) (连续 随机 变 
量 )， 其 特征 函数 定义 为 
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Px (t) = E(e”) 


=> pG e" (В) 
k 


=f fade ERAD, (2.5.1) 


其 中 7 是 实数 ，e” 为 
е!Х = costX +isintX. 
Px (t) 是 1 的 一 个 连续 函数 ， 对 一 切实 数 1 都 有 定义 . 
从 傅 里 叶 变换 的 反 演 公 式 ， 可 从 连续 随机 变量 的 特征 函数 求 得 其 概率 密度 


1 f” Pa 
Го) ox (t)e™dt ; (2.5.2) 


而 对 离散 随机 变量 ， 可 从 特征 函数 求 出 累积 分 布 函数 之 差 


F(b)- F(a) = 二 | y Lew — ea )wx (t)dt. (2.5.3) 


特征 函数 具有 如 下 性 质 : 

(1) 2(0) = Ее?) =1. 

(2) |e()|< 1. 

证 明 

o= Jee «(|е ) 
= E(|costX +isinix|)= 1. 

(3) Я wx (1) 为 随机 变量 X 的 特征 函数 , a,b 为 常数 , 则 随机 变量 Y = aX +b № 

特征 函数 为 
Gy (t) = eË 2, (at). (2.5.4) 
МЕНЯ 
фу (1) = Ее! + = Efe"? А еійХ } = eop, (at). 

(4) 设 X 和 了 是 相互 独立 的 随机 变量 ， 其 特征 函数 分 别 是 gx (1) 和 gy(t) ， 则 

随机 变量 Z = X +Y 的 特征 函数 为 
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Pz (t) = фу (t): Ø (t), (2.5.5) 

即 相互 独立 的 随机 变量 之 和 的 特征 函数 ， 等 于 它们 各 自 的 特征 函数 之 积 . 
证 明 
pz(D=Ele "7 |= Ele™ e"), 

МХ, YEI, H 3.3 节 知 

Е(ХУ) = Е(Х)Е(Т), 
将 此 关系 式 推广 到 X,Y 的 函数 ， 则 有 

pz(t) = E(e™ )- Ele"”) = фу (1) -py (f). 

式 (2.5.5) 所 表示 的 性 质 可 推广 到 N 个 相互 独立 的 随机 变量 之 和 的 情形 ， 即 若 
X. X, X НЕХ, B Z= Y X, , WA 


i=! 
N 

@,()=][ex;(). (2.5.6) 
i=l 


应 用 特征 函数 的 这 一 性 质 ， 处 理 若干 个 相互 独立 的 随机 变量 之 和 的 问题 变 得 
ЖЕН. МХ, 为 相互 独立 的 随机 变量 ， 概 率 密度 分 别 是 fç (х) Myo). T 
以 证 明 ， 随 机 变量 Z =X + 了 的 概率 密度 为 一 卷 积 ( 见 3.4 节 ) 


f, | асоро, 


卷 积 的 计算 往往 很 困难 .如 果 应 用 式 (2.5.5) 可 方便 地 从 X 和 了 的 特征 函数 求 出 Z 
的 特征 函数 ， 再 由 传 里 叶 变 换 反 演 公式 (2.5.2) 求 出 其 概率 密度 户 (z) . 


随机 变量 的 矩 与 其 特征 函数 有 简单 的 关系 .按照 式 (2.5.1) 的 定义 ， 对 于 连续 
随机 变量 X( 离 散 随机 变量 的 证 明 相 类 似 ， 且 有 相同 的 结果 )， 将 px(D) XF rR n r 


导数 ， 得 
px (1) = > = "Г х" ехр(их) f (x)dx, 
于 是 


Ф000) = p(t =0=" f" x" f(x)dx ="Е{Х"}, 
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由 此 求 出 和 X 的 nn 阶 原点 矩 与 其 特征 也 数 的 关系 如 下 : 

А, = Е(Х") =) = |90 м | (2.5.7) 
=0 


为 求 得 特征 函数 与 其 п 阶 中 心 矩 的 关系 式 ， 引 入 随机 变量 Y =X -yuu je X 
的 数学 期 望 , Z=X -4 的 特征 函数 由 式 (2.5.4) 知 


@x- (t) =e “ey (0), 


г gr Pral J! -| = [epy oJ 


Jep aail й 六 oa] 


而 


фу) (0) = 
t=0 


- <J u БЕС плош) 


1=0 


1=0 


ai іх a)" e" рода) 
= "Г a- WY f(x)dx =i" Ef (x - и)" } =" - д. 
故 随机 变量 X В) п MEGHE д, 可 表示 为 


А, = oP, (0) = im . r. o . (2.5.8) 
由 以 上 讨论 可 见 , 由 随机 变量 的 特征 函数 可 导出 其 概率 密度 和 任意 阶 原点 矩 、 
中 心 矩 ， 因 此 特征 函数 唯一 地 和 完整 地 确定 了 随机 变量 的 分 布 ， 可 以 证 明 ， 特 征 


函数 与 分 布 函 数 是 相互 唯一 确定 的 
举 一 实 例 说 明 特征 函数 的 应 用 . 求 两 个 相互 独立 的 泊 松 分 布 随机 变量 之 和 的 


分 布 ， 泊 松 分 布 的 形式 ( 见 第 四 章 ) 为 
ДЕ 

Р(Х =) = е^, 大 =012…， 
k! 


其 中 4 是 大 于 0 的 常数 ， 也 是 泊 松 分 布 的 数学 期 望 ， 根 据 式 (2.5.1) 的 定义 ， 泊 松 


D 由 于 本 书 未 所 附 参考 文献 是 按 书 的 分 类 编排 的 ， 所 以 正文 中 附注 的 文献 序 码 未 按 顺 序 出 现 . 
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分 布 随机 变量 X 的 特征 函数 为 


zA У (де?) 


ik A 
t)= X ek e =e 
Px (D > k! L k 


= etet = ойе"), (2.5.9) 


根据 性 质 (2.5.53)， 两 个 相互 独立 的 、 数 学 期 望 分 别 为 4 A A 的 泊 松 分 布 随机 变量 
ХОХ 2 Y HIRIE RRO 


фу (t) = Фу, (1). Px, (t) = (+ Хе" 


ARAA A RE ОА (2.5.9), НА, REAR A + 1, МИ, 
替 . 由 于 特征 函数 完全 确定 了 随机 变量 的 分 布 ， 因 此 得 出 结论 : 两 个 相互 独立 的 
泊 松 变量 之 和 仍 为 泊 松 变量 ， 其 数学 期 望 等 于 两 个 泊 松 变量 数学 期 望 之 和 . 


2.6 ”离散 随机 变量 的 概率 母 也 数 


当 研 究 只 取 有 限 个 或 无 限 可 列 个 非 负 整数 值 的 离散 型 随机 变量 时 ， 用 概率 母 
函数 来 代替 特征 函数 较为 方便 . 
如 上 节 所 述 ， 若 X 为 离散 随机 变量 ， 其 特征 函数 为 


Px (t) = У pape" = Ee ), 
k 


现 令 Z =e”， 则 可 改写 为 
6(2) = Е(2*) = >” p(t)2™, (2.6.1) 
k 


这 样 定义 的 函数 G(Z) 称 为 离散 随机 变量 的 概率 母 函 数 . 
概率 母 函 数 有 与 特征 函数 相似 的 性 质 “， 
(1) GO) = ECD =1. 
(2) 1G(Z)I< 1. 
(3) 设 Gx(Z) 为 随机 变量 X 的 概率 母 函 数 ，a,b 为 常数 ， 则 随机 变量 
Y =aX +b 的 概率 母 函数 
6,02) =2°6, (Z). 


(4) 设 随 机 变量 7 为 相互 独立 的 离散 随机 变量 X;,i=1,2,… 之 和 ,X; 的 概率 母 
KRO G (Z), W Y 的 概率 母 函 数 Gy (Z) 可 表示 为 
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6,(2)=[ 642). 


由 于 该 性 质 ， 概 率 母 函 数 对 研究 相互 独立 的 离散 随机 变量 之 和 的 问题 十 分 适用 . 
与 特征 函数 一 样 ， 离 散 随机 变量 的 概率 分 布 与 其 概率 母 函 数 是 相互 唯一 确定 


的 ， 因 而 对 于 概率 分 布 的 研究 可 以 化 为 对 其 母 函数 的 研究 . 
利用 概率 母 函 数 可 以 方便 地 求 得 离散 随机 变量 的 数学 期 望 和 方差 . 对 G(Z) 求 


一 阶 和 二 阶 导数 
G'(Z) = x Z" ро), 
k 


С"(2) = 2 x, (x, -DZ™ 2 p(x,), 
k 


42 =1 时 ， 
6'(2=0=У'хьр(х,) =Е(Х), 
k 


оча == 0 Ара) = Ура) Уһ) 
= E(X2)— E(X). | 
由 此 得 到 离散 随机 变量 数学 期 望 和 方差 的 一 般 表达 式 
E(X)=C()， (2.6.2) 
o2(X)=G”()+G'(I) -[6'ФР, (2.6.3) 
例如 ， 服 从 参数 n,p 的 二 项 分 布 ( 见 4.1 节 ) 的 随机 变量 X， 其 概率 母 函 数 为 
С(2) = (2р+4)", 
其 中 p,q > 0,p+4=1,n 为 正 整 数 ， 由 上 述 二 式 得 
E(X)=[n(Zp +q)": plz- = пр, 
o° (X)=[n(n—)(Zp +q)" р], +np — n? p2 
= (n° –л)р? +np - n° p° =np(1 — p). 


这 些 结果 与 按照 数学 期 望 和 方差 的 定义 求 出 的 表达 式 相同 ， 但 利用 概率 母 函 数 来 
计算 要 简便 得 多 . 


ж-а 多维 随 机 变量 及 其 分 布 


前 一 章 中 的 讨论 仅 限于 一 个 随机 变量 ， 但 在 许多 实际 问题 中 ， 随 机 试验 的 结 
果 需 要 用 多 个 随机 变量 来 表示 ， 例 如 ， 一 个 粒子 穿 过 某 一 平面 上 的 位 置 ， 需 要 用 
X, Y 两 个 坐标 值 确定 ， 由 于 粒子 位 置 的 测量 存在 不 确定 性 ， 因 此 ，X, У 都 是 随 
机 变量 可见， 多 维 随机 变量 是 实际 存在 的 . 

设 随机 试验 Е 的 样本 空间 为 $={e} ，e 表示 S 的 所 有 基本 元 素 ， 
Xi;=Xi(e),i=1,2,…,n 是 定义 在 S 上 的 n 个 随机 恋 量 ,它们 构成 的 向 量 
X =X X2 X Я n 维 随机 变量 或 n ВЕЛЕ, Х.Х, X. ЖЕ" № 
分 量 . 

一 维 随机 变量 的 取 值 域 是 数 轴 上 的 一 定 区 域 ，n 维 随机 变量 的 取 值 域 2 则 是 
п 维 空间 中 的 一 定 区 域 ， 相 应 地 ， 第 i 个 分 量 X; 的 取 值 域 3 是 第 i 根 数 轴 上 的 一 
定 区 域 ，i=1,2,…,n. 

多 维 随机 变量 与 一 维 随机 变量 的 最 大 区 别 在 于 前 者 的 性 质 不 仅 与 各 个 分 量 有 
K, 而且 依 赖 于 各 个 分 量 之 间 的 相互 联系 ,因此 ,必须 将 它 作为 一 个 整体 来 研究 . 为 
简单 起 见 ， 我 们 先 讨 论 二 维 随机 变量 的 性 质 ， 然 后 推广 到 维 的 一 般 情形 . 


3.1 二 维 随机 变量 的 分 布 ， 独 立 性 
设 {X,7} 是 二 维 随机 变量 ， 它 的 分 布 函数 定义 为 
F(x, у) = P(X < x,Y < y). (3.1.1) 


F(x, y) 也 称 为 随机 变量 X 和 了 的 联合 分 布 函数 , 它 有 如 下 性 质 : 
(1) Fix, y) 对 于 其 每 一 个 自 变 量 都 是 单调 非 降 函 数 , 即 
对 任意 x, 有 F(x,y,)> F(x, у) Чу >y; 

ХИЕЖУ, Ж Р(х,у) > Е(х,у) — M> 0. 
(2) 对 任意 x,y 有 

0< Е(х, у) < 1, 

F (Xmins У) = 0 = F(x, ymin), 
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(3) F(x,y) 对 其 每 一 个 自 变 量 都 是 右 连续 的 ， 即 
F(x,y)= Е(х+0, у), Е(х,у) = F(x, у +0). 
二 维 随机 变量 亦 有 离散 型 和 连续 型 之 分 ， 如 果 二 维 随机 变量 {X,7} 的 所 有 可 


取 值 为 有 限 对 或 无 限 可 列 多 对 数值 ， 则 称 为 离散 二 维 随机 变量 , 它们 对 应 于 心 二 
维 空间 中 相互 孤立 的 点 .如 果 {X,Y)} 的 所 有 可 取 值 为 二 维 空间 中 的 连续 区 域 中 所 


有 可 能 值 ， 则 为 连续 二 维 随机 变量 . 
设 离散 二 维 随机 变量 的 所 有 可 取 值 为 (%,y;),i=1,2,…, 其 对 应 的 概率 


Р(Х=х.У=у,)=ру. bj=12,., (3.1.2) 


称 为 二 维 随机 变量 {X, 了} 的 概率 分 布 , 或 X 和 Y 的 联合 概率 分 布 . 按 概率 的 定义 ， 
有 


ру 20, i,j =1,2,.…, 


22 =1. (3.1.3) 
离散 二 维 随机 变量 的 概率 分 布 与 分 布 函 数 的 关系 是 
F(x,y)= Уру. (3.1.4) 


1 


其 中 对 一 切 满足 < x, y, < y BJ) FER i, j l. 
与 一 维 随机 变量 的 概率 密度 的 定义 类 似 ， 对 于 连续 二 维 随机 变量 X,Y) 的 分 
MAR F, у), ， 如 果 存 在 非 负 的 连续 实 函 数 f(x, y) 使 


F(x,y) = Г 上 уби, ууш», (3.1.5) 


RA, 则 称 f(x,y) 是 连续 二 维 随机 变量 {X,7} 的 概率 密度 (函数 )， 它 有 如 下 性 质 : 
(1) f(x,y) 是 非 负 函数 ，f(x,y)>0. 


ada, 


9?Е(х, y) 
— .1.6 
дхду 5) 


(4) 随机 变量 {X,Y} AER ОНТ (Q, 内 的 概率 为 


(3) f(x,y)= 
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РКХ.) == | |, Убх, yy, 


. 39. 


(3.1.7) 


二 维 随机 变量 {X,Y} 的 每 一 个 分 量 X, У 也 是 随机 变量 ,它们 也 有 自己 的 分 


布 函数 . X 的 分 布 函数 为 


Е, (x)= P(X < x) = P(X < x,Y < y) = F(X, Yoan), 


类 似 地 ， 了 分 布 函 数 是 
Fy(y)= F (Xma У). 


Fx (x) (F, O) 称 为 随机 变量 {X,Y} XF XY) 的 边沿 分 布 (函数 ). 
对 于 离散 二 维 随机 变量 ， 由 式 (3.1.4)、 式 (3.1.8) 和 式 (3.1.9)， 得 


уб) = У, Ур , 


x, <x j=l 
与 式 (2.2.7) 比 较 可 知 ，X 的 分 布 为 
PAPA =) Ўр 12, 
j=l 


类 似 地 有 
p = Р(Ү = y,)=2 py, j=1,2,... 
izl 


Pi 和 p i 称 为 离散 二 维 随机 变量 {X,Y} KF X fll Y 的 边沿 概率 . 


对 于 连续 二 维 随机 变量 {X,Y 了) ， 由 关系 式 
Fy (x)= F(x, Ymax) = |. | ],, РО, py le 
= љода 
Xmin 


可 知 ， 随 机 变量 X 的 概率 密度 是 
=] fy; 
a 


同 理 ， 随 机 变量 了 的 概率 密度 是 


(3.1.8) 


(3.1.9) 


(3.1.10) 


(3.1.11) 


(3.1.12) 
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o= Í, f (x, y)dx. (3.1.13) 
Е X,Y) 关于 XX 和 Y 的 边沿 概率 密度 ， 显 然 ， 
O (x), RO= fO). (3.1.14) 
现在 我 们 来 讨论 两 个 随机 变量 相互 独立 的 概念 ， 在 第 二 章 中 我 们 已 经 用 到 
Е виа И Вася Е, ©, 


F (y), # 
F(x,y) = Fy (x)- F, (y) (3.1.15) 
成 立 ， 则 称 随 机 变量 X 和 了 相互 独立 . 
对 离散 随机 变量 ，X 和 了 相互 独立 的 条 件 (3.1.15) 等 价 于 
P(X =х,,У=у,) = Р(Х =x): Р(Ү= у), і,ј=1,2,:-, (3.1.16) 


而 对 连续 随机 变量 ， 相 互 独立 的 条 件 等 价 于 
Рб, у) = fy (x): fy (y). (3.1.17) 


32 条件 概率 分 布 


由 条 件 概率 自然 引导 我 们 考虑 条 件 概率 分 布 的 概念 . 
设 离散 二 维 随机 变量 的 概率 分 布 为 


Р(Х =х,У=у,)=р,, i,j=1,2,., 

X,Y 对 于 XX 和 了 的 边沿 概率 由 式 (3.1.10), 式 (3.1.11) 表 示 . 现 考察 在 事件 了 = yj 已 
发 生 的 条 件 下 , 事件 X =x 发 生 的 概率 P(X = ху = y) ,由 条 件 概率 公式 (1.3.1)， 
可 得 
P(X =x,,Y = y;) _Pi 

PY=y) Pj 
P(X =x 1Y = у,) 称 为 随机 变量 X 在 8=yj 条 件 下 的 条 件 概率 分 布 ; 类 似 地 ， 随 机 
ER YE X = 头条 件 下 的 条 件 概率 分 布 为 


P(X =х,1У = y;)= і=1,2,---. (3.2.1) 
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PY =y IX = x) =, 1=1,2,.... (3.2.2) 


连续 二 维 随 机 变量 {X， 妇 的 条 件 概率 分 布 用 极限 的 方法 来 定义 ， 随 机 变量 X 
在 条 件 Y = у 下 的 条 件 分 布 函 数 定义 为 


F(xly)= P(X < ХІҮ = у) 


2 


lim pl(y-£)<r<(»+2) 


如 果 用 二 维 随机 变量 的 分 布 函 数 和 概率 密度 来 表示 ， 则 有 


б E 
F| x,y+£ -F| x, y-E 
区 | 区 J 


F(xl y) = lim —— ə—— 
£—0 £ E 
в (+= -в(-5) 


sfet) 
四 (从 < 汉人 


_ де.) а Fo) = [° Flu yu ffo) 


-tim (x <хіу-2<ү< +=) 
£—0 2 


ду dy 
х f(u,y) 
= uno T (3.2.3) 
由 上 式 可 知 ， 条 件 Y =y РИ ХИ ВЕ f(x | y) 为 
f(x,y) 
(xlyy=———. 3.2.4 
DEN fro) Í ) 


通过 类 似 的 推导 ， 求 得 条 件 X =x 下 随机 变量 了 的 条 件 概率 密度 f(y1x) 为 


f (x, y) 
(ylx)==— >. 3.2.5 
f(y1x) РИ (3.2.5) 


利用 条 件 概率 密度 , 可 以 写 出 X 落 在 小 区 间 [x,x+dx) 的 条 件 下 随机 变量 Y 落 
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在 小 区 间 [y, у + dy) 内 的 概率 ， 以 及 随机 变量 XX 的 相应 表示 ， 分 别 为 


P(y<Y <y+dylx< X <х+ах) = f(ylx)dy, 
P(x< X <x+dxl y<Y < y+dy)= f(xl у)ах. (3.2.6) 


还 可 以 表示 随机 变量 XY 各 自 的 边沿 概率 密度 f(x) 和 方 (y) 之 间 的 相互 联系 
A= f как = FODS ads 


(3.2.7) 
fx G) = ],, Р(х, y)dy = L Лоу) (y)dy. 


当 随 机 变量 X 和 了 了 相互 独立 ， 由 式 (3.1.17)， 式 (3.2.4) 和 式 (3.2.53)， 得 
f(ylx)=f/(y), — f(xly)= fx(x). (3.2.8) 
这 表明 ， 在 相互 独立 的 两 个 随机 变量 之 间 ， 对 于 一 个 随机 变量 的 约束 不 影响 另 一 
个 随机 变量 的 取 值 概率 . 
33 ”二 维 随机 变量 的 数字 特征 
二 维 随机 变量 的 数字 特征 可 由 一 维 随机 变量 数字 特征 定义 的 推广 得 到 下面 
就 连续 二 维 随机 变量 进行 讨论 ， 但 对 离散 二 维 随 机 变量 有 相同 或 对 应 的 结果 . 
二 维 随机 变量 {X,Y} КРАЖ H(X ,Y) 的 期 望 值 定义 为 
E{H(X,Y)}= Í | H(x,y)f (x, у)ахду, (3.3.1) 
adla, 


H(X, Y) 的 方差 为 
V{H(X,Y)}= E([H(X,Y)—- Е(НСХ У) }. (3.3.2) 


ЩЖ H = X ЯН =Y Ë, 8 E(X) 和 E(Y) 的 表达 式 
E(X)= Í Í xf (x, у)ахду, (3.3.3) 
па, 
EY)=f | уло, уф. (3.3.4) 
ada, 


4 H(X,Y)=aX +bY,a,b 为 常数 ， 代 人 式 (3.3.1) 有 
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E(aX +bY)= Í | (ax + by) f (x, y)dxdy 
0,0, 
=аЕ(Х)+ЬЕ(У). 
可 见 ， 对 于 二 维 随机 变量 ， 求 任 一 随机 变量 期 望 值 的 运算 也 是 线性 运算 ， 这 一 原 
理 可 推广 到 任意 多 个 随机 变量 线性 组 合 的 情形 ， 即 


Е ах Ya E(X,). (3.3.5) 
i=l 


i=l 


FE H(X.Y)= X!Y”,l,m 为 非 负 整 数 ， 代 入 式 (3.3.1)， 求 得 该 函数 的 期 望 值 
称 为 随机 变量 (X, VHL +m ИВ В, ея 


А = E(X'Y"), (3.3.6) 
特别 有 
Ау =1, Яо = E(X), Ау = ЕСТ); 
А = во) || Г. xyf (x, у)ахау. 


# X, Y 相互 独立 ， 则 Ах, у) = fx (x): fy), 从 而 


E(XY) -1, Хх өв, ro] 


= E(X)- E(Y), (3.3.7) 


即 两 个 相互 独立 的 随机 变量 乘积 的 数学 期 望 等 于 它们 各 自 的 数学 期 望 之 积 . 这 一 
重要 关系 式 在 第 二 章 中 已 经 引用 过 . 该 性 质 可 推广 到 随机 变量 函数 的 情形 . 设 X. 
了 相互 独立 , 函数 g(X,Y) 具有 下 面 的 形式 : 


s(X,Y)=U(X)-V(P), 
则 
EleX.))= | UOS Ода Мл ОФ 
= RIU(X)]- УР), 


(3.3.8) 


ПВ. U=U(X):j V= V(Y) 也 相互 独立 . 
定义 随机 变量 {XxX，Y} 对 于 点 a, b 的 lem 阶 混合 矩 为 
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а„ =Е((Х —a) (Y – b)” ), (3.3.9) 


其 中 a,b 是 常数 . 特别 重要 的 是 随机 变量 {X,， Y| xT SE BBS E(X)= u, 和 
E(Y)= д, RJE 


А = Е((Х иу) (Y - ,)"), (3.3.10) 


称 为 {X, Ут ВЕНЕ. Fk 
Ho = Ау = 1, Hio = Шу = 0, 
д, =Е((Х - их XY — ду) = соу(Х, У), 
Ha = E|(X – ду) } = о (Х) = У(Х), 
дь = E((Y — д) } = о? (У) =У(У). ` (3.3.11) 


其 中 cov(X,7) 称 为 随机 变量 X 和 了 的 协 方差 ， 写 成 明显 的 表达 式 是 


cov(X,Y)= Е{[Х - Е(Х)ЈУ — E(Y)]) 
=Е(ХУ)- E(X)E(Y) 
— Е(Х)Е(Ү) + E(X)E(Y) 
= Е(ХУ)- E(X)E(Y). (3.3.12) 


34 X,Y 相互 独立 ， 由 式 (3.3.7) 可 知 ， 
cov(X,Y)=0. (3.3.13) 


协 方差 有 以 下 性 质 : 
(1) cov(X,Y)=cov(Y, X). 


(2) cov(aX,bY)=abcov(X,Y),a,b 为 常数 . 

(3) cov(X + Х,,У) = соу(Х,,У) + соу(Х,,У). 

由 式 (3.3.12) 随 机 变量 {X， 妇 的 协 方差 的 定义 可 见 ， 当 x> Е(Х), у > EY) 同时 
tH Bü Я x< Е(Х), у< E(Y) 同时 出 现 的 概率 比较 大 时 ，cov(X,7)>0 ; 而 当 
x> E(X), y< EY) 同时 出 现 和 x< E(X), у> EY) 同时 出 现 的 概率 比较 大 时 ， 
cov(X,Y)<0 ; 协 方差 为 0 表示 出 现 上 述 两 种 情形 的 概率 大 致 相等 . 图 3.1 直观 地 
反映 了 这 种 关系 . 

随机 变量 X ЯТ У ВЕ У(Х), (У) 的 表达 式 已 由 式 (3.3.11) 给 出 , WER Х A 
У 的 线性 函数 aoX +bY 的 方差 ,其 中 a,b 是 常数 
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V(aX +ЬУ) = E[[(aX +ЬУ) - Е(аХ +ЬУ)} } 
= Е [а(Х — ду) +b - y) } 
= Efa (X -uyy +b (Y - д) 
+2ab(X - Hx XY д,)), 


(а) 


图 3.1 随机 变量 X 和 了 的 协 方差 
(а) cov(X, У)>0 ; (bjcov(X, У) = 0 ; (с)соу(Х, У)<0 


将 式 (3.3.11D) 和 式 (3.3.12) 代 入 ， 得 
У(аХ +bY)=a2 V(X)+ b'V(Y)+ 2abcov(X ,Y). (3.3.14) 


可 见 ， 随 机 变量 线性 和 的 方差 ， 不 仅 与 系数 和 各 随机 变量 的 方差 有 关 ， 而 且 与 它 
们 之 间 的 协 方差 有 关 ， 当 X,Y 相互 独立 ， 它 们 之 间 的 协 方差 为 0， 随 机 变量 线性 


和 的 方差 有 如 下 的 简单 形式 : 
V(aX +БУ) =а?У(Х)+ЬУ(У). (3.3.15) 


随机 变量 X 和 了 的 相关 系数 或 标准 协 方 差 定 义 为 
> cov(X,Y) 


w Хо), (3.3.16) 
它 是 一 个 无 量 纲 的 数值 ， 具 有 如 下 性 质 : 
(1) 1р K1. 
(2) 1р, El BJ АЕ ЕЕ X УУЗ, ат У = aX +Ь,а,Ь H 
常数 . 


证 明 这 两 个 性 质证 明 如 下 . 
设 X, 了 为 两 个 随机 变量 , 随机 变量 BX + 了 的 方差 总 是 正 值 , 故 据 式 (3.3.14)， 
对 任意 2 有 
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У(ВХ +У) = ВУ(Х)+У(Т) + 2 Всоу(Х,У)> 0. 


该 式 可 视 为 参数 5 的 二 次 方程 ， 使 该 式 成 立 的 系数 判别 式 为 


[со\(Х УР -У(ХУ(У) < 0, (3.3.17) 
于 是 有 
[cov(X ‚УР 
—— зас ИБА 8 lpo, КИ. 
с (X)o? (Y) Mpal 


式 (3.3.17) 称 为 施 瓦 茨 (Schwarz) 不 等 式 . 
1pw 匡 1 对 应 于 V(BX+Y)=0. 由 方差 的 性 质 知 ，V(Z)=0 的 充 要 条 件 是 Z 


为 常数 ， 故 有 BX+Y =b,b 为 常数 ， 此 式 可 改写 为 Y=aX +b ， 于 是 性 质 (1)，(2) 
得 证 . 

当 Y=aX +b 中 的 系数 a>0， 则 pyy =+ba<0， 则 pyy =-1， 它 们 分 别称 为 
随机 变量 X 与 了 完全 正 相关 和 完全 负 相 关 ; 4 pyy =0,[cov(X,7)=0] ， 则 称 X 和 
Y 互 不 相关 . 

两 个 随机 变量 的 相互 独立 性 和 不 相关 性 是 两 个 相互 有 联系 但 又 不 尽 相 同 的 概 
念 ， 相 互 独立 的 两 个 随机 变量 必定 是 互 不 相关 的 ， 但 不 相关 的 随机 变量 之 间 不 一 


定 相 互 独立 . 

我 们 举例 说 明 这 一 点 ， 设 随机 变量 X 的 概率 密度 f (x) 对 于 x=0 点 为 对 称 分 
布 ， 定 义 随机 靶 量 Y =X* ， 显 然 了 与 X 相互 不 独立 ， 但 相关 系数 却 等 于 0. 

证 明 由 f(x) 对 于 0 点 为 对 称 可 知 ，E(X)=0, 又 


E(Y)= j. x f(x)dx =У(Х), 


3 = 3 8 > 3 
Е(Х?)= j: ох = [ х? f(x)dx + iË х? f(x)dx, 


在 等 式 右边 的 第 一 项 中 作 变 换 y=-x, HERH f(x) 对 0 点 的 对 称 性 知 ， 
f(y)=f(-y) ， 可 得 


Поза. = 
EX’) = | yf Cway+ f x fad 
0 工 
= Улоо + олово. 


因此 ， 
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cov(X,Y)= E{(X — E(X))(Y – E(Y))) 
=E{X[X* -V(X)|) 
=Е(Х*-Х.У(Х)} 
= Е(Х*)- E(X)V(X)=0. 

证 毕 . 
下 面 引 入 二 维 随 机 变量 协 方差 矩阵 的 概念 ， 二 维 随机 变量 {X,,X,} 共 有 四 个 
二 阶 中 心 矩 


V; = соу(Х,,Х,) 
= Е([Х, - E(X,)][(X, - E(X I}, i, j =1,2, (3.3.18) 
排 成 矩阵 的 形式 为 
的 a (3.3.19) 
Ë У V,, 


称 为 二 维 随机 变量 X X 的 协 方差 矩阵 ， 其 对 角 元 素 纺 是 第 i 个 分 量 的 方差 
V, =cov(X,,X,) =У(Х,). 


由 协 方差 cov(X,, Х,) 的 对 称 性 可 知 ， 
У =V ， 


故 二 维 随机 变量 的 协 方差 矩阵 是 2x 2 对 称 和 矩阵 , 
从 物理 测量 的 观点 来 看 ， 随 机 变量 X, 通常 代表 某 个 被 测 的 物理 量 ， 


(VD) ”=a() 是 该 物理 量 的 (标准 ) 误 差 ， 所 以 协 方差 矩阵 也 称 为 误差 矩阵 . 


34 两 个 随机 变量 之 和 的 分 布 ， 卷 积 公式 


实验 中 测定 的 量 往往 是 两 个 随机 变量 之 和 ， 例 如 ， 用 粒子 位 置 探测 器 测量 粒 
子 反 应 中 某 种 末 态 粒子 的 角 分 布 ， 实 际 测定 的 是 两 个 随机 变量 之 和 的 分 布 ， 一 个 
是 描写 粒子 角 分 布 的 随机 变量 ， 一 个 是 描写 粒子 位 置 探测 器 测定 误差 的 随机 变 
量 ， 又 如 测量 某 种 粒子 反应 或 衰变 中 产生 的 末 态 电子 的 能 量 ， 实 际 测定 的 是 描写 
电子 能 谱 的 随机 变量 和 描写 仪器 的 能 量 测定 误差 的 随机 变量 两 者 之 和 的 分 布 . 

2.5 节 中 已 经 提 到 , 特征 函数 是 处 理 随 机 变量 求 和 问题 的 方便 工具 . 但 直接 利 
用 随机 变量 的 概率 密度 来 处 理 有 比较 直观 的 好 处 ， 特 别 是 对 某 些 简单 的 分 布 ， 求 
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随机 变量 之 和 的 分 布 并 不 困难 . 
设 随机 变量 {X,， 7 了} 的 概率 密度 为 f(x,y) ， 则 随机 变量 Z= X+Y 的 分 布 函 数 为 


F,(z)= P(Z < 2) = III f(x, y)dxdy, 
这 里 积分 区 域 是 直线 x+ у= z 左边 的 半 平 面 ， 如 图 3.2 所 示 ， 所 以 有 
Б.(о) 1 || бу в 
; (2) ИГ РО, у) | y 
Ж Е, (2) 对 于 z 的 导数 ， 得 到 Z 的 概率 密度 
dF,(z 
pa). f(z- y, y)dy; (3.4.1) 
H X, 了 的 对 称 性 ， 立 即 可 得 
f(z)= | f(x,2 дах. (3.42) 
о, 


特别 当 X，7 相互 独立 时 ， 由 式 (3.1.17) У(х, у) = fy (х): f(y) 知 ， 
= |, fx íz- y)f,(y)dy 


= | š fx (x) f, – x)dx. (3.4.3) 


该 公式 称 为 卷 积 公式 ， 在 实验 测量 的 数据 处 理 中 经 常用 到 . 


图 3.2 


下 面 就 X，Y 的 不 同 取 值 域 给 出 相应 的 便于 计算 的 公式 . 
(1) 0<X<=, -ю<У<о. 


ЯЯУ=2-Х, 34 X=xa = 08, Y= y, =z, 故 由 式 (3.4.3) 得 
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= çC - A (344) 
(2) 0<Х <о, 0<Y <=, 得 
f(z)= Гл (z — y), (y)dy = J f, G) f, (z — x)dx. (3.4.5) 
(3) x SX <x Y<, 得 
Хтах 
f= | f.) f, (z — дах. (3.4.6) 


(4) хи S X < хи, Ymin SY < Уһ, 18 


Xa 
O= | Afe- pax, (34.7) 
Б 
或 А 
лә лал)», (3.4.8) 
其 中 
ха = MAX (хи, Z — Ymar Jo 
Xmax = MIN (Хнык › 一 yin 有 (3.4.9) 
Yain = MAX{ ynins Z — Xmax ) 
Yea = MINÈ Yar Z — Xin ). (3.4.10) 
我 们 来 证 明 其 中 的 式 (3.4.7)， 由 卷 积 公式 知 , E f, (x) =0 f, (z — x) =0 的 区 域 对 
f(z) RA TKR, 


f. G) 0 Ч X 在 区 间 [x x, 105 
№(2-х) +0 34 Y= 2-Х EKI [Yin Уһ, 10: 
RI X ÆR [2 — Yma? Vmin | 内. 
因此 , fr O) 户 (z 一 xX) 不 为 0 的 区 间 为 [x Xar D X rins 如 前 面 的 表达 式 所 示 . 类 
似 地 ， 可 导出 式 (3.4.8) 的 结果 . 


#31 两 个 相互 独立 的 [0Q，1] 区 间 均 匀 分 布 的 卷 积 


设 X,，Y 是 两 个 相互 独立 的 [0，1] 区 间 内 的 均匀 分 布 随机 变量 , 它们 的 概率 密 
度 函数 为 ( 见 4.7 节 ) 


fx(x)=f(y)=1, O<x,y<1, 
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fxG)= fy(y)=0 , 其 他 . 
要 求 的 是 Z= ХНУ 的 概率 分 布 ， 显然，Z 的 值 域 为 [0，2]， 由 式 (3.4.7) 知 
Xmax 
O= |” AORE- а, 


这 一 积分 应 分 两 个 区 间 进 行 : 
(1) 0<2<1. 


在 这 一 区 域 中 , 按 式 (3.4.9)， 积 分 上 下 限 分 别 是 


хи = MAX (Хи, Z — Ymax } = тах{0,2- 1) = 0, 


xe = min[x Z — Уи} = min[1, z — 0) = z, 
所 以 Z 的 概率 密度 
fa) Ја, 
作 变 量 代 换 v= z — x, 则 有 
f(D=- лов = z 


(ii) 1<2<2. 


Xin = тах( хи, Z Уһ = max(0,z — 1] = 2-1, 


Xa = min[x.,,, Z — Ум) = min[1,z) =1, 
1 1 
a= [| лада | ло 
-f dv=2-z. 
z-l 


所 以 Z = X+Y 的 概率 密度 是 


0<z<l, 
f,G(z2)=š2— z, I<z<2, (3.4.11) 
0, R. 


该 函数 分 布 呈 三 角形 , 如 图 3.3 所 示 . 类 似 的 推导 可 求 得 三 个 [0，1] 区 间 均 匀 分 布 
随机 变量 之 和 的 概率 密度 
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< 0<z<l, 
2 
(-2z +6z - 3) 
ас TOZZI Че 
f,G2) = 2 а (3.4.12) 
(2-3), 2<:<3, 
2 
0, 其 余 . 
它 的 图 形 也 画 在 图 3.3 rH. 
f (u) 


图 3.3 均匀 分 布 的 卷 积 


а: Z; b: 2+7; с: Z+Z+Z 


35 ВЕЛЕ, пра іс 


二 维 随机 变量 的 许多 性 质 都 可 以 推广 到 维 随机 变量 的 一 般 情形 . 下 面 主要 
讨论 连续 型 的 多 维 随机 变量 , 离散 的 多 维 随机 变量 有 相同 或 对 应 的 结果 . 
n 维 随机 变量 {X,,X,,…,X,} 的 (联合 ) 分 布 函 数 定义 为 


F(x% X) = P(X <х,Х, < x,,:::, X. S x). (3.5.1) 


它 有 以 下 性 质 : 
(Fn 为 ) 对 于 其 每 一 个 分 量 Х, 都 是 单调 非 降 函 数 ， 即 


LC i 2 Fage a, 
当 x > x) i=1,2, n. 
D HFE non A 
0< F(x), 
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而 且 


Е(-®,—0,.-.,—00) = 0 , 
i=1,2,.…,7. 


天 (oo,oo,……,oo)=1 ， 
如 2.2 节 中 所 述 , 这 里 +оо 实际 上 表示 对 维 随机 变量 各 分 量 值 域 О ПЕ, РЯ. 
xa: 
(3) F(x,x,,,x,) ХРЕН ТОНИ X 都 是 右 连 续 的 ， 即 


民 ( 和 0 i=1,2,.…,n. 


对 于 分 布 函数 F(X XX) , 如 果 存 在 非 负 的 连续 实 函 数 J (Rts) 使 
FARZ: 


Роха) |" E f(x.,x,, x )dx dx, dx,, (3.5.2) 


则 (хх, ) 称 为 n 维 随机 变量 XX 的 概率 密度 函数 . 它 具 有 如 下 性 


质 : 
(1) ЖЕН x,x,, x 值 ， >0， 即 它 是 非 负 函数 . 


(2) Г] ras. dd за, = F(00,%,.…,00) = 1. 


m OF (xX x.) 


(3.5.3) 
дждх, ··:Әх, 


(3) f OXX) 
(4) EIEE {XX X ) # fE IB ER 2 中 的 子 域 3 内 的 概率 为 


PIX, Xa Xe 4) || |х а, (3.5.4) 
Q 


n 维 随机 变量 的 每 个 分 量 X,,i=1,2,…,n 的 分 布 函 数 ， 即 边沿 分 布 函 数 定义 为 
F(x)= Р(Х, < х,) = Е(о0, о0,:::, х,,00,--:,о0) 


- r F f(x, x, )dx dx, dx dx ах, (3.5.5) 


相应 的 边沿 概率 密度 为 
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ло) FG) 


=f: f fx, dx dx. dx, dx. (3.5.6) 
{n- DA 

与 此 相仿 ， 二 维 随机 变量 X, X hi j,i,j=1,2,…,n 的 联合 分 布 函数 也 称 为 
(Х.Х, 的 边沿 分 布 函 数 ， 定 义 为 


F(X,x)= P(X; < x,,Y < y;) 


PETA 


x ах, dx dx. dr „ах, dx, de dx, (3.5.7) 
{X,,X,} 的 边沿 概率 密度 则 为 
№, зрно ‚х,). (3.5.8) 


随机 变量 XX,,X,,…,X, 之 间 相 互 独立 的 条 件 是 


F(R ) = БС) (х,)---Е,(х,), 
或 (3.5.9) 
f OXX) = FODA f. (x, ), 
若 XXX 之 间 相互 独 立 ， 则 由 式 (3.5.7)~ 式 (3.5.9) 求 得 


f(x, x.) = Ао) f, (x;), i, j=1,2, n. (3.5.10) 


与 两 维 随机 变量 条 件 概率 密度 的 定义 (3.2.3) 和 式 (3.2.4) 相 仿 ， 在 条 件 X =x, 
下 ，n 维 随机 变量 {X,,X,,…,X,} 的 条 件 概率 密度 定义 为 


fi) = Ра, i=1,2,..,n, (3.5.11) 
i X 


AE х, ЖАН, А РО ох родах, 1х) ЕҢ zu. j= 12,:.n 的 


в. 
现在 讨论 =” 维 随机 变量 的 数字 特征 . 
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Ў H(X Xaoo Xn) 是 随机 变量 X ,ZX 的 函数 , 则 互 的 期 望 值 和 方差 分 
别 为 


EHX X D= f нох, Рах, бсб, (3.5.12) 


VIX, X= f a) (3.5.13) 
- E[H(X,,…, X, F dd 
利用 条 件 概率 的 定义 ， 还 可 定义 条 件 期 望 值 ， 如 令 
U =U(X,,…, X,), 
在 X,=x ЖЕЕ, В О 的 条 件 期 望 值 表示 为 
E[U(X,,: ХХ», X. ИХ, 
= 人 有 Lx) f OX 


tnh 


Xs X 1х, Ах de dx, dx,. (3.5.14) 


当 HH=X; 时 ， 由 式 (3.5.13) 得 随机 变量 X, 的 数学 期 望 为 
д; = EX) = || саха dx, 
= хлора, 12, (3.5.15) 
ЩН = ХХі... XE 时，4 ,4,…,4 为 正 整数 ，H 的 期 望 值 
Еж хр де] =, (3.5.16) 
PABEIERE {X Xa X AIh +h +…+ 阶 原点 矩 ,各 分 量 的 数学 期 望 可 表示 为 
Aoo = E(X,) = д, 
hi0.0 = Е(Х,) = А, 
Ал = E(X p) = д,. (3.5.17) 
XIF (м, An) ÉIL +1 +. +1 РАНЕ ХО 


Аа, = ВХ, - (X, - №) (X. - д, }, (3.5.18) 
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随机 变量 X. X,..... X, 各 分 量 的 方差 可 表示 为 
Ино. = Е((Х, – A) }=V(X,), 
AHo20..0 = Е((Х, - р,)?) =У(Х,), 
Ию. = EIX, -4Y }=V(X,). (3.5.19) 
V(X,) 有 如 下 的 计算 式 : 
У(Х,) = Е(Х2) -[Е(ХОР (3.5.20) 
对 于 多 维 随机 变量 ， 求 期 望 值 的 运算 也 是 线性 运算 ， 即 下 述 关系 式 成 立 : 
A i=1,2,..…,n. (3.5.21) 
其 中 为 常数 ， 随 机 变量 各 分 量 的 线性 组 合 У aX, 的 方差 公式 为 
(ўа) = SarV(X) u 25 Э. аа,соу(Х,,Х ,), (3.5.22) 


其 中 
соу(Х,,Х,) =Е{(Х, - д, ХХ, -и,)} 
=E(X,,X,)- E(X,)E(X ,) 
i+ j,i,j=1,2,.…,n, (3.5.23) 
称 为 随机 变量 X M X 的 协 方差 ， 式 (3.5.22) 的 证 明 如 下 : 


Ибн) [н] 


= ela -uy +) aa,(X, -4XX; 7 
= izj 
= >a E(X, -д) }+ 2,aaE{(X, -4XX; -4;)} 


=> 2 У(Х,) +) aacov(X,,X ,). 
i izj 
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注意 到 cov(X;,X,)=cov(X,,X,) ， 故 有 
п п n-li a 
v[Zax,] =) aV(X)+22 > aacov(X,,X ). 
i=l i=l i=l j=i+1 


当 各 随机 变量 XX,,X,,…,X, 之 间 两 两 互 不 相关 ， 方 差 公式 简化 为 


"Sax J =Уаи(х,), (3.5.24) 
{= i=1 


该 性 质 称 为 方差 加 法 定理 . 
与 两 维 随机 变量 的 情形 相似 ， 相 关系 数 定义 为 
cov(X,,X;) 


9с, 


Py = Pi =p(X,X,)= i, j=1,2,-: n, (3.5.25) 


其 中 ai =[V(X)] .相关 系数 满足 -1< р, <1; Ч р, =+1(-D 时 ， 称 随机 变量 X, 


利用 向 量 和 和 矩阵 记号 ，n 维 随机 变量 的 诸 关 系 式 可 得 到 简练 的 表述 ，n ЕВЕ 
机 变量 {X,,X,,…,X,} 用 nn 维 空间 中 的 向 量 记号 北 表 示 ，X,,X,,，…,X, 是 它 的 n 个 


分 量 , 下 的 分 布 函 数 可 写成 
Ех, х,,.-,х,) в F(x), 


相应 地 ， 概 率 密度 是 
f(x) - Fo) (3.5.26) 
函数 H(X, X, A X, ) = H(X) 的 期 望 值 及 方差 分 别 为 
ЕН(Х)}= | Н(х) Г(х)ах, | (3.5.27) 
VIH(X)} = но) – EIHP f(x)dx. (3.5.28) 


各 分 量 的 数学 期 望 也 可 表示 成 向 量 形式 
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= д, (3.5.29) 
А, 


方差 和 协 方差 则 表示 成 上 xm 和 矩阵， 称 为 协 方差 矩阵 


У, Vin 


у _ Vaa И, 


2п 


(3.5.30) 


其 中 对 角 元 素 V 是 X 的 第 i 个 分 量 X 的 方差 VX)i=1,2,…n 
V, =V, =cov(X, X ) 由 式 (3.5.23) 计 算 ， 显 然 ， 协 方差 矩阵 是 对 称 矩 阵 ， 引 入 行 向 
量 和 列 向 量 的 概念 : 


行 向 量 
X! = (Xp Xas Xn) 

列 向 量 

Х, 

X= а. | 
X, 
则 协 方差 矩阵 可 表示 为 
V=E{(X - ИХ - р)" ). (3.5.31) 


3.6 多维 随机 变量 的 联合 特征 函数 


与 一 维 随机 变量 的 特征 函数 相 类 似 ， 对 多 维 随机 变量 可 引入 联 合 概率 密度 
f(x, X,, X.) 的 联合 特征 函数 (t,t,,…,t,) , 其 定义 是 


. 58. 实验 物理 中 的 概率 和 统计 


Ух, 
ФС 1,,.- t )= Ее” 


Тт 


随机 向 量 的 联合 特征 函数 有 与 一 维 随机 变量 特征 函数 相似 的 性 质 : 
(1) 0(0,0,…,0) = E(e°)=1. 
(2) (а )|<1. 


(3) 随机 变量 了 = aX; (4 为 常数 ) 的 特征 函数 为 


Уи, 


Ф, (1,0, 1) = El e = Plat, a,b, at, ). {3.6.2) 


(4) 随机 向 量 {a,X, +В, а,Х, +Ь,,---,а,Х, +Ь,} (а,,Ь, 为 常数 ) 的 特征 范 数 为 


уи, 
е” :9(at,at,,,a,t,). (3.6.3) 


(5) 若 随 机 变量 XXX 相互 独立 ， 它 们 的 特征 晒 数 为 
Pt) ol) P), WJ X =(X X3 X ) 的 联合 特征 函数 为 


(= PMP) Plt, ), (3.6.4) 


ВЕРЕНА АСО ЖЕТА. 反之 , 若 式 (3.6.4) 成 立 ， 则 各 分 量 XX,X,,…,X, 之 
间 相 互 独立 ， 因 此 ， 该 式 是 各 随机 变量 之 间 相 互 独立 的 充 要 条 件 . 

利用 联合 特征 函数 容易 求 得 随机 向 量 各 个 分 量 的 任意 阶 原点 矩 和 中 心 矩 ， 其 
步骤 与 一 维 随机 变量 相 类 似 ( 见 2.5 节 ). 为 简单 起 见 ， 以 二 维 随机 变量 为 例 , 它 的 
特征 函数 依 定义 为 


ва е ад, 
对 0 求 导数 ， 得 


не dpl, t) -ГГ хе“ (хх, ак ах, 
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ERPS t =t, =0 , 即 得 到 X. 的 数学 期 望 


вх) = 420040) 


t, = =0 


对 4 求 二 阶 导数 ， 得 Xi 的 期 望 什 


2 
Е(Х?) = (—i)° 6 p(t ,1,) 
д1 


1 | =t,=0 


以 此 类 推 ， 导 出 部 和 加 的 各 阶 原点 矩 的 一 般 表 达 式 


д = Е(Х/) Š (—i)” д Ф(1,,1, | ` 
д, 12120 
А? =Е(Х;) = (-1" ста (3.6.5) 
д, ПЕЕ] 
对 41,t, 求 混合 偏 导数 ， 可 得 混合 原点 矩 
ЕУ) 
Е(ХХ,)=(-1):0-1) 0—2), 
(Х,Х,) = (~i) - (~i) PEN МЕ 
Р пд Olt) 
Е X X: =(=)" 1922 
(Xi X;)= (1) аид _ Р (3.6.6) 


引入 随机 变量 X =Х,-д, Нд E X 的 数学 期 望 ， 由 特征 函数 性 质 (3.6.3) 知 
Px, -u (16) = egplh,t), 


因此 随机 变量 X 和 多 的 n 阶 中 心算 可 表示 为 


д" ZEX, - д} =i" [Zemon n! 
1 


1 =1 =0 


№’ =Е((Х, - и," } =1 Ze 0) (3.6.7) 
2 


1, = =0 


以 上 这 些 关 系 式 可 直接 推广 到 n 维 随机 变量 的 情形 . 
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37 ”多维 随机 变量 的 函数 的 分 布 
第 二 章 中 已 经 提 到 ， 一 维 随机 变量 的 连续 实 函数 也 是 随机 变量 ， 并 导出 了 从 
连续 随机 变量 X 的 概率 密度 f) 求 随机 变量 Y = Y(X) 概率 密度 g(y) 的 公式 ， 现 


在 推广 到 多 维 随机 变量 的 一 般 情形 . 
首先 考虑 二 维 随机 变量 的 函数 , 设 二 维 随机 变量 {X, 了 } 的 概率 密度 为 f(x, у), 


二 维 随 机 变量 {U，V} 是 {X，7} 的 函数 ， 即 存在 下 列 变 换 : 
U =U(X,Y),V =V(X.Y). (3.7.1) 


ПЯТ д — — ЛУ ВО, (U, VE RR 


x= x(u,v), y= y(u,v) 


RARAC D 05 D 存在 并 且 唯一 ， 而 且 雅 可 比 行列 式 
ди ди ду Ov 
дх ду 


х,у\ ay [ди ди 
|2 |= = 0, 3.7.2 
(=) д(и,у) |ӧдх ду б 


ду Ov 


| 
u,v | 
雅 可 比 行列 式 取 绝 对 值 是 为 了 保证 概率 密度 的 非 负 性 . 


根据 随机 变量 分 布 函数 的 归 一 性 可 知 ， 


J| re, yay = 1, 


о 


[| «виа» ff ro y) (2) 


Ep Q EMER, YVER, O Оти, 空间 的 映射 亦 即 {U，V} 的 什 
域 


则 {UVU，V} 的 概率 密度 为 


(3.7.3) 


8(и,у) = f(x, у) 


иду =1, 


如 果 函 数 {U，V} 与 随机 变量 {X，7} 不 是 一 一 对 应 的 变换 ， 方 程 组 (3.7.1) 有 多 
组 解 (4,y),y;(4u,v),i=1,2,…, 则 应 对 各 组 解 求 和 


第 三 章 多 维 随机 变量 及 其 分 布 - 61. 


арн 


HEE п 维 随 机 变量 的 一 般 情 形 ， 若 随机 向 量 
X =(Xp XX ) 


g(u,v) = 2 G. У,) 


的 概率 密度 为 f(x) ， 随 机 向 量 Y = (ү, У, ӘТ 是 站 的 函数 ， 即 


Y=Y(X,, X, Xn), 
Y, = (X,X,,…,X,), 


У =Y (X,X,X, ), (3.7.5) 
则 了 的 概率 密度 g(y) 可 表示 为 

g(y)= Z f(x) Ө! (3.7.6) 
НИНЕ > РУНА.) 


x, = (у, у," y, ), 
х, = X (Yis Yass Yn)» 
Xn = Xa CV Yx" Yn) 


的 所 有 可 能 组 合 求 和 ， 雅 可 比 行列 式 为 
85 дһ ax, 


ду, ду, ду, 


2)- aana). ду, 5, h (3.7.7) 


Я 3.2 达 里 兹 图 
考虑 处 于 静止 状态 的 粒子 4( 质 量 m ) 的 三 粒子 衰变 ， 
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4 一 1+2+3. 


各 粒子 的 四 动量 分 别 记 为 mm,P,P, 户 .粒子 四 动量 定义 为 一 个 四 维 矢 量 
p=(E,ip) ， 巨 为 粒子 能 量 ，P 为 粒子 的 动量 ， 粒子 物理 告诉 我 们 ,若干 个 粒子 的 


四 动量 之 和 的 平方 称 为 这 些 粒子 的 不 变质 量 (或 有 效 质量 平方 ， 
м: [5 -[ Ze 4х») (3.7.8) 


它 是 洛 伦 效 变换 下 的 不 变量 ， 即 在 不 同 的 惯性 系 中 M ERE. 利用 不 变质 量 平 
方 可 以 描述 三 粒子 衰变 中 各 粒子 能 量 、 动 量 之 间 的 关系 ， 

М? = (p, + р,) = m° +m — 2mE,, 

M$, =(р, + р,) = т? + т? — 2mbE,, 

Mi = (p, +p) = m° + m; — 2mE,. (3.7.9) 
EEH Mi, M; 可 以 用 图 形 表示 , АММАН, 平面 上 的 每 一 个 
点 表示 一 个 衰变 事例 ， 如 图 3.4 所 示 ， 这 样 的 图 形 称 为 达 里 效 图 (Dalitz plot), 7 
变 事 例 总 是 局 限于 一 定 区 域 % 之 内 ， 区域 w 内 的 事例 数 的 密度 分 布 状况 和 区 域 @ 
的 大 小 决定 了 衰变 产物 粒子 1. 2, 3 的 能 量 、 动 量 值 及 其 相互 关系 ， 在 核 物 理 和 
粒子 物理 中 , 达 里 效 图 是 描述 粒子 衰变 或 反应 各 运动 学 变量 之 间 关 系 的 常用 方法 . 

粒子 物理 学 预期 ， 如 果 4 误 变 为 粒子 1，2，3 通过 某 个 中 间 亚 稳 态 ， 即 


А>В+3 


1+2, 


АБ o 内 事例 数 的 密度 分 布 是 不 均匀 的 ， 在 某 个 МОДАИ, iZ 
Mi 与 中 间 态 B 的 质量 相对 应 ,利用 这 种 方法 很 容易 找到 短 寿命 的 粒子 共振 态 . 例 
如 , 在 图 3.4 FB, М» = 0.3 处 点 子 很 多 ,表明 存在 M,, =0.55GeV 的 共振 态 ， 如 果 
А 不 通过 中 间 亚 稳 态 直接 衰变 为 粒子 1，2，3， 反 应 仅 由 能 量 和 动量 守恒 决定 ， 
描述 这 类 反应 的 理论 称 为 相 空间 模型 ， 它 预期 在 区 域 o 内 事例 数 密度 分 布 为 一 党 
数 


(MD ME)= m° /4m’, (3.7.10) 


这 种 情形 下 ， 运 动 学 变量 M, Ma 是 随机 变量 . 也 可 以 选择 另外 一 对 运动 学 变量 
作为 随机 变量 ， 如 M,, 和 AM,;， 根 据 式 (3.7.2)， 雅 可 比 行列 式 为 
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ç 
Š 
š 
Ms(GeV’) 
_ #34 KERA 
MÜ =0.3GeV2 处 点 子 密集 , 即 衰变 事例 很 多 
дм дм» 

(iMa). ôM, ðM -Pe 0 =m „М, 
— 一 1 ЕЈ 
М.М, Әмр ôM, 0 2M 3 

ðM, ôM; 


Mn Ma 为 随机 变量 的 概率 密度 ， 由 式 (3.7.3) 知 


M?,M? 
Дм an.) 


129° 13 


8(M M) = 


д? 


т? 


М.М. 
ПГ (М.М) 不 是 常数 ， 这 表示 相 空 间 模型 预期 的 结果 用 Мо, Мо (Е 


坐标 轴 来 标 绘 比 用 M, M, 作 坐标 轴 来 标 绘 要 简明 
也 可 用 末 态 粒子 2，3 的 能 量 作为 随机 变量 ， 这 时 雅 可 比 行列 式 为 


相应 的 概率 密度 为 


64. 实验 物理 中 的 概率 和 统计 
h(E,,E,) = J 1:f(M/,,M?,)= m. 


因此 ， 用 E，E; 作 为 坐标 轴 ， 相 空间 模型 预期 的 事例 数 密 度 是 常数 . 
38 线性 变换 和 正 交 变换 


我 们 经 常 遇 到 随机 变量 的 线性 函数 ， 或 称 线性 变换 .其 原因 首先 是 由 于 线性 
盟 数 特别 简单 上 且 易 于 处 理 ; 其次， 许多 其 他 变换 可 以 用 线性 函数 的 泰勒 展开 作为 
近似 ， 从 而 用 线性 函数 来 处 理 . 

设 随 机 向 量 Y = (YY, Y) EREDU Х = (XXX 六 的 线性 函数 ， 


Y =t Xi +X + +I X, +a, 
Y,=t,X ttn X, ++ X, + a,, 


Y =t, X +t K+ +I X. +a. (3.8.1) 


用 矩阵 的 记号 可 写成 
Y =TX +a, (3.8.2) 


其 中 了 ,a Jë r ХУЖА, X En SEKKIR, 了 是 上 xz 矩阵 (变换 矩阵 )， 


Y, a, X, 
y=| 1 a=| “* |, ж=| ^? | 
y a, X, 
hi 1 1 
г г, bin 
T=; : :| (3.8.3) 
ta 12771, 


由 于 求 期 望 值 的 运算 是 线性 运算 ( 见 式 (3.5.21))， 故 了 的 数学 期 望 为 
Е(У) = и(У)=Ти(Х )+а. (3.8.4) 


Y 的 协 方差 矩阵 根据 式 (3.5.31) 有 
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V(Y)= E{[Y - uY Y — (Y )]' } 
=E[([TX +а-Ти(Х)-а]ТХ +а-Ти(х)-а]} 
= ЕИХ - «х)ИХ -p(X T) 
=ТЕ(Х ~ и(Х)ИХ -aX T", 


注意 到 E{(X -#(X)(X (х) ЕВЕ BL X ЗЕЕ, РК, 
V(Y)=TV(X)I'. (3.8.5) 


VY(7) 是 一 个 rxr 对 称 和 矩阵 ， 它 的 元 素 
V,(Y)=cov(Y,,Y), — k,l=1,2, r 


是 随机 向 量 了 的 第 k 和 第 /个 分 量 之 间 的 协 方差 .写成 明显 的 表达 式 


У.) = УУУ), k.a=12,...,r, (3.8.6) 
isl j= 


其 中 V,() 是 随机 向 量 半 的 协 方差 秆 阵 的 i 行 j 列 元 素 ， 注 意 到 V(X) 的 对 称 性 ， 
上 式 可 改写 为 


U y 


м0) = UV (X)+2 》 WOX), 112, (389 
i=l i<j,j=2 


随机 向 量 了 的 各 分 量 YY, МУ Е Së + Hh J E BE V) 的 各 对 角 项 
Уж (У), =12… 尖 一 般 情况 下 ， 对 角 项 W(Y) HAEE X УЗЕЛ, (X) , 


ња) 221 GD, 
i=! j=l 


У, (У) = УУ, (Х) +2 >; tat V, (X) , k =1,2,,r. (3.8.8) 
i=l i 


i<j,j=2 


WR X I, X... X 相互 独立 ， 则 上 式 简化 为 


V.(Y)=> V (X) k=1,2,,7. (3.8.9) 
i=1 


应 当 强 调 ,在 X,,X,,…,X, 相互 独立 的 情况 下 ， 函 数 了 的 协 方差 矩阵 V(Y) 仍然 有 
不 等 于 0 的 非 对 角 项 . 
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现在 讨论 一 种 特殊 的 线性 变换 .考虑 维 随机 向 量 站 的 如 下 变换 ;: 
Y =n X i+n,X,+- + p Xn» 


п’ 


Y, = Х, tX +: + Х 


Y, = РХ, +r,,X, FEN Aaa 

写成 矩阵 形式 为 

У = RX, 
其 中 是 nxn 方 阵 ， 进 一 步 设 上 述 变 换 使 随机 向 量 X 的 模 不 变 ， 即 

у? = 》 7 = X° =>, 
利用 和 矩阵 运算 上 式 ， 可 写 为 
YTY=(RX) (RX)= ХТАТВХ = X'X, 

这 就 要 求 

R'R=I, 


1 是 nxn 单 位 矩阵 ， 写 成 分 量 的 形式 ， 上 式 等 价 于 


л 30, Alek 
anzai 当 ! = k. 
满足 上 述 条 件 的 变换 及 称 为 正 交 变换 . 
考察 变换 R 的 行列 式 
(WET SSL 


D=|” СС 


利用 式 (3.8.13) 的 关系 ， 得 到 


(3.8.10) 


(3.8.11) 


(3.8.12) 


(3.8.13) 
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р==1. D 就 是 变换 式 (3.8.10) 的 雅 可 比 行列 式 ， 


Y 
— |=41. 3.8.14 
(У ( ) 


将 等 式 (3.8.10) 两 边 左 乘 R"， 则 得 
ВТУ = R'RX = X, (3.8.15) 
而 由 式 (3.8.10) 有 不 =R Y,R 是 R 的 逆 变 换 ， 比 较 以 上 两 式 ， 即 知 


В = В", (3.8.16) 


ВТЕ А 003 А А РЕ: AF10 Е РЕНН К". 


39 ”误差 传播 公式 


我 们 从 比较 简单 的 情形 开始 讨论 。 设 个 直接 测定 值 可 由 维 随机 向 量 
Х=(Х,,Х,,---,Х,) 的 各 个 分 量 表示 ， 其 测量 误差 则 由 X 的 协 方差 矩阵 V(X ) 表 
л. MERR X KRKY = Y(X) (间接 测定 量 ) 的 方差 . 

PUE X =(X,,X,,…,XX,)" 的 测定 误差 是 小 量 ， 这 时 近似 地 有 


E{Y(X)}~Y(p), (3.9.1) 
其 中 =(p,4…,4)，hb 是 X 的 期 望 值 ， 利 用 式 (2.4.22) 可 求 出 了 的 方差 
VY) = E[[Y(X)- Е(Ү(Х))Р } = ЕПУСХ) -YP}. (3.9.2) 
将 函数 Y(X) 在 4 附近 作 泰 勒 展开 
ИХ) ауаз У, уз нй, 893) 


略 去 高 次 项 ， 代 人 式 (3.9.2)， 得 
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ИСХ = MEA z) ЕХ, -ACE 一 
i=1 j=l j X-u 


J 


узуу ako a E 
D7 > | V,(X). (3.9.4) 
由 于 协 方差 矩阵 V(X) 是 对 称 矩 阵 ， 上 式 也 可 写成 


V[Y(X)]= а ) V(X) 


X=p 


ðY ду 
2 $ = A в (3.9.5) 
式 (3.9.4) 和 式 (3.9.5) 就 是 误差 传播 公式 .一般 情形 下 ， 它 只 是 近似 地 正确 ， 因 为 在 
推导 过 程 中 略 去 了 高 次 项 ,但 当 了 是 无 的 线性 函数 时 ， 泰 勒 展开 式 中 一 阶 以 上 的 


导数 都 为 0， 故 误差 传播 公式 是 严格 正确 的 . 
如 果 Х,,Х,,-,Х, WER, MAVA) 中 的 所 有 非 对 角 项 等 于 0， 于 是 


式 (3.9.5) 变 成 


2 2 
n| ðY n| ðY 
63 моо 如 o? (X,), (3.9.6) 
i= i Х-и = í 


ГУХ=и 


ВЕСУ) 的 方差 等 于 各 变量 X, 的 方差 的 线性 和 . 
现在 讨论 更 一 般 的 情况 : 设 普 个 间接 测定 量 可 用 直接 测定 值 矢量 X 的 函数 
Y = (Yy Yn) 表示 


Y, =Y, (Xp X, X,)=Y,(X), k=1l,2,...,m. (3.9.7) 
FE X КСЕ u 附近 对 7 作 泰 勒 展开 


ео + 高 次 项 ， k=1,2,.…,m, (3.9.8) 


Хх. 


#(Х)= һо? + A,- =) 


34 X ЕАН, WA 
EQ.(X) =Y, (D). (3.9.9) 


AADA 26 АЈАЕ X(3.5.23)380, Y,(X) 1 Y,( X) НИЯ 
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Va Œ ) = ELY, (X ) - E[Y,(X))(V,(X)- ЕТО}, 


将 式 (3.9.8) 略 去 高 次 项 后 代入 上 式 ， 得 


дҮ, 0Y 
095 a 全 | E[(X, - ХХ, — и, 


= | OF V,(X), k,l = 1,2,--.,m. (3.9.10) 
а 414 ОХ, OX, ях i 


注意 到 Y(X ) 是 一 对 称 和 矩阵 ， 上 式 也 可 改写 为 
„(әү Y 
У (Y)z =É V. 


дү, ƏY, 
2 — .— | V(X), k,l =1,2,.…,m. (3.9.11) 
PIE АТ е 


і<ј.ј=2 


У, (У) 确定 了 函数 了 的 协 方差 矩阵 V(Y)， 式 (3.9.10) 和 式 (3.9.11) 是 一 般 形式 的 误 
差 传播 公式 ,是 数据 处 理 中 误差 计算 的 基本 关系 式 ， 7 = {7 ,多 ,…,Y,} 各 分 量 Y 的 
方差 等 于 V(Y) 的 各 对 角 项 V,(Y). 一 般 情 况 下 , 对 角 项 V (7) 将 包含 变量 无 的 协 
方差 项 V(X). 


"=. [ду Әү, (әү, Y 
у Ф) уў 25. С моо- |20) V,(X) 
Ы ox OX Yon i=l 6X, X=g# 


і=1 j=l 


z | 0У, ƏY, 
+2 — У(Х), k =1,2,…,m. 3.9.12 
2, Ë 26 i ái ; ) 


i<j.j=2 


ШЖ 六,,X,,…,X, 相互 独立 ， 则 上 式 简化 为 


2 2 
п." OF п, ӘҮ, 
мт 55) моо) 9х), — К=1,2,--:,т. (3.9.13) 
i=l i / X-u i=l i/x=p 


但 即使 X,,X,,…,X, 相互 独立 ， 函 数 Y(X) 的 协 方差 矩阵 V(Y) 仍 有 非 0 的 非 对 角 
协 方差 矩阵 YY) 可 写成 简明 的 矩阵 形式 . 令 严 xz 阶 偏 导数 矩阵 S 为 
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世人 人 


ðX, ӘХ, ӘХ, 
ӘҮ, Әү, ӘР, 


ӘХ, ӘХ, ӘХ 


С^ 
Ш 


дү, дү, әү 


эх, ӘХ, OX 


即 矩阵 元 素 为 


则 式 (3.9.10) 成 为 


V,(Y) УУ Say OS, 


i=} j=1 


或 
У(У) = SV(X)S", 


HPV) Е тхт У, У(Х) 是 nxn 阶 方 阵 . 


(3.9.14) 


(3.9.15) 


应 当 强调 指出 ， 计 算 协 方差 矩阵 内 (7) 的 所 有 公式 都 应 取 关 = д(д у Х 的 期 
望 值 ) 处 的 值 ， 从 实验 测量 的 角度 而 言 ，p 是 未 知 的 , 实际 计算 时 可 用 的 某 组 实 


际 测量 值 (%,%,…,%) 或 半 的 估计 值 作为 近似 . 


下 面 列 出 几 种 经 常 遇 到 的 变量 变换 下 的 误差 传播 公式 .下面 各 式 中 ，w,b 为 
正常 数 ，x 和 y 是 随机 变量 X 和 Y 的 测量 值 ，U 是 X, Y 的 函数 


О =0(Х,Ү),и=и(х, у). 
(1) 加 减 U = ах +ЬУ, 
o? (U)=a°o, +b'o? + 2abcov(X ,Y). 
(2) 乘除 U = +ахү, 
o? (U) o о? 2cov(X,Y) 
ss kuy те 


u y ху 


aX оО) ax ay 2cov(X,Y) 


U = 圭一 ， + 一 二 一 
Y и? х? y ху 


(3) RFU =aX**,o(U)/u=boy Í x. 
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(4) 指数 U = ае" c(U)/u = bo, ; 


U Z ax ， 可 改写 为 U = (е"* у" ен. 
与 上 式 对 比 ， 得 


о(И)!и = (bina)ay. 
(5) 对 数 U =aln(+tbX),o(U)= ac, ІХ. 
例 3.3 放射 性 测量 的 误差 
设 一 放射 源 在 时 刻 ! 的 衰变 率 为 4 = he “,4 是 :=0 时 的 训 变 率 ， 平 均 寿命 
r=5 天 ，Ao= 1000 计数 / 秒 . 1= 20 天 时 ，4 = Ае" =183 ВИЖ. М: 
D 的 测定 误差 ac =1 小 时 ， 求 4(0) 的 误差 (4 的 测定 误差 可 以 忽略 ); 


@ 求 训 变 率 下 降 到 A =10 计数 / 秒 的 时 刻 * ， 如 果 误 变 率 的 容许 误差 为 
си =1 计 数 / 秒 ， 对 应 的 容许 时 间 误 差 多 大 ? 


М 中 根据 第 (4) 种 情形 
с, = A 0, =183 计 数 / 秒 X1 小 时 /5 K 
= 0.15 计数 / 秒 . 
© HA, = Ae 8 
r =-rin(4/4)=-5 KX fa = 23 K. 
对 应 的 时 间 误 差 由 第 (5) 种 情况 的 公式 求 得 


о -row -5 天 X1 计 数 / 秒 


‘Ar 10 计 数秒 705. 


Я 34 直角 坐标 测定 值 和 极 坐 标 测定 值 间 的 误差 转换 


在 极 坐标 系 中 ,平面 上 任 一 点 的 位 置 由 半径 和 极 角 表示 . 假定 用 某 种 仪器 独 
立地 测量 平面 上 某 个 点 已 的 半径 > ARAP, 测量 的 标准 误差 分 别 为 o, 和 o, 用 
概率 的 语言 ， 这 等 价 于 用 RR，@ 两 个 相互 独立 的 随机 变量 描述 测量 结果 . 

极 坐标 值 可 以 方便 地 转换 为 直角 坐标 值 


X = КсоѕФ, Ү=КѕіпФ. 
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显然 , X,Y 也 是 随机 变量 . 由 {X， 妇 构成 的 随机 向 量 Z ЯЦЕ,Ф} 构成 的 随机 向 
ht 忌 的 协 方差 矩阵 之 间 的 关系 由 误差 传播 公式 给 出 


а sans 
ü V, V, ШЕ 
其 中 
o; 
V(U)= 0 2 
ax д 
$= ôr дф | {cosp -rsing 
“| Әу lsing rcosp 上 
ôr дф 
容易 求 得 


Va = o? cos’ @ + or sin? ф, 


2 


2 5.2 2 2 
V, =o; sin" @+o;r cos g, 


„=У„ = (o? – сіг? )ѕіпфсоѕд. 


由 于 V(Z) 的 非 对 角 项 不 等 于 0， 随 机 变量 X,Y 不 是 相互 独立 的 . 
反之 ， 当 对 P 点 的 x,y 坐标 作 相互 独立 的 测量 时 ,测量 标准 误差 为 0.,o, ， 
用 类 似 的 步骤 可 求 出 相应 的 矩阵 8 和 极 坐标 r,g 的 协 方差， 


и: = (хо + yo; )/ (х + »), 


We = (о? +5201) (х + y), 


р se: g 
$'= дх ду = r r 
92-2 

Ox ду г? r 
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第 二 、 第 三 两 章 我 们 讨论 了 随机 变量 及 其 分 布 的 一 般 性 质 ， 它 们 普遍 适用 而 
不 依赖 于 分 布 的 特定 形式 ， 本 章 将 讨论 在 概率 统计 计算 和 实验 数据 的 整理 、 分 析 
中 经 常用 到 的 一 些 重要 的 概率 分 布 ， 以 及 它们 各 自 特 有 的 性 质 ， 前 六 节 介 绍 几 种 
离散 分 布 ， 然 后 讨论 重要 的 连续 分 布 ， 在 实验 测量 中 测 到 的 “实验 分 布 ”往往 与 
理想 的 概率 分 布 相 接近 ， 但 又 存在 一 些 差 别 ， 本 章 最 后 一 节 将 论述 处 理 这 类 实验 
分 布 的 一 些 方法 . 


4.1 伯 努 利 分 布 和 二 项 分 布 


设 随机 试验 可 能 的 结果 只 有 两 种 : А 表示 “成 功 ”; А 表示 “失败 ”， 出 现 
事件 4 和 4 的 概率 分 别 为 P(A)= p,P(4)=1- p=g, 这 样 的 一 次 随机 试验 称 为 伯 努 
利 试验 . 

用 随机 变量 X 表 示 伯 努 利 实验 的 结果 ，X= 1 表示 成 功 ，X=0 表示 失败 ， 于 是 
X 的 概率 分 布 为 

Р(Х =1)=p, Р(Х =0)=1-р, 0<р<| 
或 记 为 
P(X =ғ)= р'(1- р)", — г=0,1, 0<р<1. (4.1.1) 


称 随机 变量 X 服从 伯 努 利 分 布 或 (0,1) 分 布 ， 显然， 式 (4.1.1) 满 足 离散 随机 变量 概 
率 分 布 的 定义 式 (2.2.6). 
根据 定义 ， 伯 努 利 分 布 的 均值 和 方差 为 


2 
Е(Х)=У`жр, =1-р+0-(1-р)=р, (4.1.2) 


i=l 
2 
У(Х) =) [x -EF p=0-p :p+(-p) -lp)= р(1- р). (4.13) 
i=l 


伯 努 利 分 布 是 最 简单 的 离散 分 布 ， 它 可 以 描写 样本 空间 只 包含 两 个 元 素 的 任 
何 随机 试验 ， 如 前 面 多 次 提 到 的 投 硬币 试验 . 
独立 地 进行 п 次 伯 努 利 试验 ( 称 为 n BARBARE), 事件 4 的 发 生 次 数 r 可 
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为 0 到 之 间 的 任 一 个 正 整 数 ， 因 此 ,rr 是 一 个 随机 变量 ， 它 可 以 视 为 n 个 伯 努 
利 分 布 随机 变量 之 和 
ГЕХ, +Х, +--*+Х,. (4.1.4) 


计算 表明 ， 事 件 4 发 生 r 次 (0<r<n) 的 概率 等 于 
Btrmp)= | "рар, г= 0,1, :::,п. (4.1.5) 


其 中 p 是 一 次 伯 努 利 试验 中 出 现 事 件 4 的 概率 ， 由 于 Bn, p) 的 表达 式 恰 好 是 二 
TR (q + р" 的 展开 式 


(а+ )" = n п + п "+ п 2g? +... + N) n 
q+p 0 q 1 pq 2 p q n р 
= В(0;п, р) + В(1;п, р) + В(2;п, р) + + В(п;п, р) 


中 的 第 r+1 i, 故 上 述 概率 分 布 称 为 参数 n, р 的 二 项 分 布 ， 当 w=1， 二 项 分 布 的 
概率 表达 式 简 化 为 


В(ғ;1, р) = р'(1- р)", r=0,l, 


这 正 是 伯 努 利 分 布 
根据 式 (4.1.5)， 显 然 有 


B(r;n, p) > 0, г=0,1,2,.--,п, 
DB(rin,p) 0") = р)" =[р+(1- р)" =1, 
г=0 г=0 r 
即 满足 离散 随机 变量 概率 分 布 的 定义 式 (2.2.6). 


二 项 分 布 有 性 质 
В(г;п, р) = В(п-г;п,1- р). (4.1.6) 


пі m fn 
п-г п) г) 


证 明 因为 


故 有 
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n n-r n—(n—r) n n-r г 
вить) [ jn [1-(1-p)] ("а-н р’ = B(r;n, р). 


式 (4.1.6) 得 证 . 
现在 考察 二 项 分 布 B(r;n, p) ВЕ r 变化 的 情况 .由 于 
В(0;п,р) =q", 
B(r;n, p) In r+1 P_i  n+)Dp-r (4.1.7) 
B(r-1;n, p) r q q  ° 


故 当 
г<(п+ПрН], B(r;n,p)> B(r-I;n,p); 
r=(n+l)pHf, В(г;п,р)= B(r-1I;n, p); 
г>(п+ПрН,  B(r;n,p)< В(г- п, р). 

由 于 r 只 取 0 或 正 整 数 ， 而 (n+ 了 bp 不 一 定 是 正 整数 ， 所 以 存在 正 整数 m， 满 足 


(n+1)p-1<m<(n+1)p. 


XRH, r=0— mh B(r; п, p) 单 调 上 升 ，r=m 时 达到 极 大 ， 然 后 单调 下 降 ; 若 
(п+Юр=т, № В(т;п, р) = B(m 一 1;n,p) ， 同 时 达到 概率 分 布 的 极 大 值 . 

根据 递 推 关 系 式 (4.1.7) 很 容易 从 某 个 已 知 的 二 项 概率 值 B(r; п, 站 计算 大 于 r 
的 二 项 概率 值 ， 这 通常 比 直接 从 式 (4.1.5) 计 算 要 简单 . 

累积 二 项 分 布 定义 为 


F(x;n, р) = > B(r;n, p). х= 0,1... ,п. (4.1.8) 
r=0 
CA ГА: 
Е(хуп, р) =1- Е(п-х- п, - р), О<х<п-1. (4.1.9) 
因为 


F(x;n,p)= > B(r;n,p) = > BO —r;n,1— p) 
r=0 r=0 


n 


= >. В(п-г;п1-р) 
п п-х-| 
= >: B(n-r;n,1— p)— > B(n-r;n,1— p) 
п-г=0 п-г=0 


=1-Р(п-х-[;п1- р), 


- 76 · 实验 物理 中 的 概率 和 统计 


上 式 得 证 . 

MÆ IAH p 0.01 到 0.50 的 11 种 不 同 值 ，n =1,2,…,20,25,30 对 应 的 二 项 
HWRE, HH 2 则 给 出 相应 的 累积 二 项 分 布 的 数值 . 对 于 p>0.5 的 情形 ， 二 项 
分 布 和 累积 二 项 分 布 可 由 式 (4.1.6) 和 式 (4.1.9) 并 查阅 附 表 1， 附 表 2 得 到 . 

当 p=q=0.5 时 ， 二 项 分 布 是 对 称 的 ; 否则 是 不 对 称 的 . 图 4.1 是 p=0.2, 0.5; 
n=5,10,20 的 二 项 分 布 的 图 形 。， 当 n 增 大 时 ， 图 形变 得 较为 对 称 . 


< 
= 
г 
= 
会 
= 
K 
= 
0.2 02 
< п=20 n=20 
p=0.2 p=0.5 
& 01 0.1 
0 4 8 r 0 4 8 12 16 r 


图 4.1 AF523808 n, p 的 二 项 分 布 


现在 来 求 二 项 分 布 的 数字 特征 ， 由 于 二 项 分 布 随机 变量 是 ”个 独立 的 伯 努 利 
分 布 之 和 ， 由 后 者 的 均值 和 方差 以 及 独立 随机 变量 和 的 均值 和 方差 公式 ( 见 2.4 
节 )， 立 即 有 
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и=Е(г) = пр, V(r)=np(l = p). (4.1.10) 


-项 分 布 的 偏 度 系数 和 蜂 度 系数 按 定义 (2.4.24) 和 式 (2.4.25)， 可 得 


1-2p _1-6рИ- р) 


у = 
| np(l- р) 


2 


1 ? 
[np — р) 


Муу, 的 表达 式 可 见 ， 当 p=0.5 BF, у, =0, 即 分 布 对 于 极 大 值 为 对 称 ; 当 p<0.5 
时 ， >0, 这 表示 二 项 分 布 的 图 形 在 右 端 有 长 的 “尾巴 ”( 见 2.4 节 的 讨论 ); 反之 ， 
#1 р>0.5, 二 项 分 布 的 左 端 有 长 的 尾巴 . зуп э оо, уу, — ОН, 这 表示 在 — o 0 
极限 情形 下 ， 二 项 分 布 趋 近 于 正 态 分 布 ， 均 值 np, 27 2 npa 4.10 节 ). 

二 项 分 布 的 概率 母 函 数 按 定义 (2.6.1) 为 


G(Z)= x=" =(Zp +q)”. (4.1.11) 
, Г. 
f: n ЯШ У НИАЗ F, r/n 表示 试验 “成 功 ”的 相对 比例 ， 显 然 ， 它 也 
是 随机 变量 ， 其 均值 和 方差 分 别 是 
5(2)-16 =p, 
n n 


r 1 
(2) у= pa-p (4.1.12) 


一 项 分 布 中 的 参数 p( 一 次 伯 努 利 试验 中 出 现 事件 4 的 概率 ) 往 往 是 未 知 的 , 须 
由 实验 来 确定 。 当 试验 次 数 n 足够 大 ， 事 件 出 现 次 数 为 r 时 ， 事件 出 现 的 频率 近 
似 于 事件 的 概率 ， 即 


гар 或 ranp. (4.1.13) 
六 的 方差 由 式 (4.1.10) 知 
V(r) =np(1— р) = ( =] 
n 
下 面 通 过 几 个 具体 例子 来 说 明 二 项 分 布 的 应 用 ， 


例 4.1 探测 器 的 探测 效率 
有 一 类 实验 只 测定 一 定 种 类 的 事例 的 出 现 概率 ， 实 验 结果 只 有 两 种 ;或 者 是 
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ож 


出 现 这 类 事例 (成 功 ), 或 者 是 不 出 现 这 类 事例 (失败 ). 实验 只 是 对 成 功 次 数 作 计数 ， 
称 为 计数 实验 ， 显 然 ， 成 功 次 数 服 从 二 项 分 布 ， 例 如 ， 用 探测 器 对 粒子 作 计数 ， 
当 一 个 粒子 穿 过 探测 器 时 ， 测 量 结果 只 可 能 是 记 到 一 次 计数 ， 或 者 没 记 到 计数 ， 
没有 其 他 可 能 . 这样，m 个 粒子 穿 过 探测 器 时 ， 探 测 器 记 到 r 次 计数 的 概率 由 二 
项 分 布 描述 . 

一 个 粒子 穿 过 探测 器 时 得 到 一 次 计数 的 概率 称 为 探测 效率 <, 显然 它 就 等 于 二 
项 分 布 的 参数 р. ЗЕ. 是 依靠 有 限 次 测量 确定 的 ， 即 =r/n. п 足够 大 ， 
ex p. 有 限 次 测量 确定 的 a 是 有 误差 的 ， 由 式 (4.1.12) 知 6 的 方差 为 


v(e) "(== РИ-Р) 21-) 
п п п $ 


所 以 探测 效率 的 误差 (标准 偏差 ) 为 


45 [0-2 _ 01-2) 
“N n \ nf 
о, НИЕ: =0.584, о, 达到 极 大 值 0.5/Vn;o 对 于 = = 0.5 为 对 称 分 布 ; 当 


ЕН ОН, о, 达到 极 小 ， 为 了 能 实验 地 测定 ， 探 测 器 计数 > 最 小 需 等 于 
1， 即 es=1/m, 此 时 


探测 效率 的 相对 误差 则 为 


с 1 ll-eé 
R=% |E. 
E Vn £ 


当 E= Epin = Мл, R К, xl 随 着 < 的 增 大 及 迅速 下 降 . 
例 42 粒子 反应 产物 的 前 后 不 对 称 性 (1) 
一 对 相对 飞行 的 高 能 正 负 电子 对 撞 时 ， 产 生 下 述 粒子 反应 : 
e+e эц‘ +H. 


ЖА AAA 粒子 方向 相反 ， 睛 与 e 之 间 的 夹 角 9 ( 称 为 极 角 ) 是 一 随机 变量 .9 落 
{Е (0,7/2) 区 间 内 的 事例 称 为 前 向 事例 ， 落 在 (x/2,7) 区间 内 称 为 后 向 事例 (图 
4.2). 设 共 测量 了 N 个 ee 一 AAA 事例 ,其 中 前 向 事例 数 和 后 向 事例 数 分 别 记 为 
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FIB, Е+В=М, ВБ ЖУРКЕ r 定义 为 


„ЕЕ 
Е+В’ 


求 r 的 数学 期 望 和 方差 . 


и (а) 


#4.2 ее уу 反应 中 的 前 向 事例 (9) 和 后 向 事例 (b) 


ee 下 Hk 反应 中 前 向 事例 和 后 向 事例 数 之 间 的 比例 是 由 该 反应 的 物理 规 
律 (反应 截面 的 角 分 布 ) 确 定 的 ， 但 对 于 单个 事例 ， 究 竟 是 前 向 事例 还 是 后 向 事例 
却 是 随机 的 .由 于 事例 只 有 两 种 可 能 结果 ,又 作 了 NN 次 独立 的 测量 ， 所 以 前 向 事 
例 数 F 服从 参数 N „р 的 二 项 分 布 ,p 为 一 次 ee >’ 事例 是 前 向 事例 的 概率 ， 
在 N 个 ee 一 Ah 事例 中 出 现下 次 前 向 事例 的 概率 为 


(r0. B=N-F. 


于 是 不 对 称 性 7= а 1 显然" 也 是 一 个 随机 变量 ， 它 的 数 


学 期 望 和 方差 等 于 


2 2 
Е(г)=Е| —Е |-E(l)=—:Np-1=2p-l1; 
(8028) Е) -Мр-1=2р 


v()=v[2#-i)-v [2 


当 测量 事例 数 N 足够 大 ， 一 次 试验 中 前 向 事例 的 出 现 概率 p 可 用 频率 F / N 作为 
近似 ， 所 以 
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Ре 6 лас 
N F+B 
4Е В _ 4FB 


o (r) 是 随机 变量 + 的 标准 差 . 由 oa(r) 的 表达 式 可 以 求 得 c(r) 达到 一 定 精度 所 要 
求 收 集 的 事例 数 ; 或 者 反 过 来 , 由 收集 到 的 事例 数 求 出 前 后 不 对 称 性 的 标准 误差 . 
例 4.3 试验 次 数 的 确定 
在 一 次 随机 试验 中 , 事例 4 出 现 的 概率 为 р, 为 了 使 事例 4 至 少 出 现 一 次 的 概 
率 等 于 cw ， 问 至 少 需 作 多 少 次 这 样 的 随机 试验 ? 
设 X 是 NN 次 试验 中 事例 A 出 现 的 次 数 , ДХ 服从 参数 N，p 的 二 项 分 布 , 本 
例 的 问题 归结 为 找到 一 个 N 值 ， 使 PLX >1)>a, 亦 即 
1-P(X=0)>a, Р(Х =0)<1-а. 
由 二 项 分 布 的 概率 可 知 
P(X -0- |5)" =(1- p)”, 


所 以 应 有 (1- p)” <1-а, 考虑 到 (1- р) < 1, HONERA 


Ig(1- a) 


MAE) 


满足 上 式 的 N 即 是 所 要 求 的 试验 次 数 . 
例 4.4 扫描 效率 (2) 


我 们 进一步 讨论 1.4 节 中 例 1.5 的 扫描 效率 问题 . 设 两 次 独立 扫描 的 效率 分 别 
为 a е, ШЕН Ж е-е -se (在 14 М, epe ЖЕ 分别 用 
P(1),P(2) #1 Р(102) RR). WR £e, 和 < 的 统计 误差 ( 即 标准 差 ). 

在 扫描 过 程 中 ， 一 个 有 效 事例 或 者 被 扫描 者 记录 ， 或 者 不 被 记录 ， 只 有 这 两 
种 可 能 性 ， 因 此 ，WN 个 有 效 事例 被 找 出 Na + М, (第 一 次 扫描 ) 和 Ni + М, (第 二 次 


扫描 ) 个 事例 的 概率 可 以 用 二 项 分 布 来 求 得 ， 根 据 本 节 的 讨论 ， М д 
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“eti № _ 也 是 随机 变量 ， 且 其 方差 为 ( 见 式 (4.1.12)) 


щом, рр, Г Na + N. ц. == miet s, 代替 ， 于 是 求 得 扫描 
效率 上 的 标准 差 


-| i=1,2. 


H TAARAH EAH Hh rh) СН E= G +E, -Eer 应 用 误差 传播 公式 ,可 求 出 的 
方差 


其 中 入 为 有 效 事例 的 实际 数目 ， 例 1.5 中 已 给 出 它 的 表达 式 . 


42 多 项 分 布 


在 二 项 分 布 中 ,一 次 随机 试验 的 结果 只 有 两 种 ， 一 般 地 ， 设 一 次 随机 试验 的 
结果 有 ! 种 ， 即 
Е=А+А, +...+А,, 


一 次 试验 中 出 现 事件 А, 的 概率 为 
P(A)=p,, j=12,..4, 


显然 应 满足 
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作 n 次 独立 的 随机 试验 E ， 事件 4 出现 7 次 ，j=1,2,…,! 的 概率 分 布 可 表示 为 


M(r;n,p)= pi p2 pr. (4.2.1) 


n!r, kari 
Е (+ py ++p, ) 展开 式 的 一 般 项 , 它 称 为 随机 变量 r = (п, n) 的 参数 
n 和 p=(p,,P,,…,pP,) 的 多 项 分 布 .这 1 个 7 值 并 不 全 都 独立 ,它们 必须 满足 下 述 
条 件 : 


> r, =n. (4.2.2) 


显而易见 ， 二 项 分 布 是 (=2 的 多 项 分 布 之 特例 . 
多 项 分 布 的 一 些 性 质 列举 如 下 : 
均值 


Е(г)=пр, ј=1,2,---4, 


方差 


协 方差 


cov(r,,r;) = —np,p; 


iz j, 
Л [РР ле (4.2.3) 
” o(n)o(r,) (1- pX- р) 


概率 母 函 数 
С(2.,,2,,---,7,) = (р + p,Z, +++ BZ)". 
六 的 均值 和 方差 的 表 式 容易 证 明 . 

ЕЯ ” 设 每 次 试验 中 出 现 事件 4 的 概率 为 pj, 出 现 其 他 事件 的 概率 为 
(1- pj), 于 是 ;服从 参数 n,pj 的 二 项 分 布 ， 应 用 二 项 分 布 的 均值 和 方差 的 表达 式 
即 得 证 . 

现在 证 明 协 方差 项 的 公式 .n 次 试验 中 事件 义 出 现 5 次 , ЗА, 出 现 六 次 而 
其 余 事 件 出 现 n- ;7 次 的 概率 为 
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п! вп п-п-г 
— pipi ll -p - р,) ',, 
anione р; (l- p; — p;) 


于 是 当 概率 分 布 如 式 (4.2.1) 所 示 时 ， 乘 积 i 的 期 望 值 等 于 
Е(тг,) =n(n- Dpi,p;- 
根据 协 方差 的 定义 (3.5.23)， 


cov(r,,r;,) = E(r,r,) — E(n)E(r,) 
=n(n- Dp;p; —np,np, =-пр;р;. 


RA atn) = №) Mor) = V(r), 立 即 得 到 相关 系数 р, 的 表达 式 ， 证 毕 . 


与 二 项 分 布 中 的 情形 相 类 似 ， 在 多 项 分 布 中 ,一 次 试验 中 出 现 事件 
А,(}=1,2,-.-,) ВИЖ р 往往 是 未 知 的 ， 须 由 实验 测量 结果 确定 。 当 试 验 次 数 n 


充分 大 ,事件 A) 的 出 现 频率 接近 于 它 的 概率 


r. 
С, 或 r; = np;, (4.2.4) 


该 近似 概率 的 归 一 性 要 求 即 Yp = ен У еп BDWE, ГИМН 
j=I 


j=l 


rj 
V(r) = г, в Ў 


当 事 件 4) ОНЖ pj 很 小 即 р, <<1 时 ， 近 似 地 有 


otr) = . (4.2.5) 


式 (4.2.3) 可 知 


这 些 结果 与 二 项 分 布 中 的 相应 结果 相同 . 
当 对 任意 j 有 p «18, 由 pj 的 表达 式 可 见 ，p; -0, 即 任意 两 个 ,7 之 间 关 


联 很 弱 . 
例 4.5 事例 直方 图 (1) 


许多 实验 测量 的 结果 可 用 直方 图 来 表示 . 例如， 图 4.3 是 某 粒子 反应 中 末 态 
粒子 的 角 分 布 直方 图 ， 飞 出 极 角 O 的 余弦 cos9 被 分 成 18 等 份 ， 落 在 各 区 问 内 的 
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18 
Жи] =1,2,…,18) 用 高 度 表 示 , HRT n=) n 个 未 态 粒 子 的 角度 .这 时 ， 


j=l 
第 j 个 区 间 内 出 现 n ЛАРРИ ()=1,2,---,18) RASE F p =(P Por Pa) 
的 多 项 分 布 ， 这 时 ,p 是 未 知 的 ， 可 用 式 (4.2.4) 来 估计 
p; =n; [п, j=1,2,.…,18, 
n; 的 标准 误差 由 式 (4.2.5) 可 知 约 为 Yn. 


事例 数 


-10 -0.8 -0.6 -0.4 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 
6058 


#43 事例 直方 图 
应 当 强 调 指出 ， 事 例 总 数 ”必须 为 常数 ， 若 是 随机 变量 ， 则 多 项 分 布 不 再 
适用 ( 见 例 4.11). 
43 泪 松 分 布 ， 泊 松 过 程 
没 随机 变量 的 可 取 值 为 r=0,1,2,…, 取 值 r 的 概率 为 


PG) тие”, г=0,1,2,..., (4.3.1) 


其 中 >0 是 常数 , 称 ~ 服 从 参数 /的 泊 松 分 布 ， 上 式 符合 离散 随机 变量 概率 分 布 
的 非 负 性 和 归 一 性 要 求 式 (2.2.6)， 因 为 显然 


P(r; н) > 0, r=0,1,2,, 


ос с г-и 
жн УР) =) 
r=0 r=0 


г: 


ет гей = 上 泊 松 分 布 的 概率 母 函 数 依 定义 
Fr=0““ 
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为 
G(Z)=E(2")= 2" Ler 
r=0 Fš 
(4.3.2) 


х 1 (иду " =e” ZD. 
-OF: 


pz 


由 母 函数 G(Z) 以 及 式 (2.6.2)， 式 (2.6.3)， 即 得 数学 期 望 和 方差 
E(r)=G'(1)= z, 
v(r)=G'()+G'()-[G'()] = z. 
由 此 得 到 泊 松 分 布 的 一 个 极 重要 的 性 质 , 即 它 的 均值 和 方差 相等 , 且 等 于 参数 值 w 
Е(г)=У(г)= и. (4.3.3) 


如 果 一 个 物理 量 服从 泊 松 分 布 ， 它 的 菜 个 测定 值 为 n+， 则 可 作为 数学 期 望 的 估 
计 值 ， 这 时 它 的 标准 误差 为 
o(n)= JV (n) = № (r) = М. (4.3.4) 


这 一 结果 与 多 项 分 布 的 式 (4.2.5) 相 似 ， 在 实验 测量 中 有 广泛 的 应 用 . 
泊 松 分 布 的 特征 函数 是 


glz, (4.3.5) 
IH p(t) "ЯН НЕ НН RROA K & NAERA 


l 1 
и m 


Á. -ufa 2) 
dy 


(4.3.6) 


可 以 看 到 ， 泊 松 分 布 的 数字 特征 都 与 参数 相关 ， 事 实 上 ， 参 数 w 唯一 地 确定 了 
泊 松 分 布 . 

图 4.4 是 参数 w 取 不 同 数值 时 的 泊 松 分 布 图 形 ， 当 w 值 小 时 ， 图 形 很 不 对 称 ， 
在 均值 的 丰 方 有 较 长 的 “尾巴 ”. 随 着 4 的 增 大 ,由 的 表达 式 知 偏 度 逐 渐 减 小 ， 
ААХ. щи о, уу, > 0, 泊 松 分 布 趋 近 于 正 态 分 布 . 
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一 一 


08 0.8 0.8 
06| | +02 06|| 05 06 p=1 
0.4 0.4 0.4 
0.2 0.2 0.2 
2 


< 
№ 
x< 
0 r 0 2 r 0 2 4 r 
a 0.2 0.2 и=5 
E u=2 
x 
0.1 0.1 
02 46 г 0246 8 10 r 
0.10 
з и=10 #= 
< 0.05 
| 0.05 
0 4 8 12 16 r 10 15 20 25 30 г 


#44 不 同 均值 /的 泊 松 分 布 图 形 
由 泊 松 分 布 的 概率 公式 (4.3.1) 可 见 到 它 有 如 下 性 质 ， 


Р(ғ) = Р("-1и): 2. (4.3.7) 
因此 ， 当 r<w 时 ， 随 着 -的 增加 ， 概 率 P(r;y) 也 增加 ， 在 = ав ЕАО 
RAK, WRU 本身 为 整数 ， 则 

Р(ши)=Р(и-}и), 


即 r=J-1 和 r= 的 概率 相等 ， 且 都 是 极 大 概率 值 . 
附 表 3 列 出 了 参数 J=0.120 的 泊 松 概率 分 布 值 , 附 表 4 则 是 对 应 的 累积 泊 


松 分 布 概率 值 
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Е(х;и)= Š P(r). (4.3.8) 
r=0 
NE: rfi E: РНЕ, n> %,np = 保持 为 常数 (p 很 小 ) 
时 ， 二 项 分 布 趋向 于 泊 松 分 布 ， 这 就 是 著名 的 泊 松 定理 . 
МЕНЯ ХЕлр= и ЖЕТ, 


Brmp)= р РУ" 


шпон, 1,2... ял ао, 而 
пп п 

1-4) =e“ 
пЭ п 

所 以 有 
lim B(r;n, р) = Ш о-и, 
n— r! 

证 毕 . 


泊 松 定理 表明 ， 当 nn 很 大 而 p 很 小 时 ， 以 下 近似 关系 成 立 : 


ие” 


B(r;n, р) = [ра ~ p)” e яр. (4.3.9) 
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当 n 很 大 时 ， 二 项 分 布 的 概率 计算 相当 繁复 ， 可 以 用 便于 计算 的 泊 松 概率 作为 近 
似 ， 在 实际 应 用 中 ， 当 n>10, p< 0.1, 式 (4.3.9) 的 近似 已 相当 好 
泊 松 变量 的 另 一 重要 性 质 在 2.5 节 中 已 经 提 到 : 两 个 相互 独立 的 泊 松 变量 之 


和 仍 是 泊 松 变量 ， 其 均值 等 于 两 个 泊 松 变量 均值 之 和 .利用 类 似 的 推导 可 推广 到 
更 一 般 的 情形 : 若 二 是 均值 上 CG=12… 少 的 相互 独立 的 泊 松 变量 ， 则 随机 变量 


l 1 
г= Ул ВИН u=) jp 的 泊 松 变量 ， 这 就 是 泊 松 分 布 的 加 法 定理 . 
i=l i=l 


自然 界 中 许多 过 程 可 用 泊 松 分 布 来 描述 ， 如 不 稳定 核 两 次 相继 衰变 的 时 间 间 
隔 :是 一 随机 变量 ， 其 概率 密度 是 


уа) = е" 
т 


( 见 48 节 )， 通 常 实验 测定 的 是 在 一 定时 间 间隔 内 核 误 变 的 计数 ， 设 办 为 =0 时 
刻 的 不 稳定 核 的 个 数 ，lmeg 放射 性 物质 包含 原子 核 数 ~10) 量 级 ， 所 以 办 总 是 很 
大 ， 如 记录 1 эг Ar 内 核 的 训 变 数 ， 当 Ar < r(r 是 不 稳定 核 的 平均 寿命 )， 一 个 
核 在 Ar 内 衰变 的 概率 为 (1)At = e Ut Fei 由 于 一 个 不 稳定 核 在 Ar 内 或 是 误 


T, 或 是 不 衰变 ， 所 以 m 个 核 在 At 内 衰变 次 数 为 + 的 概率 分 布 由 参数 
по, PE РОА) 的 二 项 分 布 描述 ， 由 于 很 大 ，p <<1, 由 泊 松 定理 可 知 ,，r 近似 地 
服从 泊 松 分 布 ， 又 如 在 利用 粒子 加 速 器 变 击 靶子 产生 粒子 反应 的 实验 中 ， 粒 子 束 
流 强度 往往 高 达 10"” 粒子 / 秒 ; 而 探测 器 记录 反应 产生 的 粒子 数 一 般 小 于 105 计数 / 
秒 ， 这 时 ， 在 一 定时 间 间 隔 内 测量 的 粒子 数 也 可 用 泊 松 分 布 来 描述 ， 这 类 实验 中 
事例 总 数 m 和 概率 一 般 都 是 未 知 的 , 即使 已 知 也 因数 值 过 大 而 实际 上 无 法 用 
-项 分 布 进行 计算 ， 泊 松 分 布 却 提供 了 合适 的 数学 工具 

事实 上 ， 泊 松 分 布 与 时 间或 空间 尺度 上 事件 随机 出 现 的 随机 过 程 相对 应 ， 它 
们 具有 以 下 性 质 : 

(1) 在 一 定时 间或 空间 间隔 内 出 现 的 事件 数 与 此 间隔 外 出 现 的 事件 数 无 关 ， 
即 不 相 重 登 的 间隔 中 的 事件 相互 独立 ; 

(2) 在 非常 小 的 时 间或 空间 间隔 At 内 ， 出 现 一 个 事件 的 概率 正比 于 Ar ， 即 
P(At)=4:Ar, А 为 一 常数 ; 

(3) 在 间隔 Ar 内， 出 现 多 于 一 个 事件 的 概率 小 到 可 以 忽略 不 计 . 

以 上 三 个 条 件 称 为 泊 松 假设 .满足 泊 松 假设 的 随机 过 程 称 为 泊 松 过 程 。 泊 松 
过 程 中 ， 一 定时 间或 空间 间隔 中 出 现 的 事件 数 是 一 随机 变量 ， 称 为 泊 松 变量 ， 它 
服从 泊 松 分 布 . 

下 面 介绍 几 个 实际 的 泊 松 过 程 . 
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#1 46 泡 室 中 粒子 径 迹 的 气泡 数目 的 分 布 
带电 粒子 在 气泡 室 中 沿 其 运动 路 径 会 形成 微小 的 气泡 ， 假 定 气泡 的 大 小 可 以 
忽略 , 单位 径 迹 长 度 内 的 平均 气泡 数目 ( 称 为 径 迹 密度 ) 为 一 常数 g. 适当 选择 径 迹 


段 的 长 度 Ai 使 泊 松 假设 得 以 满足 ， 即 
(1) 对 任意 1 ， 径 迹 段 (1,1+ Al] 内 最 多 产生 一 个 气泡 ; 


(2) 该 径 迹 段 内 产生 一 个 气泡 的 概率 等 于 gA ; 
(3) 该 径 迹 段 内 产生 气泡 与 别 的 径 迹 段 内 产生 气泡 是 互相 独立 的 . 
由 假定 4)，(2) 可 知 ， 在 (4,1+Al] 内 产生 一 个 气泡 的 概率 是 


B (Al)= gAl, 

而 该 径 迹 段 内 不 产生 气泡 的 概率 是 

P(Al)=1- P(Al) =1- 84. 
假定 (3) 表 示 在 (024+Al] 内 不 产生 气泡 的 概率 与 [ 0 1 内 不 产生 气泡 的 概率 是 无 关 
的 ， 因 此 , 4 [0,1+ А] 内 不 产生 气泡 的 概率 是 

P (l+ Al) = B (0). P (Al), 
合并 以 上 两 式 ， 得 到 

В+ А) -PD _ 


-gP (l), 
Al 80) 
当 Al 0, ЕК де Р) 对 1 的 导数 ， 即 
dp,(D) 
q =-8А (0. 


该 微分 方程 的 不 定 解 为 
Р) =e # +C. 
当 径 迹 长 度 1=0 时 ,显然 不 可 能 产生 气泡 ,于 是 及 (1 =0) =1, 由 这 一 条 件 得 到 定 
解 
В) =е*, 


这 一 公式 给 出 在 长 度 为 ! 的 径 迹 中 不 产生 任何 气泡 的 概率 . 
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下 面 讨论 在 长 度 1 的 径 迹 内 产生 个 气泡 的 概率 书 (1). 因 为 在 径 迹 元 (14+ Al] 
内 至 多 只 能 产生 一 个 气泡 ， 故 有 
В (1+ М) = p,(l):R(Al)+ P,- (I)- A (Al). 


上 式 右边 第 一 项 表示 所 有 个 气泡 落 在 [0,1 ЖЖ, BONER n - 1413838 
在 [0,1] 中 ， 而 另 一 个 气泡 落 在 (1,1+ AHRR. H P (АЈ) A P(A) 的 值 代入 ， 
得 

а =-gP,()+ gP, (1), 


щл 一 0, 上 式 左 边 是 已 () 对 ! 的 导数 ， 由 此 得 到 微分 方程 


Un (D+ en. (0) (43.10) 
它 的 解 是 


P 


()= (в) e”, (4.3.11) 
n: 


这 就 是 在 长 度 ! 的 径 迹 内 产生 个 气泡 的 概率 ， 与 式 (4.3.17) 对 照 可 知 ， 这 正 是 参数 
为 81 的 泊 松 分 布 ， 对 于 n=0( 在 [0, 门 中 不 产生 气泡 ) 的 特殊 情形 ， 其 概率 是 


Ph(!)=es. (4.3.12) 


例 4.7 放射 性 衰变 规律 


与 上 例 距 离 标 尺 上 的 随机 过 程 相仿 ,放射 性 衰变 是 时 间 标尺 上 的 随机 过 程 . 其 
对 应 的 泊 松 假设 是 : 

(i) 对 任意 时 刻 : ， 在 时 间 元 (ur+ At] 内 至 多 只 发 生 一 次 核 衰 变 ; 

(Gi) 在 该 时 间 元 内 发 生 一 次 核 误 变 的 概率 等 于 4.At,4 是 单位 时 间 内 核 衰变 
的 平均 次 数 ， 它 是 一 常数 ; 

(їйї) 该 时 间 元 内 发 生 核 误 变 与 其 他 时 间 间 隔 内 发 生 核 训 变 是 相互 独立 的 . 

在 这 些 假定 下 , # В (1) ЯР, (t) 分别 表示 在 时 间 [0,:] 内 不 发 生 任何 核 衰 变 的 
概率 和 发 生 n 次 核 衰 变 的 概率 ， 按 照例 4.5 类 似 的 推导 可 知 


0) р, (t)+ AP, (1), (4.3.13) 


” 该 微分 方程 的 解 是 
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P,(t)= (ау e”, (4.3.14) 

BÆ [0,1] RRE n KAERRA Ar 的 泊 松 分 布 . 对 于 n=0 的 特殊 情况 
(在 [0,z] 内 不 发 生 核 衰变 的 概率 ) 有 


p,(t) =e. (4.3.15) 


$48 放射 源 和 本 底 辐 射 的 重 加 


设 用 探测 器 记录 放射 源 辐射 的 粒子 计数 ， 在 给 定时 间 间 隔 : 记 到 的 粒子 数 关 
服从 均值 4x 的 泊 松 分 布 ， 即 单位 时 间 内 粒子 的 平均 计数 为 д, .探测 器 置 于 具有 本 
底 辐 射 的 环境 中 ， 间 隔 ! 内 记 到 的 本 底 辐射 粒子 数 服从 均值 tw 的 泊 松 分 布 ， 因 
此 ,探测 器 实际 记录 的 是 放射 源 和 本 底 辐射 的 又 加 ， 设 在 t 内 的 粒子 计数 为 r, 则 
变量 r 的 分 布 应 是 


P(r;A,t,At)= P(r- 14t) P(r;ht) 
ъ=0 


l < r! 


(7)! 


(a е 


Е 1 _ re (+h) S: r! r- i 
x 
r! Za(r- r)! 


注意 上 式 中 的 求 和 项 等 于 (24.+ 如) , 故 有 
Р(ғ;Ал, ды) = Ha +4 е] e (+4) 


= P(r;(A, + 4,)t), 


即 服从 均值 (2. + А): 的 泊 松 分 布 . 

实际 上 ， 这 一 结果 可 应 用 泊 松 加 法 定理 直接 导出 .由 于 一 fll r, EA H Th yr Bi) 
泊 松 变量 , 而 r 是 x 和 之 和 ， 根 据 泊 松 加 法 定理 ，r 仍 是 泊 松 变量 ， 且 其 均值 
H ron 均值 之 和 (4 +4 1. 
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44 泪 松 分 布 与 其 他 分 布 的 相互 联系 


泊 松 分 布 与 其 他 分 布 之 间 的 相互 联系 ， 特 别 是 与 二 项 分 布 、 多 项 分 布 之 问 的 
联系 对 于 解 许 多 物理 问题 是 十 分 有 用 的 . 本 节 通 过 一 些 物 理 问 题 的 实例 进行 研究 . 

例 49 粒子 探测 器 计数 的 分 布 

用 探测 器 测量 某 种 带电 粒子 ,探测 效率 ( 即 一 个 粒子 穿 过 探测 器 时 产生 一 个 计 
数 信号 的 概率 ) 为 一 常数 疡 < 假定 在 给 定 的 时 间 间 隔 ! 内 穿 过 该 探测 器 的 粒子 数 
服从 参数 44 的 泊 松 分 布 ， 要求 时 间 间 隔 1 内 探测 器 记录 到 的 粒子 计数 的 分 布 

显然 , HEDA r 个 粒子 穿 过 探测 器 时 才 有 可 能 记录 到 7 个 计数 . 当 有 n(>7) 
个 粒子 穿 过 探测 器 ， 得 到 个 计数 的 概率 由 二 项 分 布 B(x;n,p) 表示 ; 而 穿 过 探测 
器 的 粒子 数 为 4 的 概率 由 泊 松 分 布 (n.u) 表示 这样， 探 测 器 记录 到 粒子 计数 为 
r ARR H n= rr lo 个 粒子 穿 过 探测 器 而 计数 为 上 的 概率 之 和 求 出 . 


р) ово) Роки) 


А п! r nr | n -Ht 
Dp (lp) pe 


rl(n-r)! 
1 = | n-r 
т КРА) НИР] 
а 1 r {1-p) u 
= (ри) est ne, 
Вр 
и, 
P(r)= (ри). r=0. (4.4.1) 


这 下 是 参数 为 pw 的 泊 松 分 布 ， 因此， 在 时 间 间 隔 1 内 ， 探 测 器 的 计数 服从 均值 
ри 的 泊 松 分 布 . 

本 例 表明 ,对 于 探测 效率 小 于 1 的 探测 器 , 穿 过 的 粒子 数 服从 泊 松 分 布 (总 体 )， 
探测 器 选 出 的 随机 子 样 (粒子 计数 ) 也 服从 泊 松 分 布 ， 反 之 ， 当 随机 子 样 是 泊 松 型 
的 ， 其 总 体 也 只 可 能 是 泊 松 型 的 .总体 和 随机 子 样 的 概念 见 第 六 章 . 
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例 4.10 计数 时 间 间 隔 的 细 分 


假定 一 探测 器 记录 时 间 间 隔 了 内 的 粒子 数 ， 所 得 计数 n 服从 均值 v= АТ КН 
松 分 布 ， 求 时 间 间 隔 :<T 中 计数 7 的 分 布 . 

由 上 述 假定 可 知 ， 计 数 率 (单位 时 间 内 的 计数 ) 的 平均 值 为 14， 由 于 不 相 重 全 
的 时 间 间 隔 内 出 现 的 事例 是 相互 独立 的 ， 故 在 时 间 间 隔 上 内 有 r 次 计数 ， 余 下 的 
T-t 内 有 次 计数 的 概率 等 于 两 个 泊 松 概率 之 积 


P(r)= P(r;At): P|n — r; A(T —- t)]. 


本 问题 相应 于 求解 在 给 定时 间 了 内 计数 为 n ВЕК, ВВ] 上 内 有 上 次 计数 、 余 
下 的 T-t 内 有 n-r 次 计数 的 概率 .该 条 件 概率 可 由 PORLA Т 内 得 到 n 次 计 
数 的 泊 松 概率 得 出 

P(r;At): P(n—r;A(T — t)) 


P(r.n- r|n)= PAT) 


将 泊 松 分 布 的 表达 式 代 人 并 经 整理 后 ， 有 
1 r п-г 
P(rn-rh)= еВ (5. í -£) 


- sz] (4.4.2) 
Т 


因此 ， 时 间 t 内 计数 r 服从 参数 为 n,p=1/T 的 二 项 分 布 . 

上 述 结果 也 可 从 另 一 途径 导出 ， 对 于 时 间 T 内 的 任 一 次 计数 ， 可 将 时 间 上 内 
有 一 次 计数 这 一 事件 看 作 随机 试验 的 “成 功 ”， 而 在 余下 的 时 间 7-t 内 有 一 次 计 
数 看 作 试 验 “ 失 败 ”， 总 计数 n 作为 独立 的 随机 试验 的 次 数 . 显然 ， 每 一 次 试验 
可 用 伯 努 利 分 布 描述 ， 因 为 时 间 间 隔 T 内 的 一 次 计数 或 者 在 г 内 发 生 ， 或 者 在 余 
下 的 7-t 内 发 生 ， 不 可 能 有 其 他 结果 .由 于 平均 计数 率 为 n/T, 故 时 间 t 内 得 到 一 


次 计数 的 概率 ， 即 成 功率 为 p= 了 (n/T).+=1/T. 根 据 4.1 节 二 项 分 布 的 讨论 可 知 ， 


(时 间 了 内 )n 次 独立 试验 中 成 功 r 次 (时 间 上 内 有 上 次 计数 )， 失 败 n-r 次 (时 间 T-t 
内 有 n-r 次 计数 ) 的 概率 由 二 项 分 布 表示 


P(r,n - гп) = B(r;n, р) = B(r;n,tIT). 


这 与 式 (4.4.2) 的 结果 相同 . 
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例 4.11 粒子 反应 产物 的 前 后 不 对 称 性 (2) 
我 们 进一步 研究 4.1 节 中 讨论 的 反应 产物 前 后 不 对 称 性 的 问题 ， 设 粒子 反应 
e +e >p’ +u 
中 事例 总 数 п 服从 均值 4 的 泊 松 分 布 ， 对 于 给 定 的 n 值 ， 前 向 事例 数 f 和 后 向 事 
例 数 b 由 二 项 分 布 给 出 


B(f;n, р) = РТТ р! дф, f +b=n,p+q=1, 


p 是 一 个 事例 为 前 向 事例 的 概率 ， 于 是 事例 数 为 x， 其 中 前 向 事例 数 为 的 概率 可 
表示 为 


P(f.b,n)= B(f;n, p): P(n; A) = pr 3 Le зы 


ле») о) РЕ 
该 式 是 对 于 变量 f (均值 14p) 和 变量 b( 均 值 19) 的 两 个 泊 松 概率 的 乘积 


P(f.b,n)= Р(У;Ар)-Р(Ь;44). (4.4.3) 


如 果 假定 f 和 b 是 两 个 相互 独立 的 泊 松 变量 ， 则 立即 可 得 出 式 (4.4.3) 的 概率 
REA. 于 是 { n 为 泊 松 变量 和 服从 二 项 分 布 } 等 价 于 {fF 和 4 为 两 个 独立 的 泊 松 
E). 

当 将 f 和 4b 考虑 为 相互 独立 的 泊 松 变量 ， 应 用 误差 传播 公式 ， 可 立即 求 得 前 


后 不 对 称 性 r= 二 -的 方差 为 
f +b 


г) = 4 š 
49, +5 


这 一 表达 式 与 例 4.2 中 为 常数 时 V(r) 的 近似 表达 式 相 一 致 


例 4.12 事例 直方 图 (2) 
在 42 节 中 我 们 已 经 说 明 ， 当 个 事例 落 在 直方 图 的 1 个 子 区 间 中 ，, 则 第 /个 
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区 间 内 事例 数 为 r; КАЖ (7 =1,2,....1) ВА 34.2. 2. 
现在 假定 事例 总 数 n 不 是 常数 ， 而 是 服从 参数 4 的 泊 松 分 布 的 随机 变量 ,， 求 
第 /个 区 间 出 现 个 事例 的 概率 . 
在 这 种 情形 下 , 事例 总 数 为 n, 第 j 个 区 间 出 现 7 个 事例 (j=1,2,…,!) 的 联合 
分 布 等 于 多 项 分 布 概率 和 泊 松 分 布 概率 的 乘积 
Р(н,п,,.-*,пьп)=М (г;п,р)-Р(п;4) 
a: > А"ег^. 


= л 9? 
ТИИ 
д!іљ п! 


HT) p, = 13 r=n, 上 式 可 改写 为 
=] 


j=l j 


Р 
Рл) Чар) е 出 
1: 


ЕЕ )* ep Ме рі)" е^" | (4.4.4) 
r,! п! 
= Р(л;Ар):Р(њ;Арз)---Р(п:Ар), 


即 联合 分 布 等 于 ! 个 泊 松 分 布 的 乘积 ， 上 式 表明 ， 在 包含 ! 个 子 区 间 的 直方 图 中 ， 
如 果 总 的 事例 数 n 不 是 常数 而 是 一 个 泊 松 变量 ， 则 每 一 子 区 间 中 的 事例 数 
rj,j=1,2,…,1 可 认为 是 相互 独立 的 泊 松 变量 .于 是 在 每 个 子 区 间 中 有 


E(r,)=V(r,)=4pj = r;, j=1,2,-... 1. 


这 一 结果 与 式 (4.2.5) 相 同 . 
L 
НН ГАТ, 914 nn n RAEN, 7) 7 是 均值 为 4 的 


jal 


泊 松 变量 时 ， 这 /个 变量 是 互相 独立 的 泊 松 变量 ， 其 均值 为 4p), j=1,2,…,l. 


45 复合 泊 松 分 布 


设 直 2 六 是 于 个 独立 的 泊 松 变量 ,它们 的 均值 都 等 于 ;进一步 假定 服从 
均值 y= м 的 泊 松 分 布 ， 要 求 随机 变量 
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r= Sr (4.5.1) 
i=l 
的 分 布 . 
根据 上 述 假设 知 
Ри, Pe) 
利用 全 概率 公式 得 


n 个 独立 的 泊 松 变量 之 和 仍 是 泊 松 变量 ， 其 均值 等 于 各 泊 松 变量 均值 之 和 ， 即 
p| r= узи |= Pin hukipuna ВАА, КУЗЯ, 
i=] 


P(r)= È ony em (twe) | г=0,1,.... (4.5.2) 
该 分 布 的 性 质 列举 如 下 : 
均值 
E(r)= vu, 
方差 | 
У (г) = ш(1+ и), (4.5.3) 
概率 母 函数 
G(Z,1)=exp(Ue t — Ar) (4.5.4) 


复合 泊 松 分 布 可 作 进 一 步 的 推广 ， 设 ,5,…, 是 个 独立 的 同 分 布 随 机 变 
量 ,均值 都 等 于 /4 ; 而 A 服从 均值 v= 的 泊 松 分 布 ， 则 随机 变量 >= 》 АЖЕ 
i=l 
广 的 复合 泊 松 分 布 ， 其 概率 表示 为 


u Ў пиу), г=0,1,--., (4.5.5) 
n=0 i=] š 
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其 中 P(r- Èru АЕ в И т (O 
= 


п BRRR 8(2)) 
6(2,1)=ехр[ Atg(Z)- 4: |, (4.5.6) 


式 (4.5.4) 和 式 (4.5.6) 所 示 的 函数 具有 因子 化 性 质 | 
6(2,1 +,)=С6(2,1):С(2,2,). (4.5.7) 


G(Z,t) 中 的 变量 1 标志 着 泊 松 过 程 中 的 时 间或 空间 间隔 ，G(Z,t) 对 应 的 随机 变量 
表示 泊 松 过 程 在 间隔 + 中 的 概率 贡献 ， 因 此 ， 复 合 泊 松 分 布 概率 母 函 数 的 因子 化 
性 质 表 示 ， 非 重 和 的 区 间 4,ts 对 概率 的 贡献 是 相互 独立 的 ( 见 2.6 15). 

复合 泊 松 分 布 在 核 物理 、 遗 传 学 、 生 态 学 和 排队 论 中 有 广泛 的 应 用 ， 它 描述 
的 是 一 种 链 式 的 随机 过 程 : 第 一 代 随 机 过 程 的 产物 本 身 又 能 导致 新 一 代 的 随机 过 
程 ， 核 物理 中 的 链 式 反应 是 一 个 典型 的 例子 . 


例 4.13 云 室 中 沿 粒子 径 迹 液 滴 数 的 分 布 


带电 粒子 与 云 室 中 液体 的 相互 作用 使 得 沿 粒子 运动 路 径 形成 一 连 串 的 小 液 
滴 ， 对 液 滴 形 成 机 制 的 研究 表明 叫 ] ,带电 粒子 在 运动 过 程 中 发 生 一 连 串 的 “基本 
散射 ”事件 ， 事 件数 服从 泊 松 分 布 . 


在 每 一 基本 散射 事件 中 形成 的 液 滴 数 目 亦 服从 泊 松 分 布 ， 假 定 在 给 定 径 迹 长 
度 ! 中 ， 基 本 散射 事件 数 的 均值 为 w ， 而 每 一 散射 事件 形成 的 液 滴 数 均值 为 x, 则 


在 长 度 ! 中 观测 到 -个 液 滴 的 概率 由 复合 泊 松 分 布 给 出 
(и) Š= (nay |) r=1,2,--.. 


n=0 
若 将 该 径 迹 长 度 ! 分 成 互 不 重奏 的 两 段 4 Tü1,,1=1 +1,, НВ АРЬЕ 
质 立 即 知道 ， 在 4 和 总 中 的 液 滴 厂 和 五 都 服从 复合 泊 松 分 布 ， 而 且 相互 独立 ， 只 
ДЕВИН и Я и, = uh 111 =1,2 代替 而 已 . 
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本 节 简 略 地 介绍 在 概率 统计 中 占有 重要 地 位 的 其 他 一 些 离散 分 布 一 一 几何 分 
布 、 负 二 项 分 布 和 超 几 何 分 布 . 
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1) 几何 分 布 
设 在 一 次 伯 努 利 试验 中 事件 4 出 现 的 概率 等 于 р, 作 一 系列 独立 的 伯 努 利 试 


验 ， 事件 4 首次 出 现 的 试验 次 数 记 为 r, 则 7 为 随机 变量 ， 它 所 服从 的 分 布 称 为 几 
Эњ. 其 性 质 列举 如 下 : 
分 布 概率 g(r;p)=p(1-p)™, 0<cpclr=12…， 


均值 E(r)= p` 

方差 V(r)=(1- p)! p° 

偏 度 у =(2- р)/(1- р)”, (4.6.1) 
峰 度 у; = (р? s р), 


概率 母 函 数 6(2)=- (В T 


р=0.2,0.4,0.6 的 几何 分 布 见 图 4.5 中 k=1 的 图 形 . 

几何 分 布 还 具有 无 记忆 性 的 特殊 性 质 ， 假 定 在 前 т 次 伯 努 利 试验 中 没有 出 现 
事件 4, 那 么 在 此 后 的 伯 努 利 试验 中 , 事件 4 首次 出 现 的 试验 次 数 仍然 服从 几何 分 
布 ， 与 前 面 的 试验 次 数 m 无 关 ， 形 象 地 说 ,好像 把 过 去 的 经 历 完全 “遗忘 ”了 

2) 负 二 项 分 布 

负 二 项 分 布 也 称 为 帕斯卡 (Pascal) 分 布 . 考虑 重复 的 独立 伯 努 利 试验 , 在 第 
次 试验 中 事件 4 出 现 第 上 次 ， 则 随机 变量 ~ 服从 负 二 项 分 布 ， 其 性 质 列举 如 下 : 


分 布 概率 В (r;p)= a 中 (1- p) ти O<p<l,r=k,k +1,--:, 
均值 Е(г)=К/р, 


方差 V(r)=k(1- p)/ p°, (4.6.2) 
偏 度 и =(2- p)! (1 p), 
峰 度 у = (p: -6p+6)k(1- р), 


概率 母 函 数 ве) 25 


将 上 式 与 式 (4.6.1) 对 比 可 见 ，k=1 的 负 二 项 分 布 即 是 几何 分 布 ， 它 可 以 视 为 
几何 分 布 的 一 种 推广 . 

若 在 一 系列 独立 的 伯 努 利 试验 中 出 现 了 第 上 次 成 功 ( 即 事件 4 ), 其 中 失败 的 次 
数 记 为 *， 则 s 亦 是 随机 变量 .可 以 证 明 ，s 服从 的 概率 分 布 为 
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图 4.5 KEk, p 值 的 负 二 项 分 布 ,， k=1 相应 于 几何 分 布 


a(sp)-[ 


k-1 I 
gi рав? 0<р«1,5=1,2,:::. (4.6.3) 
5 


该 分 布 的 均值 比 负 二 项 分 布 均值 小 k 


Е(з)=- 5-6, (4.6.4) 
p 


而 方差 和 高 阶 矩 与 负 二 项 分 布 的 对 应 量 相同 . 
负 二 项 分 布 的 图 如 图 4.5 所 示 . 
3) 超 几何 分 布 
ИН N 个 元 素 , 其 中 ca 个 元 素 表示 事件 A (成 功 ), 其 余 N -a 个 元 素 表示 事件 
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4 (失败 )， 当 对 这 М 个 元 素 作 不 放 回 的 n 次 随机 抽样 (随机 抽样 的 概念 见 6.1 节 的 
БНО), 这 次 抽样 中 包含 7 次 成 功 、n -r+ 次 失败 的 概率 称 为 超 几 何 分 布 ， 它 的 分 
布 概率 、 均 值 和 方差 分 别 为 


N-a\a N А 
намо) = | yl } г=0, 1,2, .-., тика, п), 
п-ғ г п 


EG) =", N-n A -2) (4.6.5) 
N N-1 N 


超 几 何 分 布 与 二 项 分 布 相 比较 ， 其 基本 区 别 之 一 在 于 前 者 是 不 放 回 抽样 而 后 
者 是 放 回 抽样 ， 在 抽样 结果 只 有 成 功 和 失败 两 种 这 一 点 上 是 一 致 的 ， 当 抽样 次 数 
п« МЕ}, X n KERARI E N 个 元 素 的 分 布 改变 很 少 ， 这 样 超 几 何 分 布 
可 用 二 项 分 布 作为 近似 ， 二 项 分 布 的 参数 为 n 和 p=alN. 
P(r;N,n,a)z B(r;n, р), 


a 


n< N, PEN (4.6.6) 
其 均值 根据 二 项 分 布 的 公式 为 
na 
E(r)=np = у’ 
(4.6.7) 


па а 
У(г) = пра - р) = |1“ | 
(7) = np(] — р) N ( z) 


与 超 几 何 分 布 的 均值 、 方 差 公 式 (4.6.5) 相 比 ， 均 值 表达 式 相同 ， 方 差 只 差 一 个 因 
T.(N-n)/((N –1), í N 2 n Bf, SARER CT 1. 
在 实际 抽样 时 ， 大 多 运用 不 放 回 抽样 ， 只 要 满足 4<<N 的 条 件 ， 就 可 利用 二 
项 分 布 作为 近似 ， 以 避免 超 几 何 概率 分 布 的 繁复 计算 . 
超 几何 分 布 可 作 进一步 推广 ， 设 N 个 元 素 可 分 为 上 种 事件 4 ， 属 于 事件 A, 
k 
的 元 素 有 Ga; 个，i=1,2,…,k,》,a; =N. 对 这 NN 个 元 素 作 n 次 不 放 回 的 随机 抽样 , 事 


i=1 


ЕА НЭН r G =1,2,....k) 是 随机 变量 ， 它 服从 推广 的 超 几 何 分 布 
P(rix.za)=[]|* ]/ r, =0,1,---,min(a;,n), 


k k 
>: = n, | >a, = N. (4.6.8) 
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当 n < N ,推广 的 超 几何 分 布 近似 于 p, = 的 多 项 分 布 . 


举 一 个 推广 的 超 几何 分 布 应 用 的 例子 . 设 对 10 个 人 的 血型 检验 的 结果 是 О 
ЖЗЛ, A 型 4 人 , B 型 3 人， 从 中 随机 地 抽取 5 个 人 的 血液 , 问 得 到 OO 型 1 人 ， 
A 型 、B 型 各 2 人 的 概率 多 大 . 

本 例 中 N=10, п=5, қ =1, r, =2, в=2, а =3, а, =4, @3=3. 将 这 些 数字 代 


人 式 (4.6.8) 得 
125 
ТЖ _ 12.2) 3 
P(1,2,2;10,5;3,4,3)= TET 
p 
47 均匀 分 布 
从 本 节 开 始 将 讨论 几 种 重要 的 连续 分 布 . 
设 随机 变量 X 的 概率 密度 可 表示 为 
1 
понт AREN (4.7.1) 
0, 其 他 ， 


则 称 天 服从 [o, 5] 区 间 内 的 均匀 分 布 ， 它 的 累积 分 布 函数 为 


0, Х <а, 
Е(х)=1-“, а<х<ь, (4.7.2) 
b-a 
l, X >b. 


JAD 和 F(x) 的 形状 如 图 4.6 所 示 ， 容 易 算 出 均匀 分 布 的 数字 特征 


E(X)= f'(i, 


2 


Sf я _ (6-а) 
v(x)= | [х-Е(х)] (дак = Е 


у =0, yı =-1.2. (4.7.3) 
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图 4.6 均匀 分 布 的 概率 密度 fx) 和 累积 分 布 函 数 F(x) 
f(x) 对 于 均值 E(X) 是 对 称 的 ， 因而 所 有 奇数 阶 中 心 矩 等 于 0， 偶数 阶 中 心 甜 


мы = [E(x)] лода 


2k 
el (5°) l k=0,1,.…. (4.7.4) 
2k+1\ 2 


均匀 分 布 的 特征 函数 
_ et? Z ela 


eus it(b-a). 


(4.7.5) 


均匀 分 布 是 最 简单 的 连续 随机 变量 , 它 表示 在 区 间 [ab] 内 任意 等 长 度 区 间 内 


事件 出 现 的 概率 相同 这 样 一 种 分 布 ， 数 字 计 算 中 的 舍 人 误差 、 时 钟 任 一 指针 的 角 
度 值 都 是 均匀 分 布 的 例子 ， 它 的 计算 极其 简单 ， 但 是 如 下 的 一 个 重要 性 质 使 得 均 
匀 分 布 具有 广泛 的 应 用 : 任何 连续 随机 变量 的 概率 密度 经 过 适当 的 变换 都 可 转变 
为 [0 区 间 的 均匀 分 布 . 

设 任意 连续 随机 变量 了 的 概率 密度 为 g(y), 令 


x=G(y)= f” (04, (4.7.6) 


即 x 为 随机 变量 7 的 累积 分 布 函 数 . x 可 考虑 为 一 随机 变量 ,， 它 是 y 的 函数 ， 根 
据 随机 变量 的 函数 的 概率 密度 公式 (2.3.3)，x 的 概率 密度 为 


8) 


Р(х) =1 正 是 [0,1] 区 间 均 匀 分 布 的 概率 密度 ， 因 此 ，x( 即 任意 连续 随机 变量 的 累 


(в) = 80) 80) [48 |1 
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积分 布 函 数 ) 服 从 [0,1] 区 间 的 均匀 分 布 ， 这 一 性 质 广泛 运用 于 蒙特 卡 罗 计 算 ( 见 第 
十 四 章 )， 


48 指数 分 布 
设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 
ооу |де, x>0, 
sta] 0 ас (4.8.1) 


其 中 4 是 大 于 0 的 常数 ， 于 是 称 X 为 服从 参数 4 的 指数 分 布 ， 它 的 其 他 性 质 为 : 
累积 分 布 F(x)=1-e*， 


1 
均值 E(X)=— 
方差 у(х)=-т, 
偏 度 п =2, 

峰 度 Уз = 6, 


大 阶 中 心 矩 љ = Е[х- Е(Х)] = Эа м F 


特征 函数  o(t)= (1-5) I (4.8.2) 


指数 分 布 可 以 描述 许多 物理 现象 ， 特 别 是 它 与 泊 松 过 程 有 紧密 的 联系 ， 泊 松 
过 程 中 两 次 相继 发 生 的 事件 之 间 的 (时 间 、 空 间 ) 间 隔 服从 指数 分 布 . 


例 4.14 泡 室 中 粒子 径 迹 气泡 间 的 距离 分 布 


在 例 4.6 +, 我 们 讨论 了 泡 室 中 长 度 1 的 粒子 径 迹 产生 n 个 气泡 的 概率 .现在 
将 问题 改变 为 求 两 个 气泡 之 间 的 距离 等 于 1 时 的 概率 表达 式 . 

给 定 某 一 原点 位 置 ， 考 虑 距离 该 点 ! 处 出 现 第 一 个 气泡 的 概率 .因为 在 间隔 
[4L+AL] 内 出 现 第 一 个 气泡 等 价 于 在 [0,! ] 内 不 出 现 气泡 而 [1,1+Al] 内 出 现 一 个 气 
泡 ,根据 泊 松 假设 ( 见 4.3 节 ), 这 两 个 事件 相互 独立 , 故此 两 个 独立 事件 同时 出 现 
的 联合 概率 是 独立 事件 概率 的 乘积 , CFF gA- e ( 见 例 4.6). 因此 , 在 位 置 ! 处 
单位 长 度 内 出 现 第 一 个 气泡 的 概率 ( 即 概率 密度 ) 为 


f(l)=ge#, 0<1<o， (4.8.3) 
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其 中 8 是 单位 径 迹 长 度 内 的 平均 气泡 数目 . 

位 置 原点 的 选择 是 任意 的 ， 可 以 把 任意 一 个 气泡 出 现 的 位 置 作为 下 一 个 气泡 
出 现 位 置 的 原点 ， 相 邻 两 个 气泡 间距 离 分 布 仍然 是 式 (4.8.3) 所 示 的 指数 分 布 ， 该 
性 质 称 为 指数 分 布 的 无 记忆 性 ， 这 时 ， 式 (4.8.3) 应 解释 为 粒子 径 迹 上 两 个 相 邻 气 
泡 间 距离 等 于 ! 的 概率 密度 函数 ， 这 就 是 我 们 要 解 的 问题 . 

两 个 相 邻 气泡 间距 离 <1 的 概率 由 累积 分 布 消 数 给 出 


Е(1) = f(r= 1- em; (4.8.4) 


两 相 邻 气泡 间距 离 >! 的 概率 显然 是 
I-F(I) =e"; (4.8.5) 


两 相 邻 气泡 间 的 平均 距离 则 为 


Е(І)= Ја = Г gle-adi = ” (4.8.6) 
该 结果 与 问题 的 原 假设 相 一 致 : 单位 距离 内 的 气泡 平均 数 等 于 g. 
以 上 结论 是 在 假定 气泡 大 小 可 以 忽略 的 情况 下 导出 的 . 若 气 泡 大 小 不 可 忽略 ， 
但 可 认为 是 直径 同 为 a 的 小 球 ， 则 相 邻 两 个 气泡 间 的 间隙 x=1-d 的 分 布 也 可 用 
指数 分 布 表示 


f(x)=ge2#, О<х<ә. 


例 4.15 两 次 相继 的 核 事变 之 间 时 间 间 隔 的 分 布 


由 例 4.6、 例 4.7 的 讨论 知道 ， 两 次 相继 的 核 误 变 之 间 时 间 间 隔 的 分 布 与 上 例 中 
相 邻 气泡 间距 离 分 布 的 推导 是 一 致 的 . 上 例 中 的 距离 间隔 1 相应 于 时 间 间 隔 t , 单位 
距离 内 的 气泡 平均 数 8 相应 于 单位 时 间 内 的 核 误 变 平均 次 数 4 一 一 核 物 理 中 称 为 
衰变 常数 。 于 是 对 核 衰 变现 象 ， 相 继 的 两 次 衰变 间 时 间 间 隔 + 的 概率 密度 函数 为 


f(t)=40¥,  O<t<o, (4.8.7) 


1 的 平均 值 ( 称 为 核 的 平均 寿命 7 ) 等 于 
1 


P (4.8.8) 


т=Е(!)= 
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两 次 衰变 间 时 间 间 隔 >t( 即 在 1 内 不 发 生 任何 衰变 ) 的 概率 是 
1-Е(1)=е*. (4.8.9) 


这 些 公 式 同样 反映 了 指数 分 布 的 无 记忆 性 ， 即 分 布 概率 的 表达 式 与 时 间 原 点 的 选 
择 无 关 ， 这 一 性 质 在 实际 问题 中 极为 重要 ， 它 使 得 我 们 能 够 在 任何 时 刻 测 量 不 稳 
定 核 的 平均 寿命 r+. BEERA ANO) 个 不 稳定 核 ， 若 N 充分 大 ， 在 时 刻 
T (> T.) 由 式 (4.8.9) 立 即 知道 不 稳定 核 个 数 N, (7,) 5 


м, (Т,) = Ni (Те, 


将 М, м 对 时 间 求 导数 ， 移 项 后 ， 得 


№: / 41 _ -a(n-7) 
dN, /di | 
于 是 得 到 平均 寿命 + 的 表达 式 
А=т! = Ж UE In Са 
了 -了 \dN,/dt) 


dN /di 为 单位 时 间 内 核 衰变 的 次 数 ， 称 为 核 衰变 率 ， 因 此 ， 用 核 探测 器 测量 任意 
两 时 刻 九 , 刀 的 核 误 变 率 ， 即 可 求 出 核 的 平均 寿命 . 


49 Ша 
设 随 机 变量 X 的 概率 密度 函数 可 表示 为 


ба, в) туе", а,В>0, О<х<о, (4.9.1) 
а,В 为 正常 数 ， 则 称 X 服从 参数 a,B 的 其 马 分 布 (Gamma distribution). 它 的 其 他 
性 质 列举 如 下 : 
均值 E(X)=a/p, 
方差 V(X)=@/p’, 
偏 度 л -元 ， (49.2) 


峰 度 =. 
а 
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特征 函数  olt)=(1-it/ py". 
式 (4.9.1) 中 的 六 (w) 是 伽 马 函 数 ， 爷 马 分 布 的 名 称 即 来 源 于 此 它 的 显著 表达 
式 为 


Г(а) = | "e ay, a > 0, 
它 有 以 下 性 质 : 
Fr(D=L1  T(1/2)=vV7, 
Г(а)=(а-1)Г(а –1), 


Г(п)=(п-1)!, п МЕЖ 


r[ 1]. x (4.9.3) 


2" 


伽 马 分 布 的 概率 密度 函数 见 图 4.7. Ча <1, 函数 单调 下 降 ; a >1, 概率 密度 
ЗН, ЖЕЛЕ х = (а -1)/ 8 А. 


图 4.7 ШОЛИ ЖИ, ШЕВА, В, С, D, Е, F 
分 别 对 应 于 c 值 0.5, 1, 1.5, 2,3,4 


ОТ И (а =1) 的 特例 ; 参数 6 =1/2, а=у/2 (v KERHOR i 


马 分 布 即 为 自由 度 为 v 的 x? 分布, 后 者 将 在 4.14 节 进 行 讨论 ，a SECOM 
马 分 布 称 为 厄 兰 分 布 (Erlangian distribution)， 它 的 概率 密度 由 式 (4.9.1) 和 式 (4.9.3) 
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求 得 ( 令 4=p) 
A 
кл) т е 4>0Kk=12…,0<t<o. (4.9.4) 


这 种 分 布 可 以 从 泊 松 假设 推导 出 来 ， 因 而 可 描述 泊 松 随机 过 程 . 

为 确定 起 见 ， 我 们 考虑 描述 时 间 上 随机 发 生 的 过 程 ， 设 事件 的 发 生 服 从 泊 松 
假设 ，4 为 单位 时 间 内 发 生 的 事件 (如 核 误 变 ) 平 均 数 ， 于 是 时 间 间 隔 t 内 发 生 r 个 
事件 的 概率 服从 泊 松 分 布 


P,(t; 4) =L (Aye. 
г: 


这 里 > 是 个 随机 变量 ， 现 在 我 们 要 求 出 现 上 个 事例 k 是 某 个 正 整数 常数 ) 的 时 间 间 
WW 的 规律 ,也 就 是 说 , 用 + 表示 泊 松 过 程 中 出 现 k 个 事件 的 时 间 间 隔 ， 求 随机 变 
量 1 的 分 布 ， 在 泊 松 过 程 中 ， 在 + 内 出 现 0，1，…,k -1 个 事件 的 总 概率 是 

к] (At) 


Уве А) и 


r=0 


因而 在 1 内 出 现 >k 个 事例 的 概率 为 


Рак, А) = 


г=0 


通过 数学 推导 ， 上 式 右边 的 求 和 项 可 写成 积分 形式 


ы(м)'е е^ 
г! ; 


s. - = le" z 


& r (k-11)! `” 


于 是 有 


4 zk le-z 
FG;k,4)=1- J: к ај а 


作 变 量 代 换 z=4?, 得 


t At ye 


Fek A= f а= | лок. (4.9.5) 


可 见 ，F(t;k,4) 正 是 厄 兰 累积 分 布 函数 . РН, РОК, A) RR f fE t RHB k 4-3 
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件 的 概率 密度 函数 .考虑 到 泊 松 过 程 中 时 间 人 (或 空间 ) 原 点 的 选择 是 任意 的 ， 所 以 
f(t;k,4) 实际 上 表示 第 i 个 事件 与 第 kti 个 事件 (相隔 k 个 事件 ) 之 间 的 时 间 ( 或 空间 ) 


间隔 的 分 布 ， 厄 兰 分 布 的 均值 和 方差 容易 求 出 
Е()= кА,  УФ=ЕА”. (4.9.6) 


与 式 (4.8.8) 比 较 可 知 , 它 的 均值 恰好 是 泊 松 过 程 中 两 相继 事件 间 的 时 间 间 隔 4 的 
К. 


例 4.16 成 批 数据 的 计算 机 在 线 处 理 


当前 的 许多 物理 实验 常常 需要 长 时 间 连 续 运 行 , 研究 不 断 出 现 的 感 兴趣 事例 ， 
而 每 个 事例 通常 包含 一 批 实验 数据 ， 例 如 ， 利 用 加 速 器 粒子 流 育 击 靶 产生 某 种 粒 
子 反应 ， 该 反应 需要 用 各 种 信息 ( 末 态 粒子 种 类 、 个 数 、 动 量 、 能 量 、 飞 行 方向 等 ) 
来 描述 ， 即 用 一 组 固定 的 物理 量 数据 描述 该 事例 ， 这 种 大 数据 量 、 长 期 运行 的 实 
验 数据 获取 和 处 理 要 用 在 线 计算 机 来 完成 ， 其 工作 方式 如 此 : 一 批 批 数据 首先 储 
存在 计算 机 的 缓冲 器 中 ， 然 后 再 转移 到 中 央 处 理 器 (CPU) 进 行 处 理 ， 如果 缓 冲 器 
已 被 前 面 事例 的 数据 占 满 ， 同 时 又 有 新 事例 的 数据 等 待 输入 ， 那 么 缓冲 器 被 清 零 
(缓冲 器 内 数据 丢失 )， 重 新 输入 新 的 数据 ， 现 在 要 问 ， 在 实验 长 期 运行 时 如 何 计 
算 丢 失事 例 的 比例 . 

本 问题 的 三 个 要 素 是 事例 (数据 ) 产 生 速率 , 计算 机 运算 速度 和 缓冲 器 容量 . 设 
各 事例 的 产生 符合 泊 松 假设 ， 事 例 产生 的 平均 速率 是 每 秒 4 个 ， 缓 冲 器 容量 等 于 
k 个 事例 的 数据 量 ， 计 算 机 在 T 秒 内 能 处 理 k 个 事例 .进一步 假定 缓冲 器 的 清 零 
时 间 和 数据 从 缓冲 器 到 中 央 处 理 器 的 转移 时 间 可 以 忽略 . 

在 这 些 假定 下 ,缓冲 器 内 包含 j 个 事例 数据 的 时 间 间 隔 上 的 分 布 由 厄 兰 分 布 给 
出 . 被 丢失 的 事例 的 比例 F(T) 相当 于 在 时 间 间 隔 了 内 缓冲 器 包含 >K 个 事例 数据 


的 概率 ， 即 


ы А £ д -Àt 
F(T)= ] ft:k, а = Í, TET 


( 见 式 (4.9.5) 的 推导 过 程 ) 给 定 事例 平均 产生 率 4 =0.5/ 5, 缓冲 器 容量 k=10, 计算 
机 每 秒 可 处 理 一 个 事例 即 T=10s. 这 时 厄 兰 分 布 等 同 于 自由 度 v=2k=20 的 好 分 布 ， 
从 累积 x 分 布 (图 4.17) 可 以 查 到 F(T) = 0.03, 即 约 3% 的 事例 将 被 丢失 . 
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410 正 态 分 布 
设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 


е-и) 
е 20°, —co < х < co, (4.10.1) 


= №и,о?) = 
fœ Тч 


其 中 /为 实数 , o 为 大 于 0 的 实数 , ХАЖ ис 的 正 态 分 布 或 高 斯 分 布 . 下 
面 列 出 正 态 分 布 的 分 布 函数 、 特 征 函 数 和 数字 特征 : 


1 х — 
F(x) =—— 20 dt, 4.10.2 
= [Е (4.10.2) 
р 15 
pO=exp [itp Год | (4.10.3) 
Е(Х) = и, (4.10.4) 
V(X)=0°, (4.10.5) 
И = у =0. (4.10.6) 
奇数 阶 和 侦 数 阶 中 心 矩 为 
Hk+ =0 

(2k)! k =0,1,2, ---. (4.10.7) 

Hak < 2 т 


利用 特征 函数 可 以 证 明 ， 正 态 分 布 的 原点 矩 和 fir DE д, Z 88 РЕЯ: 


d 
Ш = O” Иа + O? = 
ы к =0,1,---. (4.10.8) 


Аа = Ан +(о? 一 2), +o 94, 
іс 


图 4.8 是 正 态 分 布 的 图 形 ， 不 同 的 曲线 对 应 于 不 同 的 标准 差 c 值 ， 正 态 概率 
密度 对 于 其 均值 x= 为 对 称 ， 且 在 该 点 概率 密度 达到 极 大 
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1 
A a 
Яр 越 远 ， 概 率 密度 越 小 ， 正 态 曲 线 在 = u to 处 有 拐点 . 


|= | 
AA 
mp AR 


x 


94.8 正 态 分 布 概率 密度 М, o?) 


(4.10.9) 


如 果 固 定 o 而 改变 4 , 则 f(x) 曲线 沿 x 轴 平移 但 形状 不 变 ， 所 以 概率 密度 曲 
线 的 位 置 完全 由 均值 4 决定 ; 反之 , 车 固定 4 改变 go ， 则 曲线 对 称 中 心 不 变 而 形 
状 发 生变 化 ，o 越 小 曲线 越 尖锐 ，o 越 大 则 图 形 越 平 缓 ， 可 见 曲线 的 尖锐 程度 完 


全 由 标准 差 o 决定 . 


实验 测量 中 常用 到 分 布 曲线 的 半 峰 宽度 (full width at half maximum, FWHM) 
概念 ， 它 指 的 是 分 布 曲线 峰值 一 半 的 两 点 间 的 宽度 ， 若 分 布 曲线 是 正 态 曲线 ， 半 


峰值 位 于 x= zl ， 则 有 
2 
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解 得 
x, = #+to2In2, 
2 


故 有 
FWHM= ovV8ln2 = 2.3550. (4.10.10) 


这 一 关系 在 实验 测量 中 经 常用 到 . 
设 Xi,(i=1,2…,n) 为 n 个 相互 独立 的 正 态 变量 ， 则 它们 的 线性 和 


Х = >a,X, 
il 
也 服从 正 态 分 布 ， 其 均值 和 方差 分 别 是 
Ba S aii а? = 5,420}. (4.10.11) 
i=l i=} 


这 一 性 质 称 为 正 态 变量 的 加 法 定理 . 
证 明 aX; 的 特征 函数 根据 式 (4.10.2) 知 


Pax, (t) = expl irma Е А! 


由 于 X Х,,---.Х, 相互 独立 ， 故 的 特征 函数 为 
о» (= оа) евна -Seto | 
i=l i 


i=l 


= оона рбет) 
i=] i=l 
与 式 (4.10.2) 对 比 立 即 可 知 , X 服从 正 态 分 布 N{A,a?), p07 如 式 (4.10.11) 所 示 . 定 
理 得 证 . 
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A=0c=1! 的 正 态 分 布 W(0,1) 称 为 标准 正 态 分 布 ， 其 概率 密度 和 累积 分 布 函 
数 为 


в) Be" (4.10.12) 
T 
Ф 23 l š -1/2 
Or [° dt. (4.10.13) 
对 任意 正 态 随机 变量 X ~ N (Jk,0”) 作 变换 
y] Ë (4.10.14) 
o 


Y 就 成 为 标准 正 态 随机 变量 . 图 4.9 是 标准 正 态 分 布 的 g(x) Я Ф(х) 的 曲线 ,它们 
的 数值 分 别 见 附 表 5 和 附 表 6. 


图 4.9 标准 正 态 分 布 的 概率 密度 Kx) 和 累积 分 布 函 数 AXx) 
(а) ф(х) = Е Ф(х) = Г. zl- zh 
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分 布 函数 D(x) 表示 标 准 正 态 变量 X 取 值 小 于 x 的 概率 
Р(Х <х)=Ф(х), 


所 以 X 落 在 任意 区 域 (x,x) 内 的 概率 为 


Р(х < X <x)= об) @(x)- @(x). (4.10.15) 
由 概率 密度 g(x) 的 对 称 性 得 知 
Ф(-х)+Ф(х)=1, (4.10.16) 
因此 ， 对 x>0 有 
P(|X|< x) = wj =2Ф(х)-1. (4.10.17) 


对 于 一 般 的 正 态 随机 变量 X ~ Np,0”), 作 式 (4.10.14) 的 变量 代 换 ， 得 


_ (ay. 


Уло .~ (4.10.18) 
1 (= -> (=#) 
=— | бе 24у=Ф 
=Í: s 7 Год 
于 是 有 
i (х-и) 
Р(х < X < x,)= 27 Ах 
(a<x<x)=|" >= 
-o[ 2 -ol (4.10.19) 
Гед Год 


WS x, = д+по, х = ипо, WA 


po p a 
Р(и-по < X < u+no)= | —— 2 dx 
и-пс NINO 


=Ф(п)-Ф(-п). (4.10.20) 


上 式 表 示 服 从 正 态 分 布 (u0) 的 随机 变量 X 落 人 其 均值 и Е tno (2 个 标准 
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离 差 ) 区 域内 的 概率 很 容易 用 @ АТРИ: Ж. 
第 五 章 我 们 将 指明 ， 在 大 量 实际 测量 中 ， 测 量 值 对 于 真 值 的 偏离 服从 或 近似 

地 服从 正 态 分 布 ， 测 量 的 平均 值 接近 于 真 值 ( 正 态 分 布 的 数学 期 望 ) 因此 ， 正 态 
分 布 的 标准 差 通常 用 来 表示 测量 的 误差 . 正 态 变量 落 在 At+wnc 区 域内 的 概率 便 有 
了 实际 的 重要 性 ， 特 别 是 

P{A-a< X <u+o} = 68.3%, 

P{u -20 < X < u+20}=95.5%, 

P{u -30 < X < u +30} x 99.7%, (4.10.21) 


可 见 ， 随 机 变量 落 在 4+t3c 区 域内 的 概率 几乎 达到 100%， 这 表明 ， 如 果 被 测 的 
实验 量 服从 正 态 分 布 ， 则 几乎 可 以 肯定 ， 它 的 真 值 落 在 w+3c 区 域 之 内 ， 这 就 是 


实验 物理 中 普遍 使 用 的 3c 规则 (图 4.10). 


图 4.10 正 态 随 机 变量 取 值 落 在 区 间 uto, + 2G, и+30 的 概率 
虚线 表示 概率 等 于 0.90 和 0.95 相应 的 区 间 , 对 于 均值 /为 对 称 


在 2.4 节 中 我 们 已 经 提 到 ， 若 对 随机 变量 的 分 布 不 了 解 时 ， 可 用 切 比 雪夫 不 
等 式 来 估计 随机 变量 的 取 值 与 其 均值 的 离 差 小 于 no 的 概率 ， 特 别 是 
PÍu-2o < X < u+20}> 25%, 
P{u-30 < X < n+3o] > 88.9%, 
Р{р-4с<Х < и+4с) > 93.8%. 


与 式 (4.10.21) 对 比 ， 显 然 切 比 雪夫 不 等 式 对 于 真 值 4 ЮНЕ 82. Н, 
若 已 知 测量 值 的 分 布 服从 正 态 分 布 ， 利用 式 (4.10.21) 能 给 出 真 值 的 较 精确 的 表述 . 

下 面 引 和 人 标准 正 态 函数 的 上 侧 < 分 位 数 和 双 侧 a 分 位 数 的 概念 ， 设 
X ~N(0,1), 称 满足 
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P(X >z,)=a, 0<а<! 
的 点 zo 为 标准 正 态 分 布 的 上 侧 а 分 位 数 ， 满 足 


P(|X|> з) =а 
Р(-22 <X < 2) =1-а 


或 | 0<а<! 


的 点 an а 分 位 数 (图 4.11)， 由 于 


P(X>z,)=1-P(X <z,)=1-@(z,), 


故 式 (4.10.22) 相 当 于 


双 侧 a 分 位 数 的 对 应 表达 式 则 为 
(2а) =1-5. 


查阅 附 表 6 rh Ф(х) 的 值 即 可 得 到 <, 和 2. ПЕ а 分 位 数 


za=001 = 2.33, za=0.001 = 3.09; 


双 侧 c 分 位 数 
Za 001 = 2.58, 2а 0001 = 3.29. 
2 2 2 2 
Ф(х) ф(х) 
a2 а ë 
-Zan 0 За? х 0 Za 


图 4.11 标准 正 态 分 布 的 上 侧 cx 分 位 数 IR а Zan 


4.11 二 维 正 态 分 布 
设 二 维 随机 变量 {Xi,X,} 的 联合 概率 密度 为 


. 5. 


(4.10.22) 


(4.10.23) 


(4.10.24) 


(4.10.25) 
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1 = 
Ро) 2 е Яб 
2п010,41- р 


е ЕЕЕ Е 
(1 - о?) a 0; 9 0 
Еф о,о, > 0, |o| <1, — < x,, x, <o, 则 称 变量 {Xo Xa 服从 二 维 正 态 分 布 . 
根据 多 维 随机 变量 特征 函数 的 定义 (3.6.1)， 二 维 正 态 分 布 的 联合 特征 函数 为 


(4.11.1) 


А š Ir. 
e@(n.t,)= сор [им +154) + no y ої 


+(it,) o2 + (1) (1) 2,осо, | (4.11.2) 
随机 变量 ХХ 的 各 阶 原点 矩 可 由 (asta) AEF n, 的 偏 导数 得 到 ( 见 36 节 )， 如 
X, 的 数学 期 望 为 


бх)- 42008) 
On ПЕ!) 
同样 
.O09(11,1,) 
E(X,)=-i— 127 = д». 
(X,)=— r, o А) 
对 于 Х.Х, ИВАН 
. 2 024011,0) 
E(X ,X,)=(—i))2—— 1” 2: = : 
(X,,X,)=(—i) 9601, 22 Hth + 009; 
二 维 正 态 随机 变量 的 协 方差 为 
cov(X,,X,)= E(XIX,)— E(XI)E(X,)= po,o,. (4.11.3) 


现在 求 {X p Xa} 的 边沿 概率 密度 ， 按 定 义 (3.5.6)， 
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j=] f (x, , x; Ах, 


TIE и т т аге р?) 


х А-А 122-2 ? 2р д) = м) | 
(en С; СС; 


由 于 
2 
о). атажан) (агы. AzA) 22-4) 
oA gp A A Aa | h pA] p A, 
е G G; с, Ci g, 
于 是 
1 _(x -41) 
2 
е 2“ 


fx) == 
ыы 2п010,41- р? 
2 
Б -zl [52-65 А-А 
е — - p— | rds. 
* | Га | ? 


ТЕ. (a-p a= A-A) RAER, 则 


С; 


(n-A ў 


20? Г e а 
00 


fx (а) = е 
200; 
A (4.11.4) 
-(-4) 
2 
е 20 = N( m0?) 


ло, 


А, (в) = М(,03). (4.11.5) 


由 此 得 出 结论 ， 二 维 正 态 变量 的 每 一 个 分 量 的 边沿 分 布 都 是 一 维 正 态 变量 ， 其 数 
学 期 望 和 标准 差 由 式 (4.11.10) 中 的 由 ,如 和 m,az 表示 . 
HVX) = о? MVX) = az 代入 相关 系数 的 表达 式 
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_ Cov(X,,X,) Ре 


Dx x, Е М(Х) - У(Х.) СС; 
可 见 式 (4.11.1) 中 的 о 即 为 相关 系数 . 于 是 可 写 出 二 维 正 态 随机 变量 的 协 方差 矩阵 
УЕ 


-1 l оз -Poho f (4.11.6) 
0202 (1- р?) -poloy o? 
这 样 ， 利 用 矩阵 的 符号 ， 式 (4.11.1) 可 改写 为 


1 
имея (8 07У е-и), (4.11.7) 
2л 2 


1 

М 

pa [5а уру mtina. 
x А) 


二 维 正 态 分 布 的 条 件 概率 密度 按 定义 (3.2.4) 可 由 联合 概率 密度 与 边沿 概率 密 
度 之 比 求 出 ， 如 条 件 Xi = 为 下 随机 变量 X, 的 条 件 概率 密度 是 


f(a): 0320) - nf u +022 р(х Е, (4.11.8) 
fx (0) O, 
ЖИ, Х, = RFF X, 的 条 件 概率 密度 为 


Иры) = Na+ оа) (4.11.9) 
2 


因此 ， 条 件 概率 密度 都 是 正 态 函 数 . 
当 相关 系数 p=0, 式 (4.11.1) 和 式 (4.11.2) 简 化 为 


fx) = М№,от): NU ai) = fx (м) fx, 05), (4.11.10) 
inn +L Gr o2 p+ ца, о? 
Ф.) =|е 2 Je 2 (4.11.11) 


二 维 正 态 变 量 的 概率 密度 和 特征 函数 等 于 两 个 一 维 正 态 变量 的 概率 密度 和 特征 函 
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数 的 乘积 ， 这 恰恰 是 两 个 分 量 X X, 相互 独立 的 条 件 ( 参 见 式 (3.1.17))， 因 而 对 正 
态 分 布 而 言 ， 两 个 随机 变量 互 不 相关 等 价 于 相互 独立 ， 这 一 性 质 是 正 态 分 布 所 特 


有 的 . 对 于 一 般 的 分 布 ， 两 个 随机 变量 相关 系数 为 0 并 不 一 定 相互 独立 . 
当 D=0, 协 方差 矩阵 及 其 逆 矩 阵 有 非常 简单 的 形式 


2 2 
0 Мо? 0 
v=- |, yi 7 ; (4.11.12) 
0 o; 


0 1/02 
条 件 概率 化 简 为 
f (zl) =N(zn,o2), (|) = Nop). 


这 是 X , X, 互相 独立 的 自然 结果 . 
由 二 维 正 态 概率 密度 的 表达 式 (4.11.1) 可 知 ， 当 
2 


0-1 ЕЕ: 


р 1- р? с? оз 
-22% А) 一 /4) |_C (常数 ) (4.11.13) 
0,02 


概率 密度 是 常数 ， 该 式 是 1, 元 构成 的 直角 坐标 系 中 的 一 个 椭圆 方程 ， 中 心 在 
X = X, = 这 就 形成 了 一 个 等 概率 椭圆 ， 对 应 于 不 同 的 常数 值 C, 形成 的 等 概 
率 椭圆 的 概率 值 不 相同 , 但 椭圆 中 心 仍 在 (дад) A. 这 一 族 同心 椭圆 称 为 二 维 正 
态 变 量 的 等 概率 椭圆 族 ， 它 们 有 共同 的 主轴 方向 。 因 此 概率 密度 РО) 可 表示 
Я ху, РО, хь) 构成 的 三 维 空间 中 的 一 个 表面 , 如 图 4.12 所 示 . 表面 上 每 一 点 的 
高 度 即 为 Xi = ,X= 民 对 应 的 概率 密度 值 ， 该 表面 与 平面 (wm,%)= A (常数 ) 的 
截 线 是 等 概率 椭圆. 平面 Xi = д, Х = д, 相交 构成 的 直线 OP 为 同心 椭圆 的 主轴 ， 
它 与 概率 密度 表面 (x,%) 的 交点 是 概率 密度 的 极 大 值 


1 
Лох) ах = РОБ) ===. 
"7 i 2п00,{1- р? 


包含 直线 OP 的 任 一 平面 与 该 表面 的 截 线 都 是 正 态 曲 线 ， 为 = 常数 的 平面 与 概率 
表面 的 截 线 相当 于 X = м RFF X, 的 条 件 概率 ， 由 式 (4.11.8) 可 知 是 正 态 曲 线 ， 
它 的 均值 与 常数 值 有关， 但 其 方差 与 x1 值 没有 联系 同样 ，x = 常数 的 平面 与 
概率 表面 的 截 线 也 是 正 态 曲线 ， 由 式 (4.11.9) 表 示 . 


(4.11.14) 
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„Их, хз) 


图 4.12 二 维 正 态 变 量 的 概率 密度 
式 (4.11.13) 中 常数 С 取 为 C=1, 此 时 有 


2 
oi (SS [aza] pi 和 二 二 2а. 1. (4.11.15) 


1-р On С; On ep 


所 对 应 的 等 概率 椭圆 称 为 协 方差 椭圆 ， 它 的 主轴 与 坐标 轴 之 间 的 夹 角 а 可 由 下 式 
求 得 : 


tan 2a = ее (4.11.16) 
-03 


半 长 轴 和 半 短 轴 的 长 度 为 
а д?0?(\-.р?) | 


МЕ P š 
01 cos’ а —2po,c,Sinacosa + o?sin2 а 


Е 010301-р) — (4.11.17) 
от? e + 2роус, ѕіпасоѕо + 0? cos2 а 


图 4.13 Жо, =1,0,=V2 时 ，p=0.7,-0.3,0 的 协 方差 椭圆 ， 对 应 于 不 同 p 值 的 协 
方差 椭圆 都 落 在 中 心 点 (14, 464) ， 边 长 2%,20, 的 长 方形 之 内 ,椭圆 与 长 方形 有 四 
个 点 相 切 ， 在 p=+1 的 情形 下 ， 椭 加 退化 成 长 方形 的 两 条 对 角 线 . 

随机 变量 {X,,X,} 的 值 落 入 等 概率 椭圆 区 域 之 内 的 概率 可 由 积分 
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Јоха, 


表示 ,其 中 А 表示 等 概率 椭圆 内 的 区 域 ， 该 积分 值 等 于 图 4.12 中 二 维 正 态 分 布 密 
度 曲面 下 阴影 部 分 的 体积 . 


Р 4.13 协 方 差 椭圆 
И (Х.Х, 为 二 维 正 态 变量 ， 令 随机 变量 了 为 Xi,X, 的 线性 函数 ， 即 


Y=a X =a,X, +a,X,, 
У 的 特征 函数 gy (1) 可 利用 性 质 (3.6.2) 求 得 ， 立 即 可 知 ， 了 为 一 正 态 变量 
Y~ N (apa +а ша? o? +а20? + 24а,роо,) = Ма" ауа), (4.11.18) 


其 中 中 为 下 的 协 方差 矩阵 ，p 是 于 的 均值 ， 


; 0) 


ESY =a X +a,X,, Y,=bX,+b,X,, 则 随机 向 量 了 = {Y Y) 亦 构成 二 维 正 
态 随机 变量 ， 且 其 边沿 概率 密度 为 
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Л (м) = Naa Va), 
Л, (у) = N(b"u,b"Y b), (4.11.19) 


Y, 与 各 的 协 方差 
cov(Y,,Y,)=a Vb. (4.11.20) 


ША, мау = Ов, у, Y, HEIM. 
特别 当 对 X, X, 作 正 交 变 换 


к= 2A -А X74 а-ы) 
2 а в) 
E as 
2 o, 9 


时 ， 二 维 正 态 随机 变量 Y = (у, 的 联合 概率 密度 等 于 


e(% 3) ер) -= Adi 
U amfi- | 2itp 1-р 


š оа JI aA 
Уж Л+р М2 Д-р ; 
这 表明 ， 攻 ,六 是 相互 独立 的 正 态 变量 . 
作 进 一 步 的 变换 Zi =Y, / i+ p,Z, = 号 /VI- р, Bi 


1 z д 55 


' A +p с, 
РИ АЕК е (4.11.21) 
сарока) 
则 二 维 正 态 随机 变量 Z = (2,,2,) 的 联合 概率 密度 h, о) F 
hfzz)= [== a as (4.11.22) 


可 见 ，2,22> 是 相互 独立 的 标准 正 态 变量 . 这 时 ， 式 (4.11.0 中 的 @ 化 为 
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Q(a.z,)= 22+ 22. 


H 4.14 节 知 ，Q 是 自由 度 为 2 的 ?变量 . 
上 述 变换 性 质 可 用 来 计算 二 维 正 态 变量 在 等 概率 椭圆 包围 的 区 域内 的 概率 量 


Р(0 <С) = || f (x.x ida, (4.11.23) 
Q<C 
利用 变换 式 (4.11.21)， 上 式 化 为 
P(Q<C)= || h(z1,z2 Аа, dz,, (4.11.24) 
Q'<C 


其 中 Q'= 习 + 怠 . 将 上 式 与 式 (4.14.14), 式 (4.14.15) 比 较 可 知 , 它 等 于 自由 度 2 的 x? 
累积 分 布 函 数 

P(Q <C)= F(C;2). (4.11.25) 
这 一 事实 可 表述 如 下 : 在 二 维 正 态 分 布 中 ，Q 服 从 自由 度 2 的 好 分 布 ，C = C 等 


概率 椭圆 区 域内 的 概率 量 等 于 X(2) 分 布 的 累积 分 布 函数 F(C;2) . 
当 常数 C 取 为 1, 4, 9，P(Q < C) 的 值 分 别 为 0.393, 0.865, 0.989( 图 4.17). 其 


中 C=1 对 应 于 协 方差 椭圆 


4.12 多维 正 态 分 布 


二 维 正 态 分 布 的 许多 性 质 可 直接 推广 到 维 正 态 随 机 向 量 的 一 般 情形 ， 若 随 
HE X ={Х,,Х,,---,Х„| 的 联合 概率 密度 为 


= CED OEE EE 
Л(х) = f (Xn) (m v| е5 


i=] j=l 


Оки (ки) Ур ЕЕ» 


00 < X|, Xy," < %, (4.12.1) 


MFK X У n 维 正 态 分 布 ， 上 式 中 
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И x 

x 
и= Zç А 2 
Hn Xn 


У=Е(Х-и)(Х-и)' 


o P2002 `` Pinn 
2 (4.12.2) 
_ | 2120102 0; 
PinOIOn р” с; 
V пхп 阶 对 称 协 方差 矩阵 ， 其 中 p 是 随机 变量 X;,X 之 间 的 相关 系数 
py =Е[(х,-и)(х,-и, в). (4.12.3) 


VRRV киля. BRAVARA 0， 为 了 使 式 (4.12.1) 的 概率 密度 具有 归 一 
性 ， 即 


[Г тов =1 


协 方差 矩阵 V (ДАМУ ЛЕЕ ВЕ. 
n 维 正 态 随 机 向 量 的 特征 函数 是 
olt) -exp 人 in ги (4.12.4) 


由 此 容易 求 得 各 阶 原点 矩 和 混合 原点 矩 ， 例 如 ， 


(4.12.5) 
E(x,x,)=(=)(-) 22 


= +V., r,s=1,2,::: n. 
01.01, АИ; +" 


t=0 


若 协 方差 矩阵 为 对 角 和 矩阵 ， 即 


O NERE А ЗЕЕ НЕ, НЕЕ A О BJ ht r 2 0 ЗН х Ar > 0. 


жит 一 些 重要 的 概率 分 布 - 125. 
д? 
V = те А (4.12.6) 


这 时 对 i+ j-i j = 1,2,7, 有 Pij z 0, 即 随机 向 量 X 的 所 有 分 量 之 间 两 两 互 不 相关 ， 
则 联合 概率 密度 简化 为 


u] 


= №(д,о,): N(A oz)…N(Aan)， 


即 等 于 个 正 态 变量 Xi,i=1,2,…,n 的 概率 密度 的 乘积 ， 这 表明 ， 这 个 正 态 随机 
变量 相互 独立 ， 因 此 ， 协 方差 矩阵 为 对 角 和 矩阵 是 上” 维 正 态 随机 向 量 各 分 量 相互 独 
立 的 充 要 条 件 ， 在 这 种 情形 下 ， 协 方差 矩阵 的 道 阵 有 简单 的 形式 


(4.12.7) 


v= © I | (4.12.8) 


n 维 正 态 随机 向 量 中 , 任意 r(<n) Я (ХХХ 的 边沿 分 布 是 维 正 
态 变量 ， 将 式 (4.12.2)Y 的 表达 式 中 不 等 于 i,j,k,… 的 各 行 各 列 去 除 即 得 到 它 的 协 
方差 矩阵 ， 特 别 是 ，n 维 正 态 随 机 向 量 任 一 分 量 的 边沿 分 布 是 一 维 正 态 分 布 
Ni(A,a?), 概 率 密度 是 


fx, (х) = ff Јаја drad dx, 
=N; (4,0?) 


n 维 正 态 随机 向 量 的 任 一 分 量 X; 等 于 常数 时 的 条 件 概 率 密度 服从 nn-1 维 正 
态 分 布 ， 其 协 方差 矩阵 可 由 式 (4.12.2)Y 的 逆 和 矩阵 中 去 除 第 i 行 、i 列 再 求 逆 阵 得 
H. Kt, 个 分 量 等 于 常数 时 的 条 件 概 率 密度 服从 n--! 维 正 态 分布 ， 其 协 方 
差 矩阵 由 V- 中 去 除 相应 的 ! 行 、! 列 元 素 后 求 道 阵 得 到 . 

设 Y 是 n 维 正 态 随 机 向 量 X = [X .. X... X | 各 分 量 的 线性 函数 ， 即 
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У=Уах, =a X, 


i=l 
MUJ Y 是正 态 变量 
Y~ Naa va). 
Xp Xar X, 的 一 组 线性 函数 构成 一 个 多 维 正 态 分 布 ， 设 


Я =5иА, +5р2Х, + +$, X, 
Y, =S, X, +$, X, +. +Šj,,X,. 


Y, = Sm Xi +S, X,+: + Š AX, 


或 写成 矩阵 形式 
Y =5Х, (4.12.9) 


其 中 $5 是 mxn 阶 变换 矩阵 (m<n)， 则 Y = 全 ,六 ,| 是 m 维 正 态 随 机 向 量 ， 其 
数学 期 望 为 Sp, 协 方差 矩阵 


У, = SVS", (4.12.10) 


其 中 V EX 的 协 方差 矩阵 . 
与 二 维 正 态 分 布 中 的 讨论 类 似 ， 对 站 作 适 当 的 正 交 变换 U , 
Y =UX, 


U 是 nxn 阶 变换 矩阵 , 可 使 随机 向 量 Y у п ЕВЕ, НУ У.У, У, 
为 相互 独立 的 一 维 正 态 分 布 ; 它 的 数学 期 望 为 Ujp, ЗЕРЕ ЯНЕ РЕ 


其 中 di,i=1,2,…,n 是 矩阵 V 的 本 征 值 ， 这 一 性 质 容 易 由 矩阵 论 得 证 ， 这 时 ， 
式 (4.12.1) 中 的 8 可 表示 成 


o= y}io} = yy21d 
= 


i=1 


作 进 一 步 的 变换 ， 
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Л] п 维 随 机 向 量 Z ={2Z1,Z,,…,2Z,| 中 的 各 分 量 是 相互 独立 的 标准 正 态 分 布 ， 协 方 
ЗЕ У, 成 为 单位 矩阵 1,,Q 可 表示 成 n 个 标准 正 态 变量 的 平方 和 


о-Ў2. (4.12.11) 
i=l 
Q 称 为 n 维 正 态 分 布 的 二 次 型 ，n 称 为 二 次 型 的 秩 .、 由 4.14 节 的 讨论 可 知 ，Q 服 
№ (n) 分 布 ， 二 次 型 Q=C( 常 数 ) 形 成 n 维 正 态 分 布 的 等 概率 n 维 椭 球 ， 特 别 是 
当 Q=1 时 形成 协 方差 п 维 椭 球 ， 式 (4.12.1) 表 示 的 п 维 正 态 随机 向 量 
X = {Xi,X,,…,X,| 落 在 等 概率 椭 球 Q=C 区 域内 的 概率 可 由 x”(n) 的 累积 分 布 函 
数 求 得 

P(Q<C)=F(C;n), (4.12.12) 


其 中 自由 度 n 即 为 二 次 型 Q 的 秩 ( 见 式 (4.11.25)). 


4.13 # Я 4 fi 
若 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 
1 
Л(х)=- PE -0< x < eo, (4.13.1) 


PR X 服从 柯 西 分 布 或 布雷 特 - 维 格 纳 (Breit-WignenD 分 布 ， 它 的 特征 函数 为 
e(t)= e Y. (4.13.2) 


从 严格 的 数学 意义 上 ， 柯 西 分 布 的 各 阶 矩 都 是 发 散 的 ， 因 为 极限 值 


и] 1 
lim ў =: 5 
L>» J-L n 1+х 
L'—> 


不 存在 .因此 ， 柯 西 分 布 的 数学 期 望 和 方差 都 无 定义 . 
在 实际 测定 的 任何 分 布 中 , 它 的 值 域 总 是 有 限 的 .因此 ， 可 以 将 随机 变量 X 
的 值 域 取 为 有 限 区 间 [- 忆 如, 在 这 一 区 间 内 , “ 柯 西 分 布 ”的 归 一 化 概率 密度 可 表 
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HENS 1 1 

f Ore 1+2 ' 
从 分 布 的 对 称 性 立即 可 知道 ， 广 (x) 的 所 有 奇 次 阶 原点 矩 等 于 0, НЕЕ Е(Х)=0, 
其 方差 为 


-L<x<L, (4.13.3) 


L 


—1. (4.13.4) 
arctan L 


V(X)= 


柯 西 分 布 的 图 形 见 图 4.14， 图 中 还 画 出 了 标准 正 态 曲 线 作为 对 照 ， 柯 西 分 布 
亦 为 钟 形 的 对 称 曲线 ， 但 峰值 较 标准 正 态 曲线 低 ， 当 | 韦 增 大 时 ， 概 率 密 度 下 降 的 


速度 较 慢 . 此 外 , 柯 西 分 布 的 FWHM( 半 峰 宽 度 ) 等 于 2, 而 标准 正 态 分 布 的 FWHM 
等 于 


V8in2 = 2.355 


( 见 式 (4.10.10)). 


0.4 


0.2 


#4.14 柯 西 分 布 ( 实 线 ) 与 标准 正 态 分 布 的 比较 


在 粒子 物理 和 核 物 理 中 , 布雷 特 - 维 格 纳 公式 用 来 描述 核 的 共振 能 级 和 粒子 的 
共振 态 ， 例 如 ， 中 心 值 为 Mo, 半 宽度 (=FWHM/2) 为 三 的 共振 曲线 可 表示 为 


f(M:Mo,T) = : 


——————. (4.13.5) 
п [M -M.) +r? 


显然 ， 若 作 变 换 
х= (М -Mo), (4.13.6) 
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f(M;M, T) 立即 化 为 柯 西 分 布 的 形式 ， 因 此 ， 柯 西 分 布 在 核 物 理 和 基本 粒子 物 


理 中 有 重要 的 作用 . 
如 果 将 М 作为 随机 变量 ， 则 有 M = ZX - Wo 根据 特征 函数 的 性 质 ， 


pu (1) =e gy (Ге) =е ww M, 
它 对 应 的 概率 密度 如 式 (4.13.5) 所 示 ， 表示 中 心 值 Mu, 半 宽 度 厂 的 共振 曲线 .如 果 
M, M, 表示 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ， 则 
М*=М, +М, 
的 特征 函数 为 


Фи. (t) = Py (t) ‘Фи (t) D eMo +Mor)t-(7, +73 Xe 


显然 ，M 也 服从 布雷 特 - 维 格 纳 分 布 ， 而 且 它 的 中 心 值 为 
Mo = Mo +M, 


半 宽 度 为 
=+. 


这 一 性 质 可 推广 到 若干 个 相互 独立 的 柯 西 变量 之 和 的 情形 ， 称 为 柯 西 分 布 的 加 法 
定理 . 


4.14 74 # 


本 节 和 4.15 3%, 4.16 节 中 即将 讨论 的 好 分 布 、! 分 布 和 分布 在 子 样 分 布 、 
参数 估计 、 假 设 检验 ( 见 第 六 到 十 一 章 ) 问 题 中 经 常 遇 到 ， 因 而 在 数理 统计 中 极为 
重要 . 

设 随机 变量 7 的 概率 密度 为 


E у 
y? е?, у20), (4.14.1) 


其 中 为 正 整 常数 ， 则 称 Y 服 从 自由 度 n 042 分 布 ， 记 为 了 ~ z (n). CHRED 
布 函数 是 
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Е(у")=— | а еза. (4.14.2) 


不 同 自由 度 n 值 的 f(y;n) 曲线 见 图 4.15. 当 n=1 时 ,fy=0;1) 趋 于 无 穷 大 ;n=2， 


fy=0;2)=0.5， 随 着 у 的 增 大 ，n=1 ，2 的 概率 密度 曲线 都 单调 下 降 . 但 对 
n>3,f(y=0;n) 都 等 于 0, 而且 概率 密度 曲线 呈 偏 斜 的 钟 形 ， 在 y=n-2 处 为 概 


率 密度 的 极 大 值 ，n 越 大 ， 概 率 密度 曲线 越 趋向 于 对 称 . 
Ку: п) 


0.4 
0.3 


0.2 


0.1 


#1 4.15 (nm) 分 布 的 概率 密度 
XY (n) 分 布 的 特征 函数 为 


e@(t)=(1-2i) "°. (4.14.3) 


证 明 如 下 : 由 式 (4.14.0 和 特征 函数 的 定义 


i 20 1 п z 
@()= 8(е")= || я у? op| 21у) ау, 
г Гы 


作 变量 代 换 v= [it]» 则 有 
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"(1-2)" | vi edv 
0 


式 (4.14.3) 得 证 . 
利用 特征 函数 容易 求 得 д? (п) 变量 的 各 阶 原点 矩 ， 特 别 是 


N (-)[-2 29 ag: (4.14.4) 


即 x*(n) 分 布 的 数学 期 望 等 于 其 自由 度 . 


42 g(t 
E(Y?)=(-i) я |. = п? +2n 
д (п) но Е 
Vv(Y)=E(Y’)-[E(Y)] =m +2n-m =2n, (4.14.5) 


即 方差 等 于 自由 度 的 两 倍 ， 一 般 地 ，X (n) 分 布 的 大 阶 原 点 矩 为 


А = E(Y*)=(-i) 200 


=п(п+2)--[п+2(% ау 


rÜ) 


由 式 (2.5.8) 便 可 求 得 任意 阶 中 心 矩 ， 特 别 有 


(4.14.6) 


ш =8п, щш=48+12и?, 


根据 偏 度 系数 和 峰 度 系数 的 定义 ， 求 得 (п) ABRE S 8 PERERA y, 
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912 „23212, (4.14.7) 
п 


Ну ARERIA, В n НЕК, ЕЖУ ОЌИ, д (п) 0088329 
度 随 n ПОЗ КТЕН: Чи, у, у, — 0, xX” 分布 趋 向 于 正 态 分 布 ， 这 一 
点 可 通过 特征 函数 加 以 证 明令 


(4.14.8) 


89) 


” 考虑 到 Y[ (n) овое оо) = E(eiy )=(1-2it)””, 上 式 可 改写 为 
—itn t 
о) 


对 等 式 两 边 取 对 数 并 将 末 一 项 作 级 数 展开 ， 得 到 


Е 


s o n 


Mno, ofm 2] 以 及 高 级 小 量 趋 于 0， 即 pz (t) >e 2, iZ 服从 标准 正 态 分 
布 ， 由 此 可 知 ， 随 机 变量 了 [服从 z? (n) ANE n — oo 的 极限 情形 下 服从 数学 期 望 
/= 、 方 差 V= 2n 的 正 态 分 布 

随机 变量 Z=(Y-n)/V2n 逼近 N (0,1) 的 收敛 速度 是 比较 慢 的 | on U2)]; 可 
以 证 明 随机 变量 
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Z =\2У -V2n-l (4.14.9) 
以 o(m””) 的 速度 向 N (0.1) 逼近 ， 因 而 是 对 标准 正 态 分 布 更 好 的 近似 . 
ZX 分 布 具 有 可 加 性 ， 即 若 随机 变量 7 ~ x (m), Y, - Z? (m), БУ НН 
立 ， 则 随机 变量 Y= +Y, ARA A E n +n, 的 x? 分 布 ， 这 由 特征 函数 容易 证 明 
pr (0)=9% (1) 0y (0) = (1-20) 2 , 
REE z (п + ) 的 特征 函数 ， 这 一 定理 显然 可 直接 推广 到 任意 多 个 相互 独立 的 
ZX 分布 之 和 的 情形 ， 因 此 有 y? 分布 的 加 法 定理 . 
r [Zn] 0) (4.14.10) 
对 于 给 定 正 数 w(0<w <1), 称 满足 条 件 
f(y;ndy=a (4.14.11) 
22 (n) 
的 点 д2 (п) 为 x (n) 分 布 的 上 侧 a 分 位 数 ， 它 表示 随机 变量 Г (n) 取 值 超过 
好 (п) 的 概率 等 于 a (图 4.16)， 利 用 x?(n) 的 累积 分 布 函 数 ， 该 式 可 改写 为 
a=1-F(zx2;n). (4.14.12) 
对 于 给 定 的 a ， 可 从 累积 分 布 函 数 求 出 相应 的 x2 (n) 值 ， 对 于 不 同 的 自由 度 ， 图 


4.17 给 出 了 ww 与 好 (m 的 关系 曲线 ， 可 以 方便 地 查 出 与 ec 对 应 的 上 侧 a 分 位 数 
02 (n) 值 ， 此 外 ， 书 末 附 表 7 列 出 了 ?分 布 的 上 侧 a ИВ. 


Лу) 


0 
x(n) y 


图 4.16 (пурт о y2(n) 
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ES 

N IVT V YO II 

ГАУ Y Y T 
АА 


а E i i ВНЕ БЕ 
ТАЯ АЕ 
NaN -A Ан 


С: i, FE id FH ii 
3 4:5;7 10152025 0405070 
ААА И: 


НЕТ 
g HI 
м НИЕ 
рае ЕН = 
> 
s 


НОВИН 
+ анна 
аии 


TE I = 


Е Е EES 
= 
< с 
У 
$ 


人 


расти" БЕ Hh 
| Au; v) РАЯ 
Sar АЕ 


1 Ni EEA Hi 
| li 
H i 
2 Кв: ET 
0.001 2 ттр: Е | МЕН 0.999 
1 2 345 7 10 1520 30405070 100 

2 
Xa 


图 4.17 ZVE LN a 分 位 数 ро Sia 
ARED ЯНА F(x;; v) 的 关系 曲线 


H-F14n— oB, z2(n) yfi AES SH, Kik, 4 n 很 大 (如 n>30) 时 
Х2 (п) 可 由 标准 正 态 分 布 的 上 侧 & 96 2, ВИ. (4.14.9) 


Z, = (242 (п) -V2n-l, 
22 (п)=5(2, + ən 1). (4.14.13) 


Z, 可 由 附 表 6 查 出 . 
下 面 我 们 来 证 明 一 个 重要 的 定理 . 设 X;,i=1,2,…,n 服 从 标准 正 态 分 布 , 且 各 
Xi 之 间 相互 独立 ， 定 义 随机 变量 


у (4.14.14) 
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则 2 ВЕЛ Ñ HHE n НО Z? 分布 , 即 n 个 独立 的 标准 正 态 变 量 的 平方 和 服从 x*(n) 分 
布 ， 证 明 如 下 : 先 计算 如 的 分 布 函 数 F(x) , 
роде ва јер? <, х> 0. (4.14.15) 
XXX 的 联合 概率 密度 为 
(хх, jaata 152 
1 “3 sin (2л)"/? 2 i |» 
所 以 对 x >0, 


нас | Је рер, вв 
Èx <x 

为 了 计算 该 积分 ， 作 变换 
х = PCOS À COS 9, ··:с05 9, | 
x, = pcos 9, е9 “esin Q, (4.14.17) 


x, = Psin 9, 


该 变换 的 行列 式 为 
OK Xatt Xn) Z 
д(р,9,---,9 1) 


其 中 0(8,9,,---, 9) ЖЖ р. КЛ 4.14.16), 得 


Ј = PDG hrpa) 


3 1 vx я i ® 2/2 п-1 
д тут |, | = p" ор, 9,,:·:,9.1):9949, ·---09, | 
Ух > 
Е -012 _n-1 
с, | e” р" dp, 
其 中 C, 是 某 个 常数 . 2 y=p, 则 上 式 变 成 


= 2 n_ 


r= = |е е 1y2 dy, (4.14.18) 
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利用 累积 分 布 函数 的 归 一 性 
ГР 0-6 
Рес) =1= 52 f e 2у2 dy, 


H+ 


求 出 


2 


代入 式 (4.14.18)， 得 到 77 的 累积 分 布 函数 表达 式 


x-2? п 1 
fe 2y? dy. (4.14.19) 
0 


与 式 (4.14.2) 对 照 即 知 ，x? ЖААН п д. ERE 
车 个 随机 变量 X,X2,…,X 相互 独立 , ПАХ, ~N (p60?),i=12,…,n, 由 于 
随机 变量 (X; – п) Го 是 标准 正 态 变 量 ， 立 即 得 到 上 述 定理 的 一 个 推论 
eA 
Г ==" ~ x(n). (4.14.20) 


更 一 般 地 ， 若 XX,X,,…,X 相互 独立 而 且 Xi ~ N (u07), WA 
2 “| Xi- A тА 2 
Ў | он (4.14.21) 
i=1 i 


ХЕХ 分 布 与 均匀 分 布 之 间 的 联系 , 我 们 有 如 下 的 定理 . 设 X,,i=1,2,…,n 是 
n 个 相互 独立 的 [0,1] 区 间 均 匀 分 布 随 机 变量 ， 则 


Z=-2 In X, (A.14.22) 
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服从 自由 度 2n 的 好 分 布 .证 明 如 下 : © 
Ү=-21һХ, (4.14.23) 


XX 为 [0, 卫 均匀 分 布 的 随机 变量 ， 则 了 的 概率 密度 为 


8(у) = f(x) x = Чел, (4.14.24) 
dy| 2 
与 式 (4.14.1) 对 比 知 ，Y ~ 020). 因此, Z 是 nn 个 相互 独立 的 x*(2) 之 和 ， 由 分 


布 的 加 法 定理 可 知 ，Z ~ x*(2n). WE. 
WR X. X... X, 是 п 个 相互 独立 的 正 态 随机 变量 ， 而 且 X, ~ N( 4,1), 则 随 


机 变量 


У= ух? 
i=] 
БМ B HFE n. ЗЕНА л 的 非 中 心 刀 分 布 ， 记 为 
Y= У X? ~ z” (n,À), (4.14.25) 
i=l 
其 中 
4 -Yp 
i=l 
它 的 特征 函数 为 
po(D)=(l | 24 ) (4.14.26) 
1-21 
其 数学 期 望 和 方差 分 别 为 
E{x"(n,4) =n+4, 
у { 20,4) =2п +44; (4.14.27) 
概率 密度 


1 
31 (Ay) u ) 
fond = — s Ё? — — 20. (4.14.28) 
п/2 
2 A 


显然 ， 当 上 =0,i=1,2,....n, ШЕФА = 0, ЕЖЕ AKARE 
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为 (中 心 ) 好 分 布 的 相应 公式 . 
可 以 证 明 ,， 若 了 -~ x”(n,4), WER 


= 57 НЕ (4.14.29) 


n+24 4 
Е (4) 
近似 地 服从 自由 度 v'=(n +4) /(n +24) 的 好 分 布 , 这 里 v' 一 般 是 分 数 . 利用 该 关 
系 式 并 通过 和 分布 的 图 表 作 内 插 ， 可 计算 非 中 心 巡 变量 的 概率 . 


4.15 г 25 H 
设 随 机 变量 :的 概率 密度 为 


г") 1+1 
2 2) 2 
f (t;n) 1+— I — co < t < x, (4.15.1) 


n 为 正 整 常数 ， 则 称 + 服从 自由 度 n 的 1 分 布 ， 记 为 :~t(n). 
对 于 四 种 不 同 的 n 值 ,1 分 布 概率 密度 曲线 如 图 4.18 所 示 . 概率 密度 f(1;n) 有 


如 下 性 质 : 
(1) f(t;n) 是 对 于 t=0 对 称 的 单 峰 函 数 ， 在 :=0 处 达到 极 大 . 


图 4.18 1 分 布 的 概率 密度 ，n=1 和 n=% 分 别 对 应 于 柯 西 分 布 和 标准 正 态 分 布 
(2) 自由 度 为 1 的 1 分 布 即 为 柯 西 分 布 ， 即 
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(4.15.2) 


JiD= 二 .一 


m | I+ 
(3) пэ оо ВВЕ Р, 分 布 趋向 于 标准 正 态 分 布 


] en 
tin о) > е. 


(4) 当 1 分 布 的 自由 度 n 从 1 逐渐 增 大 时 , f (1;n) 由 柯 西 分 布 曲线 向 标准 正 态 
曲线 逐渐 变化 . 
1 分布 的 数字 特征 列举 如 下 : 


№, =0 ， 2ғ+1<п. (4.15.3) 


1 分 布 只 存在 阶 数 m<n Ж, тэп Е X. 
若 随 机 变量 X~N(0,1)，Y ~xX (n), FEX 与 > 相互 独立 ， 则 随机 变量 


X 


t= 
УҮ/п 


服从 自由 度 n 的 1 分 布 .证 明 如 下 : 由 于 X 和 了 相互 独立 ， 它 们 的 联合 概率 密度 
为 


(4.15.4) 


п 1 
2 2-у/2 


1 д? 12 1 
‚у;т)=| —e — 
(у) [= j= j 
2 


对 X,Y 作 下 列 变换 ; 


Z =】 了 ， — oo < t < eo, Ü < z < eo, 
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该 变换 的 雅 可 比 行列 式 为 
ar ox 
(= - Ot az _Му/т -f 
tz) y ду |o Ц Vn 
ôt дг 


根据 式 (3.7.3)， 随 机 变量 {1,2Z} 的 概率 密度 为 
f (t,z;n)= f(x, yn) |Д 

N S ис 

n+l i 

vmr [322 

因为 我 们 要 求 变量 : 的 概率 密度 ， 故 对 z 求 积分 


Газ) = f fazna 


即 为 式 (4.15.1) 的 概率 密度 表达 式 ， 证 毕 . 
! 分 布 的 上 侧 a 分 位 数 ! (n) 表示 满足 


Г f(t;n)dt =a =1- F(t.;n), 0<w<1 (4.15.5) 
Шли, (п), ФЕ, п) 是 上 分 布 的 累积 分 布 函数 在 != 琅 (m) 处 的 值 ， 式 (4.15.5) 
表示 随机 变量 1(n) 超过 给 定 值 1,(n) 的 概率 等 于 a (图 4.19)， 类 似 地 ， 称 满足 


ғи, юа (4.15.6) 


2 
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fü, n) 


tAn) t 
图 4.19 1 分 布 的 上 侧 a 分 位 数 tAn) 
的 点 1 (п) 为 ((n) 分 布 的 双 侧 @ 分 位 数 ， 由 fisn) 对 于 二 0 的 对 称 性 立即 有 


中 >ta wlj f(t;m)di = 中 efin} ai 
2 ta (n) 2 
2 


故 得 


F| t;n |=1-<. (4.15.7) 
z 2 


对 于 给 定 的 а, (п) НИ (п) 可 由 书 末 附 表 8 查 到 . 此 外 ， 由 + 分 布 的 性 质 (3) 可 知 ， 


当 n 很 大 时 ，N(0,1) 可 作为 (nm) 的 近似 ， 于 是 有 


t (n)= Zas t (N) = zç. (4.15.8) 
2 2 


Za 和 zu 是 标准 正 态 分 布 的 上 侧 和 双 侧 a 分 位 数 . 
2 


现在 简要 叙述 非 中 心 二 分布， 若 式 (4.15.4) 中 标准 正 态 分 布 X ~ МО) 代 之 以 
均值 不 为 0 的 正 态 分 布 X ~ Ми, и +0, ВЛ 


yi 


服从 自由 度 nn, 非 中 心 参数 4 的 非 中 心 1 分 布 ， 记 为 1 (п, д). 它 的 概率 密度 为 


(4.15.9) 
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TERR | АНД = ' 
其 中 4=yr, 它 的 均值 和 方差 分 别 为 


г") 
ма п>1, (4.15.11) 


Е(Г) = u re) 7’ 
2 


(4.15.10) 


2 
1+4) nå (与! 
Ede) et n>2. (4.15.12) 
п-2 2 п 
г(3) 


4 и=0, ЗЕ е А ИЭ СР) 分 布 . 


416 Е + # 


Я И ЖИ, ЯН n Жи, МУ Bbk. U, - Z2@),U, ~ 20), 3Ë Ë. 
U U 相互 独立 ， 则 称 随机 变量 


w U (п, 
"U Im. N y>0 (4.16.1) 
服从 自由 度 (m,n,) 的 下 分 布 ， 记 为 Y~ F(n,,n,), 其 概率 密度 为 
ге) m m+m 
2 


—— та? ТИ i ‚ y>0, 
Я m п |\п> n, 
Гут п) =+ Г > 1: EY (4.16.2) 


0, y<0. 
证 明 如 下 : НО, ЖИ, 相互 独 立 ， 故 {U1,U,} 的 联合 概率 密度 是 
1 _ш+ Ту № 


一 ! 
fiu) = 2 шщ? и? ,>0,u, >0. 
2) \2 
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X =U, +U,, Х >0, 


т уд 


0, п,’ 
该 变换 的 雅 可 比 行列 式 为 ( 式 (3.7.2)) 
м т t 
де). АРЕ. РЕНИ, s 
х,у ди, ди, | r) | п J 
7. А, +— 1+ 
дх ду M n в 
故 {X,7} 的 联合 分 布 密度 函数 是 
1 х т ор ү 
2 saras туз (2) 
oo 
2 2 
1 
= > Ee 38 
mtma n, о 
9) : [ y) 
т 
(пт) 
2 
r[* saja] "1 
х 2 m y? 
3) pea)” 
2 2 +) 


= g(x): g(y), 


其 中 
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1 gs Бе Б, 


s0) ов 
2 2 Гизы 17 J 
2 


БХИ, AEA HE n +n Д2 45004. 14.1)); 
ntm т i n, 
r{ 2 ia у" 
Е а 
КА) (А ) | 
п 
гт 的 概率 密度 ， 与 式 (4.16.2) 一 致 ， 而 且 X 与 了 是 相互 独立 的 ， 证 毕 . 
图 4.20 È F (n,m) АЖ. ЕН ТРЕ: 
(1) 4n <2, jms ) 是 单调 下 降 函 数 ; 而 症 >2 时 ， 为 一 单 峰 函 数 ， 概 率 
密度 极 大 值 对 应 的 变量 值 为 


ps ase zu: аа (4.16.3) 
п m+2 
由 式 (4.16.3) 可 知 ，yw <1. 
(2) 均值 和 方差 
E(Y)=— п, >2 
n, 一 2 
2n? -2 
ре ИИ l 24 аа 


图 4.20 下 分 布 概率 密度 fy; n, m) 
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由 式 (4.16.4) 可 知 ，E(7) 恒 大 于 1. 
(3) 分 布 只 存在 k < 3 MAAF, HAARE 


. 了 (全 + (2-0) 
А, -(2) 2 , k<% (4.16.5) 


布 


“22 F(m,n). (4.16.6) 
In 


f(y;l,n,) = ——— 
m ar DA 
Jm | 2 2) ? 
m 
St =y, ERER HHE n, 的 :分布 概率 密度 ， 因 此 ， 
1/2 


[FQ,m] ~). (4.16.7) 


(6) ín 为 某 个 固定 值 ，n, > оо 的 极限 情形 下 ，F(n,n,) 的 概率 密度 


fomm) my)? ея 
a 
2 
Ej Z (n) 的 概率 密度 表达 式 对 照 可 知 
[mF m,n2)], pa ~). (4.16.8) 


(7) nm э ов, FRETES S M. ' 
ЕВ 0 а 分 位 数 f (n..n,) 是 指 满足 关系 式 
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Ј rosana = a, 0<а<! (4.16.9) 


的 点 f ， 其 中 a 是 下 分 布 的 随机 变量 取 值 大 于 У, 的 概率 ， 利 用 FF 分 布 的 累积 分 
Я РЖ F (xn п»), 式 (4.16.9) 可 写成 


F(fasm,m)=1-a. (4.16.10) 
书 末 附 表 9 列 出 了 c = 0.001-0.1 时 的 7, (Ё. 对 于 
а=0.9-0.999 


的 成 值 ， 可 利用 关系 式 


л. (т.т) = (4.16.11) 


该 式 证 明 如 下 ; PENER УААН п, п, ЕБ, 4.16.6) 
Z=Yy ~F(m,m). 
对 随机 变量 Zz， 根据 上 侧 分 位 数 的 定义 (4.16.9)， 有 
f(z;n,,n Mz = | — a, 
该 式 可 改写 为 


вадат 1а 


1 
Ра, 
Ë 5) > 


因此 


ғр» пау" 
而 对 于 随机 变量 了 ~ F(nm,n,), 应 用 式 (4.16.9)， 
J Toney =a, Р{у> f,(m,m)) = a. 
与 前 一 式 比 较 ， 式 (4.16.11) 得 证 . 
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举 一 实 际 数值 例子 ， 从 表 9 可 查 到 
fo0s(15,10) = 2.85, 


据 此 ， 我 们 可 算得 表 中 无 法 查 得 的 fo. 00.15) , 
万 s5(10,15) = 1/ foos (15,10) = 1/2.85 = 0.351. 


现在 我 们 简要 地 介绍 一 下 非 中 心 下 分布 . 在 正 分布 的 定义 (4.16.0 中 , # U, Hi 
О К, U МАНН, ， 非 中 心 参数 4 НХ ВИ, ~ д2 (п, А), ВЕЛЛ 
Ui /n 
U,/n, 
RAAHE nn, 非 中 心 参数 4 的 非 中 心 Fot, CHY ~ Рип, А). 它 的 概率 
密度 为 


У = (4.16.12) 


ње [1] и ‚г (= 


Bi у)" (4.16.13) 
x ИЕ 人 
п) ntm, 
eaf 
n, 
均值 和 方差 
Е(ү)= 20112), >2, (4.16.14) 
n (n, —2) 
2 
VY’) T [G +4) +(m-2Xm +24)|, m, >4. (4.16.15) 


n (m — 2)2(n, – 4) 


当 4=0, 非 中 心 下 分 布 简化 为 一 般 的 (中 心 )F 分 布 . 
作为 本 节 的 结束 ， 现 将 本 章 讨 论 过 的 离散 分 布 和 连续 分 布 间 的 相互 联系 和 极 
限 性 质 示 于 图 4.21， 其 中 正 态 分 布 占有 中 心地 位 . 


. 148. 实验 物理 中 的 概率 和 统计 


推广 超 几何 分 布 š 超 几 何 分 布 
Pir, М, п. а) Pir. М, п.а 
№-— ә N— со 


泊 松 分 布 
Pir, и) 


图 4.21 


4.17 实验 分 布 


设 用 某 种 仪器 或 装置 测量 某 个 物理 量 ， 且 该 物理 量 是 个 随机 变量 ， 它 所 服从 
的 分 布 称 为 原 分 布 ， 由 于 实验 测量 存在 测量 误差 ， 或 测量 装置 对 该 物理 量 的 探测 
效率 (本 节 后 面 将 讨论 这 一 概念 ) 不 等 于 1, 或 者 其 他 影响 测量 的 因素 , 实验 测 到 的 
数据 不 能 直接 反映 原 分 布 的 行为 只 有 考虑 导致 原 分 布 发 生 畸 变 的 诸 因 素 ， 对 原 
分 布 作 适 当 的 修正 得 到 “实验 分 布 ”， 才 能 与 测量 数据 进行 比较 . 因此， 实验 分 
布 是 原 分 布 和 导致 测量 畸变 诸 因 素 的 分 布 的 某 种 苔 加 . 


4.171 实验 分 辨 函数 


原 分 布 畸变 的 重要 来 源 之 一 是 测量 误差 . 由 于 测量 误差 的 存在 ， 对 于 物理 量 
的 真 值 x 测 定 值 x 可 能 与 不 同 ， 我 们 用 实验 分 辨 函数 (x, 描述 测量 误差 ， 它 
表示 待 测量 真 值 为 x 而 得 到 测定 值 为 x 的 概率 ，r(x,x") 是 归 一 化 的 ， 即 对 于 任意 
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x 满足 
| r(x, x )dx' =1, (4.17.1) 
р. 


其 中 Q. 表示 xz 的 值 域 ， 当 实验 测量 的 物理 量 是 一 随机 变量 X， 它 的 概率 密度 ( 原 
分 布 ) 为 f(x), 那 么 实验 测定 值 对 应 的 概率 密度 (实验 分 布 ) 为 


в’) = | ra) Год (4.17.2) 


其 中 人 2, 是 随机 变量 X 的 值 域 . НВ НСНУ, 原 分 布 概率 
密度 等 于 零 的 区 域 ， 实 验 分 布 gG) 却 可 以 是 有 限 值 ， 这 表明 实验 测定 值 x' 可 以 


出 现在 真 值 x 根本 不 可 能 出 现 的 区 域 . 

ó 函数 是 一 种 行为 奇特 的 函数 . 当 原 分 布 f(x) 或 实验 分 辨 函数 r(x,x') 可 用 5 
函数 描述 时 ， 实 验 分 布 gG 具有 简单 的 形式 .， 当 实验 分 辨 函数 为 6 函数 时 ， 
r(x,X')=6(x 一 x"), 则 有 


во) | -xf ad= fa). 


KSAR. MRKAR RRRA ERZE, B x 
的 测定 误差 比 X 的 标准 差 小 很 多 ,分 辨 函 数 r(x,x') 可 近似 地 用 5 函数 描述 ， 这 时 


实验 分 布 与 原 分 布 非常 接近 ， 反 之 ， 若 对 量 X 的 测定 误差 比 X 的 标准 差 大 得 多 ， 
那么 原 分 布 可 近似 地 视 为 5 函数 : f(x) = ó(x— хо), ЖЕН 


g(x')= J Slx- xo)r(x,x')dx = (ж,х’), 


即 实 验 分 布 就 是 实验 分 辨 函数 本 身 ， 测 量 值 不 能 给 出 原 分 布 的 任何 信息 . 
在 第 五 章 中 我 们 将 曾 明 ， 根 据 中 心 极限 定理 ， 实 验 测量 误差 往往 服从 正 态 分 
布 ， 这 时 实验 分 辨 函 数 可 写成 


(x— x')? 
=—е Я 4.17.3 
r(x, x `) тсе v|- 2R? | ( ) 


实验 测量 值 x 的 数学 期 望 是 真 值 x, 标准 差 是 由 测量 仪器 的 精度 决定 的 常数 R. 3: 
验 分 布 于 是 为 


(X= x”) 


A 1 
rsi o|- sl f(x)dx, (4.17.4) 
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与 式 (3.4.3) 对 比 可 知 ，8(x) 正 是 原 分 布 与 正 态 分 布 的 卷 积 . 
下 面 讨 论 实验 中 经 常 遇 到 的 几 种 原 分 布 、 实 验 分 辨 函 数 形成 的 实验 分 布 . 
П) 指数 原 分 布 和 正 态 实 验 分 辨 函数 
例如 ， 不 稳定 粒子 衰变 时 间 的 原 分 布 服从 指数 律 


а) = Ае", O<: <. 
假定 时 间 + 的 测量 误差 为 正 态 分 布 式 ((4.17.3) 中 x,x' t,t), PEM r= r —t, 
则 实验 分 布 为 


027-2841) 6 


dr 


CD д 
Ae 

(t')= т Tr 2R d 

j в j. Рак 


2 
R2 22 t 1 (z - 24) 
= Дех 一 4 “exp| 一 dr 
N 2 a «як | 2R? 


RA? 
= дех 


(4.17.5) 


-a (1-м) O< <, 


H o ЖЕНЕ. ЧК — 0,g(') Xexp(-41"), 即 实验 分 布 与 原 分 布 一 
90. іг 很 大 时 ,满足 


——AR>3, 
R 


则 有 ви - 18-1 M 


242 
R?A -| 
2 


RA? 
In g(r')= ае е 2 | 


2,2 
К И ЕРЕ" (4.17.6) 


полы 


等 式 两 边 取 对 数 


=ш f (r')+ 


其 中 a 是 某 个 常数 ， 因 此 ， 对 数 坐 标 上 ， 在 
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R 


处 ， 原 分 布 f (r) 和 实验 分 布 (г) 是 平行 的 直线 .这 一 性 质 可 用 来 从 实验 分 布 ( 实 


验 数据 ) 直 接 确 定 指数 原 分 布 的 参数 (如 不 稳定 粒子 的 衰变 常数 )， 图 4.22 画 出 了 
4=1,2 的 指数 原 分 布 (R=0) 和 不 同 R 值 的 实验 分 布 . 


gix’) 


0 | 2 3 4 5х 
4.22 HURREE 30 АО АЗ (К 0) 
КНЕУ 


2) 正 态 原 分 布 和 正 态 实验 分 辨 函数 
设 待 测量 X 的 原 分 布 为 均值 m ， 标 准 差 oo 的 正 态 分 布 


(zx 区 


f(x)= | 204 | — oo < x < 0%, 


Холоу. 
分 辩 函 数 由 式 (4.17.3) 表 示 ， 实 验 分 布 经 推导 ， 得 
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(х-љ) 


一 2 ө? 
ол) -0< x' < eo, (4.17.7) 


ат) 


即 实验 分 布 亦 为 正 态 函数 ， 数 学 期 望 与 原 分 布 相同 ， 方 差 等 于 原 分 布 和 分 辨 函数 


方差 之 和 . 
3) 原 分 布 和 分 辨 函数 均 为 布雷 特 - 维 格 纳 分 布 
原 分 布 和 实验 分 辨 函 数 的 形式 为 
r- i | 
ии 一 oo < x < 9%; 
r(x,x')=— 2 -0< x' <. 
т (х-х') +R 
由 式 (4.17.2) 求 出 实验 分 布 为 
ова l — oo < x' < 00. (4.17.8) 


п (х) +(C +R) 


即 实验 分 布 仍 为 布雷 特 - 维 格 纳 曲线 , 峰值 位 置 与 原 分 布 峰值 位 置 za 相同 , 但 峰 宽 


度 为 原 分 布 和 实验 分 辨 函数 宽度 之 和 三 + 尺 
4) 原 分 布 为 均匀 分 布 ， 分 辨 函 数 为 正 态 分 布 
原 分 布 形式 是 


实验 分 辨 函 数 如 式 (4.17.3) 所 示 ， 实 验 分 布 是 


——J = dx 
а . 


Se) V2rR(bp-a) 
ЕКВ и = (х х), 


(4.17.9) 
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вери, = 65 为 对 称 ， 且 在 此 点 达到 极 大 


г (22) (“= 
b-a 2R 2R 

ЕЗЕН (4.17.10) 
b-a 2R 


y (b-a) (5 2). 1 об Ре 
当 T >3, Ø т 1, А] g (x', н) gj в 4.23 是 a=0,b=6,R=1 时 的 原 


分 布 f(x) 和 实验 分 布 (х) 的 图 形 . 


4.23 ”均匀 原 分 布 Ax) 和 正 态 实 验 分 辨 函数 形成 的 实验 分 布 fu) 


4.17.2 ”探测 效率 


利用 某 测量 仪器 记录 某 种 事件 ， 对 于 一 个 已 经 实际 发 生 的 这 类 事件 ， 仪 器 可 
能 记录 到 ， 也 可 能 没有 记录 到 . 仪器 记录 到 一 个 真实 事件 的 概率 通常 称 为 它 的 探 
测 效率 . 例如, 用 闪烁 计数 器 测量 某 放 射 源 辐射 的 Y 光子 (图 4.24)， 当 Y 光子 穿 过 
闪烁 体 时 ，Y 光子 与 内 烁 体 发 生 作用 的 概率 由 核 物理 的 知识 得 知 为 


є=1-е“, (4.17.11) 


其 中 4 是 闪烁 体 的 线性 吸收 系数 , 与 Y 光子 能 量 有 关 ，! 是 该 Y 光 子 在 闪烁 体内 飞 
过 的 距离 。 当 Y 光子 与 闪烁 体 发 生 作 用 ， 则 在 其 中 损失 能 量 ， 使 闪烁 体 产 生 荧光 ， 
被 光电 倍增 管 转化 为 电信 号 而 被 电子 仪器 记录 ， 即 测量 到 了 一 个 y 光子 .因此 ， 
该 装置 对 Y 光子 的 探测 效率 即 为 式 (4.17.11) 所 示 的 . 
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闪烁 计数 器 


脉冲 幅度 分 析 器 


Y 放射 源 


图 4.24 
由 这 一 例子 可 以 知道 探测 效率 有 两 个 特点 ， 首先， 仪器 对 测量 对 象 的 探测 效 
率 总 是 小 于 等 于 1; 其 次 ， 探 测 效 率 往往 是 个 变量 ， 比 如 上 例 中 是 4 和 1 的 函 
数 . 一 般 地 , 探测 效率 往往 依赖 于 所 测 物理 量 X (随机 变量 ) 以 及 其 他 变量 了 . 当 X 
取 不 同 值 时 ， 探 测 效率 也 不 同 ， 因 此 ， 实 验 测量 中 仪器 的 探测 效率 对 原 分 布 会 造 
成 畸变 ， 对 于 探测 效率 造成 的 畸变 一 般 有 两 种 不 同 的 处 理 方式 : 
(1) 严格 方法 ， 考 虑 探测 效率 对 于 原 分 布 的 修正 得 到 实验 分 布 ， 与 测量 数据 


直接 比较 . 
(2) 近似 方法 .将 测量 数据 乘 上 权 因子 ， 使 之 适应 原 分 布 ， 与 原 分 布 比较 . 
首先 讨论 第 一 种 方法 ， 令 被 测 物理 量 X (随机 变量 ) 的 值 域 为 Q2 ， 在 X=x 处 
的 探测 效率 用 e(x,y) 表示 ，y 是 与 探测 效率 有 关 的 其 他 变量 .按照 探测 效率 的 定 


义 ， 有 
0<=(х,у)<Ь хє0, (4.17.12) 
令 岂 是 y 的 取 值 域 ， 实 验 分 布 可 表示 为 
| t(zy(x.y)P(y|z)9y 
ТТ era 
ala i (х, y)P(y|x)dydx 


其 中 PO1X) 是 X=x 的 条 件 下 变量 Y 取 值 y RRE. 4 X5 YAHI, 
式 (4.17.13) 简 化 为 


(4.17.13) 


f, y (x. y)dy 
Í. f (zy (x.y)ayas 


(4.17.14) 


如 果 探 测 效率 仅 与 X 有关， 则 进一步 简化 为 
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_ fe) _ (4.17.15) 


g(x)= Я 
Í f (x)e(x)dx 
о, 


实验 分 布 g(x) 的 上 述 三 个 表达 式 中 的 分 母 都 是 为 了 满足 归 一 化 条 件 


ИС 1. 


某 些 原 分 布 ( 正 态 分 布 ， 指 数 分 布 ， 柯 西 分 布 等 ) 是 无 界 或 半 无 界 的 ， 而 实验 
分 布 的 一 个 特征 是 任何 测量 值 只 可 能 是 有 限 值 ， 设 被 测 的 物理 量 (随机 变量 ) 的 概 
率 密度 为 (x), -%<x<o%, 实 验 测 量 x 的 上 下 界 为 A 和 8B. 这 可 以 看 成 探测 效率 
的 一 种 特殊 情形 ， 即 e(x> 4)=e(x<B)=0, 为 这 样 的 实验 分 布 是 截断 分 布 ， 根 据 


式 (4.17.15)， 实 验 分 布 可 表示 为 
ХО) f(x) 
=—— .=—- В Я .17.1 
8(х) F ros РА) FB) <х<А (4.17.16) 
B 


它 的 累积 分 布 函数 为 


Е(х)- Е(В) 


С(х) = Г. g(t)dt = F(A) FB) 


显然 ， 这 个 实验 分 布 函数 是 归 一 的 ， 因 为 


А 
GG) = || g(x)dx = L 


在 4.13 节 中 已 经 讨论 过 柯 西 分 布 的 截断 分 布 .在 核 物 理 和 粒子 物理 中 观测 有 
限 区 间 内 的 共振 曲线 要 用 到 这 种 截断 柯 西 分 布 ， 另 一 个 常见 的 例子 是 不 稳定 粒子 
的 误 变 时 间 ， 原 则 上 它 服从 0<tr<oo 的 指数 分 布 


Та) = Ае“. 


实际 测量 中 只 能 测 到 某 个 最 大 值 m, РЕЗО у — р 


第 二 种 途径 即 近似 方法 的 主要 想法 如 下 . 如 果 在 被 测 物理 量 X 随 机 变量 ) 取 值 
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x 处 观测 到 一 个 事件 ， 由 于 在 该 处 的 探测 效率 是 e(x;,y;) ， 那 么 当 探测 效率 等 于 
1( 这 时 观测 值 反 映 义 的 原 分 布 ) 时 ， 实 际 上 应 当 存 在 


йе (4.17.17) 
Е(х,, у; 


ЛЯНЕ, «ЖЖ. 可 见 ， 当 在 (i=1,2,…) 各 观测 到 一 个 事件 ， 邦 么 对 应 
的 w(i=1,2,…) 应 当 是 原 分 布 的 较 好 的 描述 ， 这 种 方法 只 是 近似 地 正确 ,但 由 于 
它 比 较 简单 ， 实 际 中 也 经 常 使 用 . 


4.17.3 复合 概率 密度 


实验 测量 的 物理 量 可 能 是 若干 个 物理 过 程 的 共同 贡献 ， 若 这 些 物理 过 程 都 是 
随机 过 程 ， 则 可 用 随机 变量 描述 并 有 相应 的 概率 密度 ， 在 这 种 情形 下 ， 实 验 分 布 
显然 是 描述 各 随机 过 程 的 概率 密度 的 某 种 全 加 ， 称 为 复合 概率 密度 ， 设 第 ;过程 
的 概率 密度 记 为 (9,),j=1,2,…,X 为 所 测 的 物理 量 (随机 变量 )，9, 是 只 与 第 j 


个 过 程 有 关 的 一 个 或 几 个 参量 ， 则 X 的 概率 密度 可 表示 为 
Роса,9) = >a, f,(x;9;), (4.17.18) 
j 


Ни а, 表示 第 7 个 过 程 对 待 测 物理 量 贡献 的 相对 权 因 子 , 其 取 值 应 使 f (x;a, 9) W 
足 归 一 化 条 件 


f, Гоза, Зах =1. (4.17.19) 


在 许多 物理 问题 中 ， 虽 然 测 出 的 物理 量 涉及 多 种 物理 过 程 ， 但 实验 者 只 对 其 
中 的 一 种 过 程 感 兴趣 ， 其 余 过 程 的 贡献 仅仅 是 感 兴趣 的 有 用 “信号 ”的 背景 或 称 
为 本 底 . H f(x;a,9) 的 表达 式 可 以 看 到 ， 为 了 对 感 兴趣 的 过 程 进 行 研究 ， 必 须 对 
各 种 本 底 的 分 布 亦 有 清楚 的 了 解 . 但 实际 上 , 这 一 点 往往 是 很 难 或 无 法 做 到 的 . 在 
这 种 情况 下 ， 通 常 的 做 法 是 适当 设计 实验 装置 和 实验 数据 的 选取 方法 ， 使 本 底 的 
贡献 比 有 用 事例 的 贡献 小 得 多 ， 再 加 上 对 本 底 分 布 的 大 致 估计 ， 可 减 小 本 底 对 实 
验 结果 的 误差 . 


例 4.17 包含 共振 峰 的 有 效 质 量 谱 


在 粒子 反应 пр — п'рлёл ло 中 可 产生 共振 态 n(549) 9100783), ， 也 就 是 说 ， 
其 中 包含 下 述 事 例 : 


第 四 章 一 - 些 重要 的 概率 分 布 .157. 
пр—>л pn m p — r° pw 
| rrr-r0， L Нло. 
由 于 mo 的 寿命 极 短 ， 在 实验 中 ， 仪 器 观测 到 的 只 是 末 态 粒子 
пр э z pm'm fo .如果 测量 总 电荷 为 0 的 三 个 r 介 子 系统 的 有 效 质量 谱 ,由 于 mo 
的 产生 ， 在 它们 的 质量 
М, =549Ме\у, М, = 783MeV 


附近 出 现 明显 的 峰 ， 而 在 其 他 质量 值 附近 则 是 相对 平坦 的 本 底 ( 图 4.253)， 因 此 ， 
中 性 3r 系 统 有 效 质 量 М 的 概率 密度 由 三 部 分 组 成 : 描述 m 共振 和 @ 共振 的 两 个 


布雷 特 - 维 格 纳 函数 BW. 和 BW, ， 描 述 本 底 的 函数 B， 
АМ; а) = „ВУ (M;M pn) +a BW,(M;,M,,T,)+agB(M). 


如 果实 验 测量 只 在 有 限 的 质量 区 间 ( M „М в ) 内 进行 , 实验 装置 对 于 质量 测量 的 分 
РЫЯ РМ, М"), 则 实验 测量 得 到 的 实验 分 布 为 


Мв Ms (Мь 
sia) = |” farm, mam |S" f" foarm, мамам. 


© (783) 
280 і 


计数 /10MeV 


500 700 900 1100 1300 MeV 
л^л лож 


4.25 
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概率 论 和 数理 统计 是 研究 随机 现象 的 统计 规律 性 的 科学 ， 但 随机 现象 的 统计 
规律 性 只 有 在 大 量 重复 的 随机 试验 中 才 显示 出 来 ， 所 谓 随机 试验 中 某 种 事件 发 生 
的 频率 具有 稳定 性 ， 是 指 当 试验 次 数 无 限 增 大 时 ， 事 件 的 频率 逼近 某 一 常数 ， 同 
样 , 所 谓 随机 试验 可 能 发 生 的 各 种 结果 的 频率 分 布 近似 于 某 一 分 布 (如 测量 误差 的 
分 布 近似 于 正 态 分 布 )， 也 是 指 试 验 次 数 无 限 增 大 时 的 极限 性 质 .这 就 引导 到 极限 
定理 的 研究 .极限 定理 的 内 容 很 广泛 ， 其 中 最 重要 的 是 大 数 定律 和 中 心 极限 定 
EH. 本 章 介绍 几 种 常用 的 大 数 定律 和 中 心 极限 定理 . 


51 大 数 定律 


大 数 定律 说 明 随机 变量 序列 的 平均 结果 具有 稳定 性 ; 大 量 重复 随机 试验 中 事 
件 发 生 的 频率 也 具有 稳定 性 ， 并 且 与 事件 的 概率 有 确定 的 对 应 关系 . 


为 了 阐明 大 数 定律 ， 首 先 介绍 依 概率 收敛 的 含义 ， 设 { X;}, i=1，2，… 为 
随机 变量 序列 ， 若 对 任意 a>0， 有 
lim P{|X; -a|> е) =0, (5.1.1) 
则 称 随机 变量 序列 { Xi} i=1, 2, ЖШТ а, Фавт. BA, 
式 (5.1.1) 等 价 于 
lim P |x, а] <} =1. (5.1.2) 
D 切 比 雪夫 大 数 定律 
[X ).i= 1，2，… 为 相互 独立 的 随机 变量 序列 ， 它 们 有 有 限 的 数学 期 望 和 
方差 
E(X,)= д, V(X,)=o?, ¿= Wy 
并 且 方 差 有 公共 上 界 
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则 对 任意 的 < >0， 


3 12 1 2 
melid- 


п>> 


ке (5.1.3) 
该 定理 证 明 如 下 : 因 {Xi},i=1，2，… 相 互 独立 ， 故 


papa 


利用 切 比 雪夫 不 等 式 (2.4.26)， 
区 c 
中 „х, - 1и к" ез7, 
概率 值 不 可 能 大 于 1， 故 有 
12 1 C 
ке 


令 o, 定理 得 证 . 
对 于 {Xi} = 1，2，… 具 有 相同 的 数学 期 望 和 方差 的 特殊 情形 ， 式 (5.1.3) 简 


化 为 
lim T 


这 表明 ， 当 n PAK, XoXo X, 的 算术 平均 接近 于 它们 的 数学 期 望 
веде =-=, 


Ух, = 


п 1 


< а = (5.1.4) 


2) 辛 钦 大 数 定律 
设 相互 独立 的 同 分 布 随机 变量 序列 Xo Xa AARIA RAE 
E(X)=m i=l, 2, ~ 
则 对 任意 >0, 有 


< 路- (5.1.5) 


i=l 


5л 
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证 明 从 略 . 
辛 钦 大 数 定 律 表明 ， 只 要 随机 变量 独立 同 分 布 ， 即 使 不 存在 有 限 方 差 ， 其 数 
学 期 望 仍 可 由 п 个 随机 变量 的 算术 平均 值 作为 近似 (n 充分 大 ). 
3) 伯 努 利 大 数 定律 
设 区 是 nn 次 独立 随机 试验 中 事件 4 发 生 的 次 数 , 每 次 随机 试验 中 事件 А 发 生 
的 概率 是 p， 则 对 任意 的 a>0, 有 
lim 中 -p 


nx n 


< (5.1.6) 


即 当 AERIS IMET, 事件 4 的 出 现 频率 min 依 概 率 收敛 于 事件 4 的 概率 . 
证 明 设 用 随机 变量 X 描述 第 ;次 试验 ， 当 事件 4 发生，X%; 取 值 为 1， 否则 


Я 0. W X АННЕ, TR, n 次 试验 中 事件 4 т УХ, ， 由 
i=l 
试验 的 独立 性 可 知 ，X1, XX，,… 相互 独 立 ， 且 其 数学 期 望 E(X,) = р 应 用 式 (5.1.4) 得 


<|- impit- <е)-1 
пс n 
证 毕 . 


伯 努 利 定律 在 数学 上 严格 地 表述 了 频率 的 稳定 性 ， 即 事件 的 频率 以 概率 收敛 
于 事件 的 概率 ， 当 随机 试验 的 次 数 很 大 时 , 事件 出 现 的 频率 与 其 概率 十 分 接近 ， 
出 现 大 的 偏差 的 可 能 性 很 小 ， 因 此 ， 在 实际 应 用 时 ， 当 试验 次 数 n 充分 大 时 ， 便 
可 用 事件 出 现 的 频率 作为 事件 发 生 的 概率 的 很 好 近似 ， 这 一 点 1.2 节 中 讨论 概率 
的 定义 时 已 经 指出 . | 

伯 努 利 定律 的 证 明 过 程 说 明 ， 它 是 切 比 雪夫 大 数 定律 的 特例 . 

4) 泊 松 大 数 定律 

设 在 一 个 独立 随机 试验 的 序列 中 ， 事 件 4 在 第 i 次 试验 中 出 现 的 概率 为 P， 
记 前 4 次 试验 中 事件 4 出 现 的 次 数 为 m ， 则 对 任意 a>0, 有 


lim А 


证 明 每 次 试验 可 用 一 随机 变量 X; 描 述 ，X; 服 从 伯 努 利 分 布 ， 即 


1 n 
lim P4|— > X. – 
n>% > i P 


m_ p + p> +: ` + p, 
n n 


<el=1 (5.1.7) 


E(X,)= Pi V(X)=p (1-p) <. 
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TA, Mn KERRI A BARKS m Ah m = X, RH. шилен ух, 的 
i=l i=l 
数学 期 望 和 方差 为 


Ух, ик 


i=ł i=} 


对 随机 变量 了 >,X， 应 用 切 比 雪夫 不 等 式 , 得 
i=} 


<£ > l- = 
4пЕ 


le 12 
P 2 rp 


"| 


注意 到 m=》X,, n > o, О НЕ. 


i=l 


5.2 FURRE 


在 客观 实际 中 ， 许 多 随机 变量 是 大 量 相互 独立 的 随机 因素 综合 影响 的 结果 ， 
而 其 中 每 一 个 别 因素 所 起 的 作用 都 很 微小 ， 这 种 随机 变量 往往 近似 地 服从 正 态 分 
布 ， 人 例如， 射手 打靶 ， 影 响 射 手 击 中 点 到 靶 心 距离 的 因素 是 多 方面 的 :瞄准 点 对 
靶 心 的 偏离 ， 风 力 的 变化 ， 子 弹 重量 的 差异 ， 上 升 气 流 的 大 小 …… 都 是 相互 独立 
的 随机 变量 ， 其 总 的 效果 是 大 量 弹 着 点 近似 地 服从 正 态 分 布 ， 又 如 单 能 电子 束 射 
人 和信 碘 化 钠 品 体 (NaI(TD)， 用 光电 倍增 管 测量 晶体 中 的 闪烁 荧光 ， 光 电 倍增 管 的 输 
出 电信 和 号 经 过 放大 器 等 电子 学 线路 ， 最 后 测量 出 脉冲 幅度 谱 ， 这 一 测量 中 涉及 一 
系列 相互 独立 的 随机 过 程 ， 如 电子 在 晶体 中 的 电离 损失 ; 光 在 晶体 中 的 传输 ， 唱 
体 表 面 的 反射 折射 ;光子 在 光电 倍增 管 阴 极 上 产生 光电 子 的 效率 ， 电 子 的 倍增 过 
程 …… 因此 ， 最 后 测 到 的 脉冲 幅度 近似 于 正 态 分 布 ， 后 一 个 例子 是 对 于 一 个 完 
全 确定 的 物理 量 (电子 能 量 ) 进 行 测定 ， 由 于 测量 过 程 涉及 许多 随机 过 程 ， 因 而 测 
量 的 结果 呈现 正 态 分 布 ， 该 分 布 的 标准 差 就 成 为 测量 误差 . 这 种 情形 在 大 量 的 测 
量 问题 中 是 具 代表 性 的 ， 是 中 心 极限 定理 的 客观 表现 ， 而 这 就 是 正 态 分 布 在 概率 
统计 理论 和 实际 测量 问题 中 具有 重要 意义 的 依据 ， 中 心 极限 定理 是 大 样本 统计 推 
断 的 理论 基础 . 
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1) 同 分 布 的 中 心 极限 定理 
设 相 互 独立 的 随机 变量 序列 Xi,X，… 服 从 同 分 布 , 且 有 有 限 的 数学 期 望 和 方 


2 
Е(Х,)= и o (x ,)= о? О<д,а? <% 
则 随机 变量 
> Х,-пи 
= (5.2.1) 
пс 
的 分 布 函数 (y) 对 于 任意 y 值 满足 


limF(y)= lim P(Y < y)= | ў те", 
по n>n -0 к 
B) n — оо, 随机 变量 了 依 概率 收敛 于 标准 正 态 函数 МО, 1), RIER YX, 依 
i=] 


概率 收敛 于 正 态 函数 N (nu,no? } 
证 明 随机 变量 X 的 特征 函数 为 


px (1) = Е(е")= f” e" fdr 


=f. [ +itx+ Е + о(гх ) f(x)dx 


2 2 
=l+itu+2 24 (и) +o(e)+--.. 


根据 特征 函数 的 性 质 ( 见 2.5 节 ) 可 知 , 的 特征 函数 为 


А ; аи 2 2 3 
типы. о] t Jeh 
с 


суп 20n п?/? 


利用 关系 式 
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matos- 57 te, 


得 
тул, шу, (it) (о? +д?) ey | l Je 
l = 一 mA A a +0 — 
ео 20? Vn 
о ЕВ 
"2 и 
`4 n — 0 
А а 
timing, (= ， 
по 2 
即 


lim фу (1) = e 


这 正 是 标准 正 态 分 布 的 特征 函数 . 证 毕 . 
随机 变量 独立 同 分 布 在 许多 情形 下 是 很 苛刻 的 要 求 . 事实 上 ， 当 相互 独立 的 
随机 变量 序列 {Xi} ,i=1,2,… 具 有 有 限 但 不 相同 的 数学 期 望 和 方差 时 ， 


y = 》 Хи) 仍 服从 正 态 分 布 ， 故 有 更 一 般 的 中 心 极限 定理 如 下 . 
i=l 


2) 李 雅 普 诺 夫 定 理 
设 相互 独立 的 随机 变量 序列 XX,,X,,… 有 有 限 的 数学 期 望 和 方差 


Е(Х,) = д,У(Х) =а2, 0<д, o? <o, 1=1,2.... 


记 妈 =》o? ,车 存在 5>0， 使 
ial 


e l <é 2+6 
уту 2,E|X, - м ”=0， 


则 随机 变量 
УХ, -Уд 


үза 5.2.2 
В (5.2.2) 


п 


的 分 布 函数 F(y) 对 于 任意 y 满 足 
сУи 


lim F(y) = lim P E 


n 
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Ге" 

=: ве" та. 

Вр no Ру fk R % ТЖ А WE F & 6 0, Y~ NO) 或 
УА -n| Èn. ў) 证 明 从 略 . 


t=] і=і 
李 雅 普 诺 夫 (Lyapunov) 定 理 表 明 ， 无 论 各 随机 变量 X 具有 怎样 的 分 布 ， 只 要 
满足 定理 的 条 件 ， 则 当 n 很 大 时 ， 随机 变量 X, 就 近似 地 服从 正 态 分 布 ， 在 许 
i=l 
多 物理 量 测量 中 ， 测 量 误 差 是 由 许多 相互 独立 的 随机 因素 合成 的 ， 根 据 该 定理 可 


知 ， 测 量 误差 近似 地 服从 正 态 分 布 . 
定理 1 )，2) 并 没有 规定 随机 变量 的 类 型 ， 它 们 对 离散 型 和 连续 型 均 适 用 .所 


谓 n 很 大 ， 在 实际 使 用 时 ，n = 10 的 随机 变量 3》X, 已 与 正 态 分 布 相当 接近 . 
i=] 


951 正 态 随机 数 的 产生 


在 蒙特 卡 罗 方 法 中 ， 经 常 需要 产生 服从 正 态 分 布 的 随机 数 ， 但 一 般 计 算 机 只 
备 有 [0, 1] 区 间 均 匀 分 布 的 随机 数 . 利用 同 分 布 中心 极 限定 理 , 是 通过 [0, 1] 随 机 数 
产生 正 态 随机 数 的 途径 之 一 . 

设 7i=1,2,… 是 相互 独立 的 [0，1] 区 间 均 匀 分 布 随机 变量 ， 其 数学 期 望 为 


и=12, УЕ o? =112. 根据 式 (5.2.1) 定 义 随机 变量 


Sr -9 (5.2.3) 


当 >84, g 收敛 于 МО, 1). 实际 上 ， 当 n= 12 时 ，8 已 与 №, 1) 十 分 接近 ， 
此 时 ，8 有 简单 的 形式 


g=> n-6. (5.2.4) 


8 的 分 布 与 W0，1) 的 最 大 偏离 出 现在 分 布 的 两 侧 尾 部 ， 因 为 N(0,1) 的 值 域 是 
(-eo,oo), 而 8 的 值 域 是 有 限 的 


—_V3n < g < V3n, 
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当 n=12 时 ， 则 有 
—6<2<6, 


即 出 现 最 大 偏差 的 区 域 在 6 个 标准 差 之 外 ， 在 那里 ，N(0，1) 的 概率 密度 值 小 于 
10°, 对 于 大 多 数 实际 应 用 的 精度 要 求 而 言 , 这 样 的 差别 可 以 忽略 . 所 以 式 (5.2.4) 
是 正 态 分 布 的 很 好 近似 ， 因 此 ， 只 要 独立 地 产生 12 个 [0，H] 区 间 均 匀 分 布 随机 数 
有 ， 依 照 式 (5.2.4) 就 可 得 出 一 个 标准 正 态 随机 数 g. 

3) 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 (De Moivre-Laplace) 定 理 

设 随机 变量 序列 {7%} ,n=1,2,… 具有 参数 n,p(0< p< 了 ) 的 二 项 分 布 ， 则 对 任意 


a<b， 有 


: У, -np В а Is к? 
нарас сы |. ed 
уп эон, ВЛЕ 
hp 5.2.5 
МиРА- р) 
ИЕ ХОРА, sk Y (参数 п, р 的 二 项 分 布 ) 逼 近 数 学 期 望 和 方差 分 别 为 np 


和 mp(1 卫 ) 的 正 态 分 布 ， 证 明 如 下 : 
由 4.1 节 知 ， 二 项 分 布 可 看 成 n 个 相互 独立 的 伯 努 利 分 布 随机 变量 X,， 


i=1,2,…,n 之 和 


其 数学 期 望 和 方差 分 别 为 
E(Xi)=p,V(X;)=p(l-p), 1=Ь2,---,п. 


应 用 式 (5.2.1)， 即 得 


limP -ih <а = | тещи = фа), 
n— пр(1-р) 


于 是 对 任意 a<b， 有 


ml ет < =@(b)-@(a) 
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定理 得 证 .由 证 明 过 程 可 知 ， 本 定理 是 定理 1) 的 特殊 情形 . 
1 一 o 时 ， 二 项 分 布 通 近 正 态 分 布 这 一 结论 在 4.1 节 中 已 经 指出 ， 这 一 定 
理 提供 了 一 种 计算 二 项 分 布 若 干 项 求 和 的 近似 方法 ， 例 如， 欲求 二 项 分 布 


B(k;n, (а-о) НАЯ 


SHEED) 


k=k, 
ARAJ RAETIA, НАЙК, WLR1AG5.2.5),48 


k 
》 B(k;n, p) ФЬ) Фа), (5.2.6) 
kh 


k, -np k -np 
b =-=, = =, (5.2.7) 
Ver “ Р-Р) 
Ф(Ь) #1 Dla) 可 由 附 表 6 查 出 . 对 于 很 大 时 的 二 项 分 布 的 概率 计算 问题 , 利用 正 
态 近 似 可 方便 地 解 出 . 
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从 本 章 开 始 介绍 数理 统计 的 部 分 内 容 ， 数 理 统计 是 以 概率 论 为 基础 ， 根 据 研 
究 对 象 的 有 限 次 观测 或 测量 ， 对 它 的 全 体 元 素 的 性 质 作出 合理 的 估计 和 推断 ， 数 
理 统计 是 实验 数据 进行 整理 分 析 的 理论 基础 和 数学 工具 .本 章 介 绍 总 体 ， 随 机 子 
样 、 统 计量 等 数理 统计 中 的 重要 概念 ， 以 及 常用 的 统计 量 和 抽样 分 布 ， 以 下 各 章 
陆续 讨论 参数 估计 ， 假 设 检验 等 数理 统计 问题 . 


6.1 ВРВ, РЕЛ РА 


我 们 从 一 个 具体 例子 来 引入 数理 统计 中 的 基本 概念 . 设想 有 一 批 晶 体 二 极 管 ， 
规定 反 向 击 穿 电压 小 于 Vo 伏特 为 废品 ， 问 如 何 来 确定 废品 率 ， 即 使 严格 控制 二 极 
管 的 制作 工艺 ， 各 二 极 管 的 反 向 电压 V 也 不 尽 相 同 ， 而 是 服从 某 种 分 布 ， 因 此 ， 
上 述 问题 归结 为 求 二 极 管 反 向 电压 VY， 这 一 随机 变量 取 值 小 于 VW 的 概率 


P(V<V)=F(VY,), 


FHV 的 累计 分 布 . 简单 的 做 法 是 将 所 有 的 二 极 管 的 反 向 击 穿 电压 测量 出 来 ， 就 
可 求 出 废品 率 . 

但 是 在 实际 问题 中 ， 要 直接 、 逐 一 地 来 测量 事实 上 是 不 可 行 的 ， 因 为 测量 本 
身 具 有 破坏 性 ， 例 如 ， 二 极 管 测量 反 向 击 穿 电压 后 ， 二 极 管 就 损坏 了 ; 并 且 产 品 
数量 很 大 ， 例 如 ， 用 同样 的 工艺 生产 的 二 极 管 成 十 万 、 百 万 计 ， 它 们 的 一 些 性 能 
的 测量 相当 复杂 ， 耗 费 大 量 的 人 力 、 物 资 和 时 间 ， 逐 一 测试 是 不 经 济 或 实际 上 不 
可 行 的 ， 因 此， 合理 的 做 法 是 选 出 一 部 分 二 极 管 (个 体 ) 进 行 测试 ， 根 据 这 些 个 体 
的 测试 数据 来 推断 这 样 生产 出 的 所 有 二 极 管 ( 整 体 ) 的 有 关 性 能 ， 这 类 问题 在 实验 
和 生产 中 经 常 遇 到 ， 是 典型 的 统计 推断 问题 . 

从 数理 统计 的 观点 来 看 ， 这 类 问题 中 的 研究 对 象 是 一 个 随机 变量 ， 例 如 ， 上 
例 中 的 反 向 击 穿 电压 V. 研究 对 象 的 全 体 元 素 , 即 随机 变量 取 值 的 全 体 称 为 总 体 (或 
母体 ); 组 成 总 体 的 每 个 元 素 ， 即 随机 变量 的 每 一 个 可 取 值 称 为 个 体 ; 表征 总 体 的 
随机 变量 的 分 布 函数 称 为 总 体 的 分 布 . 从 总 体 中 选取 一 个 个 体 (元 素 ) 叫 做 抽样 . 从 
有 限 次 抽样 选 出 的 元 素来 推断 总 体 的 性 质 ， 如 总 体 分 布 函数 或 数字 特征 等 ， 这 类 
问题 称 为 统计 推断 ， 为 了 达到 这 样 的 目的 ， 抽 样 的 方法 就 不 能 是 随意 的 .可 以 想 
象 ， 倘 若 对 总 体 的 各 次 抽样 相互 独立 地 进行 ， 总 体 中 任何 元 素 有 均等 的 机 会 被 抽 
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取 ， 那 么 有 限 次 抽样 得 到 的 元 素 能 够 反映 总 体 的 分 布 特征 ， 这 样 的 抽样 称 为 简单 
随机 抽样 ， 抽 取 的 一 组 元 素 称 为 子 样 观测 值 ， 显然 ， 简 单 随机 抽样 实质 上 就 是 相 
互 独立 地 作 有 限 次 重复 的 随机 试验 . 

所 研究 的 总 体 的 元 素 ( 即 随机 变量 的 取 值 ) 可 能 是 无 限 多 个 , 称 为 无 限 总 体 . 对 
无 限 总 体 作 有 限 次 抽样 后 ， 总 体 的 成 分 并 不 发 生变 化 ， 所 以 被 抽取 的 元 素 是 否 放 
回 总 体 对 以 后 的 抽样 没有 影响 ， 所 以 无 限 总 体 的 简单 随机 抽样 可 以 是 不 放 回 抽 
É. 但 对 于 有 限 总 体 ， 一 次 抽样 后 必须 把 被 抽取 的 元 素 放 回 总 体 ， 才 能 保证 下 一 
次 抽样 时 总 体 成 分 不 变 ， 所 以 有 限 总 体 的 简单 随机 抽样 必定 是 放 回 抽 样 . 但是， 
如 果 被 抽取 的 元 素 个 数 n 远 小 于 总 体 的 元 素 个 数 N， 即 使 作 不 放 回 抽样 ， 总 体 也 
可 近似 地 视 为 不 变 ， 即 不 放 回 抽样 仍 近 似 于 简单 随机 抽样 . 以 后 若 不 特别 说 明 ， 
抽样 都 指 简 单 随机 抽样 . 

设 总 体 X 的 分 布 函 数 为 F(x), 作 nn 次 抽样 得 到 一 组 子 样 观测 值 x, хо, o. хи. 由 
于 每 次 抽样 是 一 次 随机 试验 , 故 每 次 抽样 的 结果 可 用 一 个 随机 变量 Xi(i= 1,2, …,n) 
来 描述 ;又 据 抽 样 的 随机 性 与 独立 性 可 知 ，Xi(i= 1，2,…,n) 相 互 独立 目 与 总 体 x 
有 相同 的 分 布 ， 而 xi i=1, 2,…,n 是 它们 的 一 组 观测 值 ， 我 们 称 X, X, -:, 
X 为 总 体 X 的 容量 的 简单 随机 子 样 ， 简 称 子 样 ，X!，X，，…，X 可 能 取 值 的 全 
体 称 为 子 样 空间 ; 观测 值 n, №, ---, x, 为 子 样 观测 值 或 子 样 的 一 个 实现 ， 它 是 
子 样 空间 中 的 一 个 点 ， 是 随机 子 样 抽 定 后 的 一 组 具体 数字 . 

由 于 子 样 X/,X2,…,X 是 相互 独立 又 与 总 体 X 同 分 布 的 随机 向 量 , 据 式 (3.5.9) 
可 知 ， 它 们 的 联合 分 布 函 数 和 联合 概率 密度 分 别 为 


Ех, X27 Xp) = [ [ FŒ), (6.1.1) 


i=l 


fa) = Уо). (6.1.2) 
i=l 


统计 推断 问题 要 求 子 样 能 很 好 地 反映 总 体 的 性 质 ， 为 此 ， 我 们 引信 子 样 分 布 
函数 的 概念 ， 设 对 总 体 X 作 n 次 抽样 ， 得 到 容量 的 子 样 的 一 组 观测 值 ， 将 它们 
按 数 值 从 小 到 大 的 递增 次 序 排列 


GLE. (6.1.3) 
S k EDF x; 的 观测 值 个 数 ， 则 在 这 n 次 试验 中 ， BHE x< x: 的 频率 为 
0, х<х, 
ВО = т, 区 区 < (6.1.4) 


1, X> x;. 
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F(x) 是 在 [0，1] 区 间 中 的 非 减 阶梯 函数 ， 它 具备 分 布 函数 所 要 求 的 性 质 ， 称 为 子 
样 分 布 函数 或 经 验 分 布 函数 . 
Е'@)- РО), (6.1.5) 


п 


D, = тах 
< x< 


其 中 FG) S K X ЗА, D, Е x НТН B| ER (B Р TERE A БА 
函数 之 差 (绝对 值 ) 的 极 大 值 , D, 也 是 一 个 随机 变量 . RAR ERE Y Чл o 
ну, Dn 以 概率 1 收敛 于 0. 


P flim D, =0}=1. (6.1.6) 
因此 , 当 子 样 容 量 充分 大 , 子 样 分 布 函数 F; (х) 近似 地 等 于 总 体 的 分 布 函数 FO), 
这 是 利用 子 样 对 总 体 性 质 作 统计 推断 的 依据 .图 6.1 是 子 样 分 布 函数 及 其 对 应 的 
总 体 分 布 函数 的 图 示 . 


1 


图 6.1 УРАЛ E 和 总 体 分 布 函 数 FG) 


6.2 统计 量 及 其 数字 特征 


子 样 是 总 体 的 “代表 ”或 反映 . 在 抽取 子 样 之 后 ， 为 了 推断 总 体 的 性 质 ， 需 
要 对 子 样 进行 “加 工 ”、“ 提 炼 ”， 把 子 样 中 包含 的 有 关 总 体 的 信息 反映 出 来 . 这 
在 数学 上 便 是 针对 不 同 的 问题 构造 出 子 样 的 某 种 函数 ,来 推断 总 体 的 有 关 性 质 . 
为 子 样 是 我 们 关于 总 体 信息 的 唯一 来 源 ， 所 以 这 些 函 数 除了 子 样 观测 值 外 不 应 包 
含 其 他 未 知 参 数 ， 这 种 函数 一 般 称 为 统计 量 ， 其 定义 如 下 ; 

XI, X, e, X, AA X fJ АЕН, 80, Х,, e, XDE TEREE R 
数 ， 如 果 8 不 包含 任何 未 知 参数 ， 则 а(х, X, e, X,.)FR2UBISTUIFEL X РЕК 
ЯМ. Ш, о, 5, РВ Ху, Х,, e, Х, RIRE, HI gO, м, +, x) 
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是 统计 量 g(X1，X2，…，X) 的 一 个 观测 值 . 

由 于 随机 变量 的 函数 也 是 随机 变量 ， 显 然 统 计量 本 身 是 随机 变量 ， 它 有 自己 
的 分 布 函数 、 数 字 特 征 等 . 

下 面 介绍 几 种 重要 的 统计 量 . 

ЯХ,, Х, e, X, E AK X 的 容量 n КЕ, м, д, u, x, ETERS 
一 组 观测 值 ， 将 观测 值 按 从 小 到 大 递增 的 次 序 排 列 


x <х, <. < x, 
定义 一 组 随机 变量 Хх", Хх”, X) fE TE X, X, ---, Х, РЖ, WE 
XM phig, К=1,2, n. XD. XP, e, X SOS TE Xi, Хо, e, ХММ 
统计 量 . H 6.1 节 的 讨论 知道 ， 子 样 分 布 函数 是 从 顺序 统计 量 得 到 的 ， 并 由 此 可 


推断 出 近似 的 总 体 分 布 函数 . 
经 常用 到 的 统计 量 有 子 样 平 均值 、 子 样 方差 和 子 样 矩 等 ， 子 样 平 均值 定义 为 
дя. (6.2.1) 
П 11 
子 样 方差 
2 
5 ЕРЕ X) Hx nX ) (6.2.2) 


该 定义 中 的 第 二 个 等 式 更 易于 计算 ， 推 导 如 下 : 


5? = ух, -X7 =>? -2ХХ,+Х?) 
n-li n-li 


- блаа) 


п-1 (а i=l 


证 毕 ， 子 样 标准 差 S 定义 为 8 平方 根 的 正 值 
子 样 的 大 阶 原点 和 矩 


1 n 
А =>, k=l, 2, …， (62.3) 
2 


子 样 的 上 阶 中 心 矩 


EAE TERHI M “171. 


М, -15x -X), k=l,2, … (6.2.4) 
i=l 
可 以 证 明 ， 子 样 的 上 EUR IK I SC Н) k ЯН. AAEH, PORRE 
点 矩 之 间 有 如 下 关系 : 
М, = 0, 
М=Љ- М, 
M, = h -344 +24, (6.2.5) 
M, = A, -44A +6, № -34 , 


REFERA ERRET X, Хо, e, X, MRMWAERA, 448 


仍 称 为 子 样 平 均值 ， 子 样 方差 ， 子 样 原 点 矩 和 子 样 中 心 矩 ， 它 们 是 相应 统计 量 的 
一 个 观测 值 或 一 个 实现 ， 对 于 其 他 的 统计 量 也 有 类 似 的 情形 . 

与 随机 变量 的 偏 度 系数 和 峰 度 系数 的 定义 相 类 似 ,我 们 定义 子 样 偏 度 (系数 )8 
和 子 样 峰 度 (系数 )82 


M, 
5, 6.2.6 
81 (м, ( ) 
М, 
=—-3. 6.2.7 
82 м? ( ) 


81 反 映 子 样 的 频率 分 布 对 于 子 样 平均 X 的 对 称 程度 . НРУ X 对 称 , 则 
81=0; gi 绝对 值 越 大 ， 频 率 分 布 的 对 称 性 越 差 . 子 样 峰 度 g, 则 反映 子 样 频 率 分 
布 的 形状 ， 即 分 布 比较 平缓 还 是 变化 比较 剧烈 ， 子 样 频率 分 布 的 概念 将 在 6.4 节 
叙述 . 

如 果 总 体 是 二 维 随机 变量 {X,Y} ， 抽 取 容量 п 的 子 样 ， 得 到 п 对 子 样 观测 值 


(х, у), (х›, Уз), : (Xnr Yn) 


这 时 ， 随 机 变量 X 和 了 各自 的 子 样 平均 值 是 
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и Falsi, (6.2.8) 
п“ 


子 样 方差 


$ - У -Fy -Hèr ~n?) (6.2.9) 
这 些 公 式 与 一 维 随机 变量 相同 . X 与 了 之 间 的 子 样 协 方差 Sxy 定 义 为 
Sxy т, - ХЈУ, -7). (6.2.10) 
Sxr 可 写成 更 便于 计算 的 形式 


Sa — >, -XXY —Y) 


=— . X ,Y — XY, + XY) 


— 


i=1 
Xx - - > + ния 
= 


n 
22 —nXY - | 
i=1 


п-1 
所 以 
Syy = 一 一 Sx- „я (6.2.11) 
п-Ц а 
子 样 相关 系数 尺 定 义 为 
XX, -XY - Y) 
R= ху = izl 
ç s n 1⁄2 
as р ZPS- Я 
i=l i=l 


(6.2.12) 
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子 样 相关 系数 R 与 随机 变量 {X, 了 } 的 相关 系数 p 有 许多 相似 之 处 , 它 反 映 了 子 样 
(ХХ, 5, ХЕИ, 0, 57, АННЕ; 事实 上 ， 当 充分 大 ， 
R 是 p 的 恰当 估计 ， 可 以 证 明 ， 子 样 相关 系数 满足 -1< R<1. К> 0 称 为 正 相关 ， 
R<0 为 负 相关 ; R= 1 称 为 完全 正 相关 ，R = -1 称 为 完全 负 相 关 ， 以 横 轴 表示 随 
机 变量 X 的 子 样 观测 值 ， 纵 轴 表 示 У 的 子 样 观测 值 ， 容 量 n 的 子 样 观测 值 在 该 
二 维 图 上 是 nn 个 点 . 当 R=+1, 所 有 的 点 落 在 斜率 为 正 值 的 一 条 直线 上 , R = -1， 
则 落 在 斜率 为 负 值 的 一 条 直线 上 (图 6.2)， 当 R>0, X 与 Y 正 相关 ， 子 样 观测 值 
xi j у ЖИВАНА ВО, х К 六 也 大 ， 反 之 亦 然 ; R<0, X 与 了 负 相关 时 ， 
扣 与 多 取 值 有 相反 的 趋势 ,一 个 值 大 , 另 一 个 值 小 ; Ч R=0, 表示 相关 很 弱 . W 
图 6.3. 


(а) (b) 


图 6.2 直线 相关 
(а) R=1;(b) R=-1 


(b) 


#63 子 样 相 关系 数 R 的 不 同情 形 
(а) К > 0; (b) R<0;(c) R= 0 


下 面 我 们 求 子 样 平 均值 、 子 样 方差 这 两 个 常用 统计 量 的 某 些 数字 特征 . 
子 样 平均 值 X 的 数学 期 望 X 可 表示 为 
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Х=Е(Х)= ($) 
А 


НЕХ УЖ ХН: ЕХ) = E(X)， 故 有 


X =Е(Х) = Е(Х), (6.2.13) 
即 子 样 平均 与 总 体 有 相同 的 数学 期 望 . 
子 样 平 均值 X 的 特征 函数 фу (0) 与 总 体 特 征 函 数 px (0) 有 如 下 关系 : 
Фу (1) = (еу (六 = É (2) . (6.2.14) 
子 样 平均 值 的 方差 V(X) 为 


ув) 


Е 
п 


-E(x #8) (Xe 


n 
考虑 到 各 X, i=1, 2, =, 7 之 间 相 互 独立 ， 故 协 方差 


Е{(х.-Х(х,-#}}=0, ixj, 
代入 上 式 ， 可 得 
У) = У(Х), (6.2.15) 


ВРАЗ БИА X 的 方差 等 于 总 体 方差 的 И. 
现在 求 子 样 方差 8 的 期 望 值 ， 由 S 的 定义 


ще», X. хона, ШЕ(х,-Х)(х,-Х}}=0, t 


第 六 章 “ 子 样 及 其 分 布 > 
га Ке 1 n ^ \2 
s=] ZG, -Х) 299 k | 
Ig ^ \2 1 ч с} 
б 0] 


пУ(Х), 


~n-l n(n—1) 


因此 ， 子 样 方差 5 的 数学 期 望 等 于 总 体 的 方差 
Е(5?) =У(Х). (6.2.16) 


6.3 抽样 分 布 


统计 量 是 随机 变量 ， 所 以 有 自己 的 分 布 ， 统 计量 的 分 布 称 为 抽样 分 布 ， 该 
分 布 的 标准 差 称 为 统计 量 的 标准 误差 . 由 于 统计 量 是 子 样 的 函数 ， 子 样 与 总 体 
有 相同 的 分 布 ， 故 抽样 分 布 与 总 体 的 分 布 有 一 定 的 联系 .本 节 介绍 几 种 重要 的 
抽样 分 布 . 


6.3.1 子 样 平 均值 的 分 布 


1) 泊 松 总 体 子 样 平均 值 的 分 布 
Bat ХУ и ВН, Xi, Х, e, KECHAR n МУН. H 
F Xi, X; 5", XX 相互 独立 并 与 X 同 分 布 ， 应 用 泊 松 分 布 加 法 定理 可 知 ， 随 机 变 


EY X, 服从 参数 以 的 泊 松 分 布 ， 故 子 样 平均 部 -1 Ух, 的 概率 分 布 为 
і=1 i=l 
无 ~ T Pking), &=1, 2, .-.. (6.3.1) 


2) 正 态 总 体 子 样 平均 值 的 分 布 
ЕЖ Х-Ми, 0), XI1，X%，…，X 为 其 子 样 ， 正 态 分 布 头 的 特征 函数 是 


Фу (t) = op i _ 59") 


由 特征 函数 的 性 质 (2.5.4) 和 (2.5.6) 求 得 子 样 平均 部 =", 的 特征 函数 为 


i=1 
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š 2 2]]" 2 
ro- 将 -于 人 | selin- 12e] 
Я] М X ERAES ST, НЕЯ В Е Eu #lo?/n 


2 
元 又 "| 4) (6.3.2) 
п 


即 子 样 平 均值 的 数学 期 望 与 总 体 相 同 ， 但 方差 为 总 体 方差 的 п. BREA 
X-u 


~ N(0,1). 
cI Jn 


3) 任意 总 体 子 样 平 均值 的 分 布 
设 总 体 X 是 有 有 限 数学 期 望 和 方差 4 с? 的 任 一 随机 变量 .由 于 它 的 子 样 X， 
Хэ, +", X, 相互 独立 而 且 有 相同 的 分 布 , 根据 同 分 布 的 中 心 极限 定理 , Ч n — = hi , 


SX, НЕКАЯ Мир, no), 804 п 很 大 时 ， тнв X, 近似 地 服从 均 
i=] і=1 
Аи, НЕЕ 

X- (и.о? In) (6.3.3) 


4) 两 个 正 态 总 体 的 子 样 平均 值 之 差 的 分 布 
自 两 个 不 同 的 正 态 总 体 WU,af) 和 NU, o) A B Th yr bhi п, A n> 0 
随机 子 样 , 子 样 平 均 用 X, ЖХ, 表 示 . 则 两 个 子 样 平均 之 差 X – X, 也 是 正 态 变量 ， 


且 其 数学 期 望 和 方差 分 别 为 


(6.3.4) 


证 明 由 2) 知 
X, ~ №(д,о? In ), X; ~ N(/n.o2 Im, ), 


故 有 
Е(Х,-Х,)=Е(Х,)-Е(Х,)= м -m 


HT X #1 X, 相互 独立 ， 由 方差 的 性 质 可 知 
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у(Х. -#,) и) (,)- 9+9, 

n n, 

证 毕 ， 这 一 性 质 可 推广 到 任意 多 个 相互 独立 的 正 态 总 体 子 样 平均 值 之 差 的 分 布 
对 于 相互 独立 的 正 态 总 体 的 子 样 平均 值 之 和 的 分 布 ， 显 然 式 (6.3.4) 中 方差 的 

表达 式 相同 而 数学 期 望 应 为 /4 + дь. 


6.3.2 ШАХ Уи, НН 
1) 标准 正 态 总 体 的 子 样 平方 和 的 分 布 
设 总 体 X~N(0, 1), Xi, X, =, ARE n 的 一 个 子 样 ， 并 记 统 计量 


х2 = Ух у (6.3.5) 
i=1 


Ду z; RAAHE n J yfi: до (п). HT X, X, =, 和 相互 独立 ， 而 
且 与 总 体 X 有 相同 分 布 ， 由 式 (4.14.14) 立 即 得 出 上 述 结果 . 
由 此 立即 得 到 一 个 推论 . 若 随机 变量 X ~ N(a,o2), НХ, --., XX 为 其 子 样 ， 


则 统计 量 


сх = 2 
TH 20 ~ Z° (n). (6.3.6) 


i=l 


考虑 到 随机 变量 А ЕКА, EAEE EE. 


с 
2) 正 态 总 体 的 子 样 方差 的 分 布 
设 Xi, 和 %,…,% 是 正 态 总 体 X ~N(p,0?) 的 容量 n 的 子 样 , 子 样 方差 ( 式 (6.2.2)) 


为 
2__ 1 vx -Y 
5 912000 X) 
统计 量 
n lo |X | 
=$ -让 = J (6.3.7) 


RAABE n- 1 ÉZ 2%, n- 1). 
证 明 УВЕ, X, --, X,fEIEZE4Fie 
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1 
Y, =-= (X, -Х,), 


V1.2 
1 
Y, = X +X, -2Х, ), 
2 r. 1743 3) 
1 
Y, = X +X,+: +X, -(n-1)X, ), 
+ ) 


l = 
Y, s7 +X, ++ X,)=vVn X, 


通过 计算 可 知 ， 满 足 》 XYY. MFX, Х,, e, ,为 相互 独立 的 同 分 布下 
jst 


i= i=] 


ЖЖ, Fi, 0, 56, У, ХР, TLEER., y. i=1,2, =, nn 也 是 
正 态 变量 ， 且 相互 独立 ， 其 数学 期 望 为 0， KEAP, B 


ү-№(0,0°), i=12,....n. 


X 
(п) Ў, ж) = -225x +лХ? 
i=l i=l i=l 
=$ X? -n = Y y? у я 
" = i=] | i=l 


注意 到 YNO, о), НЗ), TFS 服从 自由 度 (n - ВД Ф. 


现在 来 解释 分布 中 自由 度 的 含意 . 
自由 度 是 与 变量 之 间 的 约束 相 联系 的 概念 ， 对 于 一 组 变量 Yi, У,, e, Yn, 
存在 一 组 不 全 为 0 的 常数 Cl，C:，…，Cn， 使 得 约束 方程 


Усу, =0 
j=l 


成 立 ， 则 称 变量 Yi, Yo, e, Yn FE ТВЕН ЖЕ. 如果 存在 个 约束 
方程 
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УС, =0, =, 
j=l 


其 中 对 任何 Cy 不 全 为 0, 系 数 Cy 组 成 的 矩阵 (Cy)u BIERA k MIRER Р, 
ү, 之 间 存在 个 独立 的 线性 约束 条 件 ， 这 时 ， 由 线性 代数 可 知 ，Y， 国 ，…， 
这 个 变量 中 , 由 于 存在 k 个 独立 的 约束 ,只 有 n -k 个 独立 变量 .这 一 结果 十 分 
有 用 .包含 个 变量 的 函数 g, Ya, =, YP), ЖАЯГ -k 个 独立 变量 ， 则 称 
ВАН n-k. 

SETS RA, MA X, Xa =, Kien MER, BEENA 


性 约束 方程 


所 以 自由 度 为 n-1， 而 在 铬 的 表达 式 (6.3.5) 中 ，n 个 变量 X?(i=1,2,…,n) 相 互 独 
Z, 不 存在 约束 条 件 ， 所 以 自由 度 为 n. 

正 态 总 体 的 子 样 平均 值 和 子 样 方差 好 和 5 是 相互 独立 的 , 这 是 正 态 总 体 特有 
的 重要 性 质 ， 证 明 如 下 . 

通过 简单 的 代数 运算 ， 下 述 等 式 独 立 : 


2 
"(X - u) _ (n-1)S2 {54 =]. 
> с J д? cI n 
n-l 
等 式 右边 第 一 项 服从 自由 度 n – 1 的 六 分 布 ( 式 (6.3.7)), 其 特征 函数 为 (1-2it) 2. 


随机 变量 X 服从 数学 期 望 和 方差 4，o?/n 的 正 态 分 布 ( 式 (6.3.2))， 故 有 


~ N(0,1), 


aF 


= 2 
由 式 (4.14.14) 知 ， Ë =) _y?(1) ， 其 特征 函数 为 
cI n 


(1-20-12. 
让 于 和 二 4 ANO; 1), ZEA 
п Е 2 
> ~ дп), 
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其 特征 函数 为 (1-2i0 2. 
H 2.5 节 的 讨论 可 知 ， 若 随机 变量 Z= ХҮ, HA e;(t) = фу (t) g(t), WX, 
Y 相互 独立 ， 显 然 在 这 里 有 
п-і 
(1 210) 77/2 = (1 210) 2 (1 210) 712. 


因此 ， S5 X НН. 


X-u (n— ps 
Е) 5 相互 独立 ， 


6.3.3 服从 ! 分 布 和 广 分 布 的 统计 量 
(1) 设 正 态 总 体 X-NWw、o) 的 子 样 平 均值 和 子 样 方差 为 乏 和 5， 子 样 容量 为 


n， 则 统计 量 
ЕД СТИ; (6.3.8) 


证 明 НН 6.3.3 节 已 知 
Х-и 


е ~ N(0,1), 


由 式 (4.15.4) 立 即 有 


E PET 
с/т ОА у 


(Sh 一 D) 


D 设 Xi, Xa e, Хи Yi, Ya, e, Yo 分 别 是 从 方差 相同 的 两 个 正 态 总 
к Мид, P), Ми, o) 独 立地 抽取 的 容量 四 和 畏 的 子 样 ， 子 样 平均 值 和 子 样 方差 
分 别 用 X,Y 和 S57, 52 表示 ， 则 统计 量 
Х-7)-(м- 
(-7)-(м-№) РЕ t(n +m, 一 2)， 


(п -1), 


而 且 它们 互相 独立 . 


(6.3.9) 


其 中 
g2 (n — DS, +(m -1)52 
; п +n, -2 i 


证 明 УХ -~ N(m,0°In}F ~ N (1,0 п) 


PKA TRHA . 181- 


并 且 它 们 之 间 相 互 独立 ， 由 好 分 布 的 可 加 性 知 


2 


V= 152 ~X (n, + n, — 2). 
с с 


由 式 (4.15.4) 立 即 有 


证 毕 . 
对 于 两 个 子 样 容量 相同 的 特殊 情况 ，m = ns =n， 上 式 可 简化 为 
(Х-7)-(м-№) 
452 +52 /Vn 
(3) 设 从 两 个 正 态 总 体 NO, ог) #1 Ми, o2) 分 别 独立 地 抽取 容量 nn 和 ns 的 
子 样 ， 子 样 方差 用 只 152 表示 ， 则 统计 量 


52/о? 
52/0? 


~t(2n-2). (6.3.10) 


~ F(n. -1, n, —1). (6.3.11) 


证 明 HH 6.3.2 节 知 


=Í — 
"2-52-43 -0), 125-52 - ХИ, –1), 
9 0; 


而 且 两 者 相互 独立 ， 由 4.16 节 的 讨论 知 
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É 2 
ol Sr /or 


=j = 2 
my 5/m-D) 52102 
03 


Е(п - 1, n, = 1). 


6.34 正 态 总 体 子 样 偏 度 、 子 样 峰 度 、 子 样 相 关系 数 的 分 布 


我 们 不 加 证 明 地 给 出 正 态 总 体 的 子 样 偏 度 、 子 样 峰 度 、 子 样 相关 系数 的 分 布 . 
Hg 和 82 (定义 见 式 (6.2.6) 和 式 (6.2.7)) 分 别 是 正 态 总 体 容 量 的 子 样 的 偏 度 系 
数 和 峰 度 系数 ， 则 ет, & 近似 地 服从 正 态 分 布 5” 


6(n—2) 
g N Ë +0 +3) 5) (6.3.12) 


-6 24п(п-– 2)(п – 3) 


N| 26__24—и-20п-3) | 6.3.13 
82 Ë | Е 


子 样 容量 п 越 大 ， 近 似 程度 越 好 . 
ЖАО, 为 二 维 正 态 分 布 ，R 为 容量 n 的 子 样 的 相关 系数 (定义 见 式 
(6.2.12))， 定 义 统计 量 
=n -=arhR, 
Мп 充分 大 时 ， 近 似 地 有 


2-1 Р.Р 1 | (6.3.14) 
2 1-р A-I) na 


其 中 /是 总 体 随 机 变量 X 和 了 的 相关 系数 . п 越 大 ， 近 似 程度 越 好 ， 实 际 使 用 中 ， 
当 n>10 ，Z 的 分 布 与 正 态 分 布 已 相当 接近 . 
对 p=0 的 特殊 情形 ， 统 计量 


R 
о ~t(n-2). (6.3.15) 
6.4 抽样 数据 的 图 形 表示 ， 频 率 分 布 


设 我 们 对 一 个 具有 随机 分 布 的 物理 量 作 п 次 测量 ， 得 到 п 个 测定 数据 ， 从 数 
理 统计 的 观点 来 看 ， 这 就 是 对 于 描述 该 物理 量 的 随机 变量 作 n 次 随机 抽样 ，n 个 
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测定 数据 是 容量 n 的 随机 子 样 的 测定 值 ， 显 然 ， 直 接 从 这 п 个 数值 很 难看 出 总 体 
的 性 质 , 有 必要 对 它们 作 适 当 的 统计 整理 , 以 使 测量 的 结果 能 反映 总 体 的 特征 . 一 
种 重要 而 方便 的 方法 是 将 测定 数据 用 图 形 来 表示 . 


6.4.1 一 维 散 点 图 和 直方 图 ， 频 率 分 布 


一 维 随 机 变量 子 样 测定 值 最 简单 的 图 形 表 示 方 法 是 ， 子 样 每 一 测定 值 xi, 
2,，…， 和 用 x 轴 的 相应 数值 处 的 一 根 短 竖 线 表示 ,这样 的 图 称 为 一 维 散 点 图 ， 核 
物理 中 低能 电子 射 人 闪烁 计数 器 ,通过 电子 学 放大 后 得 到 一 定 幅 度 的 输出 脉冲 . 由 
于 电子 探测 过 程 是 随机 过 程 ， 相 同 能 量 的 电子 射 人 探测 器 ， 输 出 脉冲 幅度 不 可 能 
严格 相同 ， 而 呈现 一 定 的 分 布 ， 图 6.4(a) 是 所 测 到 的 100 个 脉冲 幅度 的 一 维 散 点 
图 ， 这 种 图 形 表示 虽然 包含 了 子 样 的 全 部 信息 ， 但 很 难 反 映 总 体 分 布 的 特征 . 

比较 好 地 反映 总 体 分 布 的 图 形 表示 是 一 维 直方 图 ， 其 构成 方法 如 下 ， 选 择 上 
限 和 下 限 为 


Xmin Š MiNn(N, BD X, ), Xmax Z MAX (X1, X25" Xp). (6.4.1) 


将 [xmin, xmax] 划 分 为 若干 个 互 不 相交 但 首尾 相 接 的 子 区 间 ， 最 通常 的 划分 法 是 分 成 
r 个 等 间隔 子 区 间 


x; = Xj + Ах, j=1 2. r, 
一 和 (6.4.2) 
№ = Хы» Ах = 7m min 
r 
落 在 第 j 个 子 区 间 内 的 子 样 测定 值 满足 
Xi S x, < x;, 1=12, r, i= 1,2,:-.,n. (6.4.3) 


落 在 第 j ТЕКНИН НЕЕ (А ИД] = 1, 2，…, ОЖ ХНА, пуп 称 为 相对 
频数 ， 可 以 看 到 ， 相 对 频数 与 第 一 章 中 讨论 概率 时 引入 的 频率 概念 是 相似 的 ， 
相对 频数 是 随机 变量 X 的 取 值 契 取 值 满足 式 (6.4.3) 这 一 事件 的 频率 ， 在 直角 坐 
标 系 上 横 轴 x 表示 子 样 测定 值 ， 用 纵 坐 标 等 于 n, BEERA xja эх, (长 度 Am 
的 平行 于 x 轴 的 短 横 线 代表 第 j 个 子 区 间 内 的 子 样 测定 值 频数 , 各 短 横 线 端点 之 
间 用 竖 直 线 连 接 起 来 ， 就 构成 一 维 直 方 图 .脉冲 幅度 测定 值 的 直方 图 如 图 6.4(b) 
PR. 

在 一 维 直 方 图 中 ， 每 一 子 区 间 内 短 横 线 下 的 面积 是 mnAx， 所 以 折线 下 的 总 面 
积 为 


S=2 nj Ax=n:Ax. (6.4.4) 


j=l 
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脉冲 幅度 ( 伏 ) 


图 6.4 
(а) 一 维 散 点 图 ; (b) 一 维 直方 图 ; (c) 带 误差 杆 的 数据 点 图 


将 一 维 直 方 图 的 纵 坐标 值 除 以 S$， 所 得 到 的 分 布 图 称 为 子 样 频率 分 布 ， 它 有 如 下 
ж: 

(1) 每 个 子 区 间 内 的 面积 大 于 等 于 0. 

(2) 子 样 测定 值 落 在 任 一 子 区 间 内 的 频率 等 于 该 子 区 间 的 面积 . 

(3) 所 有 子 区 间 的 面积 之 和 等 于 1. 

这 些 特性 与 第 二 章 随机 变量 的 概率 密度 (x) 的 性 质 相 类 似 ， 可 见 子 样 频率 分 
布 与 随机 变量 概率 密度 是 相似 的 ， 可 以 想象 ， 若 大 大 增加 子 样 容量 n， 并 将 子 区 
间 间 隔 Ax 取得 很 小 , 则 子 样 频率 分 布依 概率 趋 近 于 总 体 的 概率 密度 曲线 .由 此 可 
见 ， 子 样 测定 值 的 一 维 直 方 图 或 频率 分 布 较 之 一 维 散 点 图 更 能 反映 总 体 的 性 质 . 

当 子 样 容量 为 一 确定 值 , 由 4.2 节 例 4.4 的 讨论 可 知 , 一 维 直方 图 中 落 入 第 
j 个 子 区 间 的 子 样 测定 值 的 频数 nj = 1, 2，…, 站) 是 一 随机 变量 ， 它 服从 多 项 分 
布 ， 如 果子 样 容量 足够 大 ， 则 太 的 标准 差 ( 统 计 误 差 ) 为 o(nj) = Yn; ， 所 以 对 子 


样 测定 值 的 男 一 种 图 形 表示 为 带 误差 杆 的 数据 点 图 ， 这 是 物理 学 家 普遍 采用 的 数 
据 图 形 表示 方法 ， 对 于 前 面 脉冲 幅度 测定 值 的 例子 ， 带 误差 杆 的 数据 点 图 示 于 


图 64(o)， 它 的 构成 方法 是 在 模 坐标 为 第 j НИНА x-2, А 
为 太 的 地 方面 一 圆 点 ， 表 示 该 区 间 频 数 ny， 用 通过 该 圆 点 的 短 竖 线 表示 пу НВ 
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误差 ， 贺 点 上 下 的 线段 长 度 都 等 于 Jm ， 这 种 图 的 优点 在 于 同时 表述 了 子 样 的 频 
数 分 布 和 误差 . 

为 了 使 一 维 直 方 图 或 带 误差 杆 的 数据 点 图 能 正确 地 反映 总 体 的 分 布 ， 选 择 适 
当 的 子 区 间 宽 度 Ax (等 价 于 选择 适当 的 子 区 间 数 目 ) 是 十 分 重要 的 . Ax 过 大 ,无 
法 反映 总 体 分 布 的 细致 结构 ; Ax 过 小 ， 落 在 每 一 子 区 间 内 的 频数 ny 过 小 ， 则 相对 
统计 误差 

o(n;)In; = Jn; (6.4.5) 

增 大 ， 直 方 图 的 形状 与 总 体 分 布 的 形状 会 产生 较 大 的 偏离 ， 一 般 要 求 所 有 子 区 
间 内 的 频数 nj > 5(j =1,2,…,n)， 这 一 要 求 的 统计 学 上 的 含义 见 9.5 节 和 11.4 节 
的 讨论 . 

利用 直方 图 数据 ， 可 以 求 得 子 样 平均 值 和 子 样 方差 的 近似 值 ， 定 义 直方 图 数 
据 平均 值 + 和 方差 为 


Ax 
= нь: Оо 8). (6.4.7) 
j=l 


与 子 样 平 均值 X 和 子 样 方差 S2 的 公式 (6.2.10)，(6.2.2) 对 比 ， 差 别 在 于 用 第 j 个 子 
区 间 内 的 中 点 值 wo 代 蔡 了 落 在 该 区 间 内 个 实际 上 数值 不 等 的 子 样 测定 值 ,因此 ， 
£P REX, S 的 近似 ， 弛 可 进一步 化 为 更 易于 计算 的 形式 


1 r r 
-大 | 加 六 Pn, х I 
=l 


J” 


所 以 


1 |< , 
$2 -二 -时 (6.4.8) 


XF EDS, РНР ВЕСЕ ЛЬ, МКИ (6.2.3) (6.2.4)) ЗИ 
似 计 算式 是 
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л, Упр, Еа. (6.4.9) 
п 

И k=L2,-. (6.4.10) 
ni 


642 ”二 维 散 点 图 和 直方 图 
对 于 总 体 为 二 维 随机 变量 {X, 好 的 情形 ， 设 测 得 容量 的 子 样 测定 值 
(xi, yi), i=1,2, e,n. 


最 简单 的 图 形 表示 方法 是 将 直角 坐标 的 x 轴 作 为 X 测 定 值 ，y 轴 作 为 了 测定 值 , n 
对 测定 值 是 该 坐标 系 中 的 n Ах, 这 样 的 图 称 为 二 维 散 点 图 ， 如 图 6.5(a) 所 示 . 从 


(а) 二 维 散 点 图 ; (b) 二 维 直方 图 
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二 维 散 点 图 可 以 大 致 判断 子 样 分 布 的 某 些 性 质 ， 如 子 样 平均 值 X,Y 的 大 致 位 置 ，X 
与 7 的 相关 系数 的 符号 等 .但 从 二 维 散 点 图 很 难得 到 总 体 分 布 的 数字 特征 的 具体 数值 . 
与 一 维 直 方 图 类 似 ， 对 于 二 维 总 体 ， 可 以 将 x,y 轴 划 分 为 等 宽度 Ax, Ay 的 п, пу 
个 子 间隔 ， 这 样 ，x*-y 平面 被 划分 为 n=n ny 个 矩形 面积 元 ， 落 在 每 个 面积 元 内 的 
频数 nj(i = 1 2，…, п j= 1, 2,…, n),) 作 为 第 三 个 坐标 值 ， 这 就 构成 了 二 维 直 方 图 ， 
如 图 6.5(b) 所 示 . 二 维 直方 图 也 可 以 用 平面 图 的 方式 表示 ， 即 把 频数 值 nij 标 在 对 应 
的 面积 元 内 ， 如 图 6.6 所 示 . 图 中 还 画 出 了 二 维 直方 图 的 一 维 投影 ， 这 两 个 一 维 直 
方 图 表示 子 样 的 边沿 频数 分 布 ， 反 映 变量 {X, 了 } 关 于 X 和 了 的 边沿 概率 密度 ЛО) 
f(y) 的 分 布 特性 ， 显 然 ， 二 维 直方 图 能 比较 完整 地 反映 总 体 {X，7 了 7 的 分 布 特性 . 


n, 


, Пер 
езара [а [аа] 
А за ззаре тоза 7 [6191 
160 120 80 40 0 0 4 8 12 x 
图 6.6 二 维 直方 图 的 平面 表示 及 其 一 维 投影 
从 二 维 直方 图 数据 计算 平均 值 名 了》， 方 差 $.,5, ， 协 方差 5, 相关 系数 2， 其 


定义 如 下 : 


25р? J (6.4.11) 
пы ja 
$ Ир? J (6.4.12) 


J 
2255 (= ah: (6.4.13) 
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lE on- $) 中 (6.4.14) 


i=} j=1 


š Ma ж-) (9-5) j (6.4.15) 


i=l j=l 
$ 
f=, (6.4.16) 
S Sy 


其 中 
X РЕ. а y, – 
i0 i 2 , Ую У; 2 > 
СВЛР Х, YW TESEEHA Х,У, УЛ 52,52, TEDNE ху 和 
子 样 相关 系数 R 的 表达 式 (6.2.8)~(6.2.12) 对 比 可 知 ， 两 者 的 差别 在 于 将 第 (7 面积 
元 中 пу 对 不 同 的 {x УЕН (хо, уо 代替 ， 当 Ar，Ay 足够 小 ， 
$, 2. u. yE PPE Х,У, 52,57, ，Sxy，R 的 近似 值 . 


x+ Зу» ху» 


52,92, 8 可 写成 较为 易于 计算 的 形式 ， 例 如 ， 


1 -二 位- 31 "| 


i=l j=l 


1 < 5 2 49 А 
=— nj (xà + Š -2%) 
п п, п п, 
Уау +n? 28), 
x 2 ny t n£ —2X2 x 2 nj 


il j= мы j 


El j=1 


-二 Уһ +n –28- = 
所 以 有 

$2 нм (6.4.17) 
类 似 地 

$ ЎА) (6.4.18) 


TIR S, 则 有 
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п-1 1 = 
| < Я aa ga 
иңә п; (хоу = ХУ jo T УХю + $) 
== 
1 п 
ЯЕ У У" Хоу јо 一 Вир» Уд Пухю + з) 
п i=} j=l i=l j=l i=l j=l 


n, 
тх Xi0) jo — Xn$ – нен, 


所 以 


5 = а м Yo- nsl (6.4.19) 


i=l j=l 


将 Si S So 的 上 述 表 达 式 代入 式 (6.4.16)， 得 


чор пху 
ј= 


EET EET 


将 二 维 直方 图 中 每 一 面积 元 内 的 频数 n ЖИ 5, 18 
5 =п. Ах. Ду, 


所 得 到 的 分 布 称 为 二 维 总 体 的 子 样 频率 分 布 . 与 6.4.1 节 对 一 维 子 样 频率 分 布 的 讨 
论 相 类 似 ， 它 近似 地 表征 了 二 维 总 体 的 概率 密度 ， 当 子 样 容量 n 无 限 增 大 ，Ax， 
Ay 取得 很 小 , 二 维 子 样 频率 分 布 趋 近 于 总 体 概率 密度 ; 它 的 两 个 一 维 投影 趋 近 于 
总 体 两 个 分 量 X, Y 的 边沿 概率 密度 fy (х), fv); $, 7,52, 92, p EFENI 
Ша 

对 于 二 维 以 上 的 总 体 ， 虽 然 无 法 用 这 种 图 形 来 直观 地 表示 测量 数据 ， 但 可 以 
用 多 维 数组 来 表示 测量 数据 .总 体 各 分 量 的 平均 值 、 方 差 ， 各 分 量 相互 间 的 相关 
系数 的 近似 值 的 求法 是 类 似 的 ， 当 子 样 容量 п 趋 于 无 限 大 时 ， 它 们 趋 近 于 总 体 的 
对 应 量 ， 以 后 我 们 用 直方 图 数据 和 直方 图 方法 来 称呼 一 维 或 多 维 随机 变量 子 样 测 
定 值 的 这 种 表达 和 处 理 方法 . 


(6.4.20) 
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设 总 体 分 布 的 函数 形式 为 已 知 ， 但 它 与 一 个 或 几 个 未 知 参数 有 关 ， 比 如 总 体 
服从 正 态 分 布 ， 但 其 均值 和 方差 是 未 知 参数 .如 果 对 总 体 进行 有 限 次 观测 而 得 到 
子 样 的 一 组 观测 值 , 很 自然 会 想到 利用 这 组 数据 来 确定 这 些 未 知 参数 的 数值 (点 估 
计 )， 或 者 确定 包含 参数 真 值 的 某 个 区 间 ( 区 间 估 计 )， 这 样 的 问题 称 为 参数 估计 ， 
它 是 统计 推断 的 基本 问题 之 一 . 

本 章 讨论 参数 估计 中 的 一 般 性 问题 , 如 未 知 参数 的 最 优点 估计 量 应 有 的 性 质 ， 
区 间 估 计 的 一 般 概念 和 方法 . 有 关 参 数 估计 的 不 同方 法 ( 极 大 似 然 法 、 最 小 二 乘法 、 
和 矩 法 ) 将 在 后 面 各 章 详 加 讨论 . 


7.1 估计 量 ， 似 然 函 数 


设 8 是 某 个 随机 变量 总 体 X 的 未 知 参数 (对 多 个 未 知 参数 ， 用 参数 向 量 9 表 
л), 它 的 估计 值 用 9 表示， 的 所 有 可 能 值 构成 了 参数 空间 ， 实 验 测定 的 是 子 样 
观测 值 ， 因 此 ， 要 根据 总 体 的 子 样 来 估计 参数 9 或 2 的 某 个 函数 ， 也 就 是 要 构造 
子 样 的 某 个 函数 来 估计 如 或 2 的 函数 . 显然 用 以 估计 如 的 子 样 函数 应 只 与 子 样 X ， 
X2，…，Xn 有 关 而 不 能 直接 包含 参数 9. 根据 62 节 的 讨论 可 知 ， 这 样 的 函数 就 
是 子 样 的 统计 量 . 当 用 子 样 的 某 个 统计 量 

T=T(X,, X3, X.) 


估计 参数 8( 或 8 的 函数 ), 称 T 是 8( 或 9 的 函数 ) 的 估计 量 ， 对 应 于 子 样 的 一 组 观 
测 值 ， 估 计量 的 值 Tr, x2，…, x*) 称 为 9( 或 8 的 函数 ) 的 估计 值 ， 有 时 ， 估 计量 和 
估计 值 这 两 个 名 词 不 强调 它们 的 区 别 而 通称 估计 ， 因 此 ， 点 估计 就 是 寻找 未 知 参 
数 5 的 适当 估计 量 T(X1,X,,…,X,) 的 问题 ， 一 组 实际 的 观测 值 xi, хо, 5", х, Н 
互 独 立 的 、 与 总 体 同 分 布 的 随机 子 样 X,, Xx,,…, X 的 一 个 实现 ， 或 者 说 一 组 现实 
值 . 作 多 次 重复 观测 , 18 РВЕ X, Xo Х, 的 不 同 观测 值 , 于 是 从 未 知 参数 8 的 
同一 个 估计 量 7(Xi, X2,…, X.) 产生 不 同 的 估计 值 交 , 换言之, 将 产生 估计 值 旨 的 
一 个 分 布 ， 估 计 值 纺 的 分 布 反映 了 估计 量 的 性 质 ， 可 以 由 六 的 分 布 来 判断 估计 量 
Т(Х,,Х,,--., X.) 的 优 劣 . 

显然 ， 未 知 参数 8 的 一 个 好 的 估计 量 ， 当 进行 多 次 重复 的 观测 ， 用 不 同 的 子 
样 观测 值 代入 时 所 求 得 不 同 的 估计 值 3， 应 当 与 参数 的 真 值 没有 系统 的 偏差 ， 并 
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且 估 计 值 与 真 值 的 差异 应 当 随 着 观测 次 数 的 增多 而 改善 . 通常 对 于 同一 个 未 知 
参数 ， 存 在 着 满足 上 述 要 求 的 多 个 估计 量 ， 在 这 种 情形 下 ， 哪 一 个 估计 量 的 估 
计 值 分 布 的 方差 较 小 ， 就 认为 它 对 参数 的 真 值 接近 程度 更 好 ， 比 其 他 估计 量 更 


为 优良 . 

下 面 几 节 讨 论 一 个 最 优 估计 量 应 有 的 性 质 : 一 致 性 、 无 偏 性 、 最 小 方差 、 有 
效 性 和 充分 性 ， 但 同时 具有 这 些 性 质 的 参数 估计 量 往往 很 难 求 得 ， 有 时 则 根本 不 
存在 ; 因此 ,必须 依照 实际 问题 的 需要 来 决定 ,其 中 哪些 要 求 可 以 放松 以 至 舍弃 ， 
以 求 得 问题 的 合理 解 . 

在 进一步 讨论 之 前 ， 首 先 引 入 参数 估计 中 的 一 个 重要 概念 : 似 然 函数 . 

设 某 个 连续 或 离散 总 体 X 的 概率 密度 用 f (x, 9) 表示 (对 离散 型 总 体 ，f (x, 9) 
表示 概率 P(X =x; 93) )， 其 中 3 是 待 估计 的 未 知 参数 (或 未 知 参数 向 量 ， 下 同 )， 对 
于 一 个 特定 的 9 值 ， 容 量 FHE X, Xo Xn 的 联合 概率 密度 为 


L= LX, Xa X 19) = [fX 9) = ЦХ 19). (1.1.1) 


它 是 未 知 参数 8 的 函数 ， 称 为 似 然 函数 .考虑 到 观测 值 х,х,, ,是 随机 子 样 
Xi Xas Х, 的 一 组 现实 值 ， 对 于 随机 子 样 的 不 同 实现 ，X1, XX,,…, X, 可 取 不 同 
的 数值 ， 因 此 ， 记 

L= L(x, X33, x, 19) = L(x | 9), (7.1.2) 


称 为 似 然 函 数值 ， 似 然 函数 值 是 似 然 函 数 的 一 个 实现 .在 以 后 的 讨论 中 ， 一 般 对 
这 两 者 不 加 区 别 . 
7.2 估计 量 的 一 致 性 


未 知 参数 估计 量 的 一 个 应 有 性 质 是 ， 当 观测 次 数 增 大 时 ， 它 的 估计 值 收敛 到 
参数 的 真 值 ， 用 概率 的 语言 来 表达 即 是 ， 设 T(X,, X,,…,X,) 是 参数 9 的 估计 量 ， 
若 T 依 概率 收敛 于 83， 则 称 了 是 参数 8 的 一 致 估计 量 ， 这 表示 ， 对 于 一 组 观测 值 
1, 加,…, 轴 ， 由 估计 量 T 求 得 8 的 估计 值 


Â, =T Os жж), 
对 于 任意 给 定 正 数 e，n， 总 存在 某 个 正 整 数 N， 当 n>N 时 ， 有 


P(|8, -3> £)<n. (1.2.1) 
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其 含义 是 ， 给 定 一 个 任意 小 量 =。， 总 可 以 找到 一 个 正 整数 W， 当 子 样 容量 n>N 时， 
ЧЕ 9, 与 参数 真 值 的 差别 大 于 < 的 概率 可 以 任意 小 地 接近 于 零 . 

作为 例子 , 我 们 来 证 明 , 总 体 的 子 样 平均 值 是 总 体 数学 期 望 的 一 致 估计 量 . 在 
6.2 节 中 已 经 证 明 ， 子 样 平均 值 的 数学 期 望 与 总 体 数学 期 望 相同 ,方差 为 on, с? 


是 总 体 方差 ,nn 是 子 样 容量 ， 对 子 样 平均 值 了 > X, 应 用 切 比 雪夫 不 等 式 (2.4.26)， 
i=} 
则 有 


р(|8,-9>) хи ре отли. 
与 式 (7.2.1D) 对 比 ， 取 子 样 平均 为 4 的 估 
计量 ， 并 取 
п> Ine, 
则 定理 得 证 . 
一 致 性 是 当 子 样 容量 — co BF 
M N N 7 渐 允 近 的 性 质 ， 即 使 估计 量具 有 一 至 
Е, улп 增 大 时 ,估计 值 名 与 参数 真 
值 的 差别 总 的 趋势 是 减 小 ， 但 并 非 单 


图 7.1 


调 减 小 ， 大 体 如 图 7.1 所 示 . 


73 佑 计量 的 无 偏 性 


估计 量 的 一 致 性 是 子 样 容量 n 趋 于 无 穷 时 的 极限 性 质 ， 但 n 为 有 限 值 时 ， 估 
计量 的 特性 没有 给 出 任何 信息 ， 例 如 ,我 们 已 经 见 到 子 样 平均 值 邓 = 二 》X 是 总 


i=l 


ERFAR ВИНЫ. BERIETE Х', 


元 也 是 / 的 一 致 估计 量 , BA lim X’ =y. 但 是 我 们 宁愿 选择 作为 4 的 估计 量 ， 


原因 在 于 必须 考虑 估计 量 的 无 偏 性 . 
无 偏 性 是 估计 量 在 子 样 容 量 n 为 有 限 值 时 的 性 质 ， 由 于 估计 量 是 随机 变量 ， 
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对 于 子 样 的 不 同 实现 (多 次 观测 ) 得 到 不 同 的 估计 值 ， 我 们 希望 估计 值 在 未 知 参 数 
的 真 值 附近 徘徊 ， 即 希望 估计 量 的 数学 期 望 等 于 未 知 参数 真 值 ， 这 就 是 无 偏 性 的 
概念 。 用 概率 的 语言 来 讲 ， 对 于 有 限 的 子 样 容量 nx， 未 知 参数 9 的 估计 量 为 
TX ХХ), X.) ， 若 估计 量 了 的 数学 期 望 等 于 参数 2 的 真 值 


E(T)= 9, (7.3.1) 


则 称 7 为 参数 2 的 无 偏 估 计量 .如 果 
ЕТ) = 9+9), Ь=0, (7.3.2) 


则 7 为 参数 2 的 有 偏 估计 量 ，7 对 于 参数 真 值 9 的 偏差 为 b(9) .参数 2 的 任何 合 
理 的 估计 晤 7, 偏差 b(3) 应 当 比 8 小 得 多 ,或 者 


b(9)~l/nt, k>l. 


这 样 ， 当 子 样 容 量 很 大 时 ， 偏 差 趋 近 于 0. 
如 果 下 式 成 立 : 


lim E(T) = 9, (7.3.3) 


则 称 了 为 2 的 渐 近 无 偏 估计 量 .如 果 一 致 估计 量 的 渐 近 分 布 具有 有 限 的 均值 ， 则 


该 估计 量 是 渐 近 无 偏 的 . 
应 当 指出 , 如 果 统 计量 了 是 参数 9 的 一 个 无 偏 估 计 , H f(9) 是 8 的 任 一 函数 ， 


我 们 不 能 推 得 DD 是 f (9) 的 无 偏 估计 的 结论 
容易 看 到 ， 于 样 平均 好 = 了 》 x， 是 总 体 数 学 期 望 w 的 无 偏 估计 量 ， 而 
ixl 


X=Y X, 则 是 /的 有 偏 估计 量 ， 但 它 是 渐 近 无 偏 的 


一 致 性 和 无 偏 性 是 估计 量 的 两 个 相互 独立 的 性 质 ， 互 相 并 不 关联 ， 一 般 认为 
一 致 性 比 无 偏 性 更 为 重要 ， 因 为 只 要 有 偏 估计 量 的 偏差 可 以 求 得 ， 则 可 对 它 进 行 
修正 . 

例 7.1 总 体 均 值 已 知 时 ， 其 方差 的 无 偏 估 计量 


设 总 体 均值 和 方差 记 为 wk Яо’, иже Ито’ 为 待 估计 参数 ， 试 求 o ВЯ 
佑 计量 ， 因 为 


. 194 . 实验 物理 中 的 概率 和 统计 
ЕТУ, tariis X29 ,+L 
na nia ' n ГА : П ia 
= [жа змеи 

n 


注意 各 ХАНУ, BSAA X 有 相同 的 分 布 ， 故 有 


1 =н 215 2 2 2 
615, и} E(x°)- и? =o? (x), 
即 总 体 方差 o 的 无 偏 估计 量 是 二 》 (хи). 

i=l 


$] 72 总 体 均值 未 知 时 ， 其 方差 的 无 偏 估计 量 


我 们 在 6.2 节 中 已 经 证 明 ， 总 体 的 子 样 方差 52 的 数学 期 望 等 于 总 体 方差 ( 式 
(6.2.16)) 


ES) = PX). 


因此 , 子 样 方差 是 总 体 方差 的 无 偏 估计 . 可 见 定义 中 的 因子 Mn-D) 保 证 了 它 的 
无 偏 性 ， 直 觉 上 可 能 会 取 因子 1n， 即 以 子 样 的 二 阶 中 心 矩 作为 的 估计 量 


E(S2)= ("152 (1-4)? #07, 
п п 


可 见 ，5? 是 of 的 有 偏 估计 量 ， 其 偏差 是 


Қо?)= 102, 
п 


BEEP 的 渐 近 无 偏 估计 量 . 
#73 三 阶 中 心 答 的 无 偏 估 计量 
通过 本 例 可 以 表明 ， 如 何 从 直觉 的 猜测 来 构造 无 偏 估计 量 的 正确 形式 . 
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为 了 构造 三 阶 中 心 矩 的 估计 量 , 按照 例 7.1 的 思路 , 我 们 考虑 (X; -K HRA 
3 


5х) «ро-и (8-и) 
-$0 си) -3$ 1) 
+(x- u)\(ž- 小 -2G- и). 


考虑 到 三 阶 中 心 矩 的 定义 /a = El(X-/p'], HERRE X, НН, Е 
式 右边 的 四 项 的 期 望 值 可 分 别 写成 


因此 有 
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Е" з 1 
Еж, -n(n 
(n—D(n—2) 
—— fh. 
n 


放 愉 的 无 偏 估计 量 为 
<. (n— Tem би xy. 


74 估计 量 的 有 效 性 和 最 小 方差 


一 致 性 和 无 偏 性 的 要 求 并 不 能 唯一 地 确定 如 何 去 选 择 一 个 好 的 估计 量 . 例如 ， 
对 于 正 态 总 体 而 言 ， 子 样 平均 和 子 样 中 位 数 都 是 数学 期 望 4 的 一 致 、 无 偏 估计 
H. 所谓 子 样 中 位 数 尺 ,定义 为 容量 为 n МУНХ,Х,, Х, 的 函数 ， 如 
XIP, X... XU” 为 子 样 的 顺序 统计 量 (6.2 节 )， 则 有 


X= xi, п= 26 +1, 
(7.4.1) 
Х= ХЖ ХӘ, n=2k. 


但 在 这 两 个 一 致 、 无 偏 估计 量 中 ， 可 以 证 明 ， 子 样 平均 的 方差 比 子 样 中 位 数 的 方 

差 要 小 ， 即 利用 子 样 平均 计算 得 到 的 4 的 估计 值 比 x 真 值 的 离散 程度 小 ， 因 此 

对 于 不 同 的 无 偏 估计 量 而 言 ,方差 的 大 小 可 以 作为 它们 的 有 效 性 的 尺度 . 
一 般 地 说 ， 设 T1，T 是 参数 8 的 两 个 无 偏 估计 量 ， 若 


ИГ) < ИТ», (7.4.2) 


则 称 Т, 85 T, AAR. 

当 总 体 满足 正规 条 件 ， 参 数 的 估计 量 的 方差 存在 一 个 最 小 的 下 界 ， 称 为 方差 
ТЯ. 所 谓 正规 条 件 是 指 : 

(1) 对 于 未 知 参 数 2 的 所 有 可 能 值 ,总 体 的 概率 密度 函数 对 于 2 的 一 阶 和 二 阶 
导数 存在 ， 也 即 总 体 子 样 XI, X... X, 的 联合 概率 密度 ( 似 然 函 数 ) 世 (下 19) 对 于 
9 的 一 阶 、 二 阶 导数 存在 . 

(2) ВЖ Х 的 值 域 与 参数 无 关 ， 亦 即 子 样 Xi, X，,…, X, 的 取 值 域 ( 子 样 空间 ) 
与 参数 8 无关， 这 样 ， 似 然 函 数 对 于 3 的 求 导 与 对 X,, XX,,…, X, 的 求 积 次 序 可 以 
交换 ， 即 有 
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Г Пето as 


. 197 - 


(7.4.3) 


我 们 来 证 明 方差 下 界 的 存在 及 其 表示 式 . 令 了 是 参数 9 的 某 个 函数 r(9) 的 有 


偏 估计 量 ， 其 偏差 为 b(9) ( 式 (7.3.2))， 故 有 


ЕСТ) = | [TA XLX, Х,19)ах, -.. 


= 1(9) + (9). 


将 上 式 两 边 对 参数 9 求 导 ， 并 注意 无 的 取 值 区 间 与 9 无 关 ， 有 


Јак = f- fr ax 
дт ðb 


= 一 -一 十 
69 09 


因为 L 是 n 次 观测 的 联合 概率 密度 ， 由 概率 密度 的 归 一 性 ， 应 有 


[Јак =, 


将 上 式 两 边 对 8 求 导 ， 得 


| ах - f- Јах 


从 式 (7.4.4) 减 去 式 (7.4.5) 与 r(9) 的 乘积 ， 有 


ua "(TL = та 
85 35， 
利用 施 瓦 茨 不 等 式 ( 式 (3.3.17)) 
V(X)-V(Y)> [cov(X,7)]. 


Ош. 


将 上 式 中 的 了 - r(9) 看 作 随机 变量 X, -59 看 作 随机 变量 Y， 可 得 


f- J-Y zax. | TESE (52). 


ðb 


dX, 


(7.4.4) 


(7.4.5) 
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上 式 左 边 第 一 项 乘 子 是 估计 量 7 的 方差 ， 第 二 Еу 的 期 望 值 ， 于 是 


有 
( ar ðb ) 
дт ob 
V(T)> 
99 
这 个 关于 估计 量 方差 的 不 等 式 称 为 克拉 美 - 罗 (Cramer-Rao) 不 等 式 . 
将 式 (7.4.5) 对 8 求 导 ， 并 注意 正规 条 件 ， 有 


22. а ôln L 
0-55] гах = | Jos ы “je 
=f- fënt, ôL onL | ay 
9:9? 198 99 
=f- f 9 inL (25 тах 
9:9? 
ЕР Ӛ? 1а L Е 1а 12 | 
9:9? 99 
所 以 在 满足 正规 条 件 时 ， 有 等 式 
2 2 
a -|- (0) | (1.4.7) 
于 是 克拉 美 - 罗 不 等 式 可 写成 较 易 于 计算 的 形式 


дт °) 
— + 
89 39 
_ In L 
9:9? 


(7.4.6) 


У(Г)> (7.4.8) 


显然 ， 当 式 (7.4.6) 或 (7.4.8) 取 等 号 时 ,， 估 计量 了 的 方差 达到 极 小 ， 称 为 最 小 方差 界 
或 方差 下 界 ， 用 符号 MVB 表示 . 达到 方差 下 界 的 估计 量 称 为 最 小 方差 估计 量 ， 


或 有 效 估计 量 . 
未 知 参数 8 的 函数 (3) 的 估计 量 T 达 到 方差 下 界 的 充 要 条 件 是 似 然 函 数 工 满 
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足以 下 条 件 : 
mi. ADIT – z(9) —b(9)], (7.4.9) 
其 中 4(9) 是 参数 9 的 任意 函数 ， 这 时 ， 有 
9 ш L „AD 
T-r(9)-b(9 
T ETE r(9)—b(9)] 
= Е aal 


对 上 式 的 两 边 求 期 望 值 ， 考 虑 到 
Е(Т) = z(9)+b(9) 


( 见 式 (7.3.2))， 所 以 右边 第 一 项 的 期 望 值 为 0， 故 


将 该 结果 代入 式 (7.4.8) 得 到 最 小 方差 界 的 一 个 简单 公式 
дт ðb 
99. 99 
MVB =шш[У(Т)] = АЭ) Я (7.4.10) 
仅 当 似 然 函 数 满 足 式 (7.4.9) 时 才 存 在 有 效 估计 量 ， 否 则 估计 量 的 方差 将 大 于 
最 小 方差 界 ， 在 这 种 情形 下 ， 将 估计 量 的 MVB 与 实际 方差 之 比 定义 为 估计 量 的 
有 效率 e(7)， 


MVB 
‘My (7.4.11) 

显然 ， 当 e(D = 1 时，V() 达 到 方差 下 界 . 如 果 当 子 样 容量 n 趋 于 无 穷 时 ， 有 
lime(T)=1, (7.4.12) 


则 称 了 为 渐 近 有 效 估 计量 . 
应 当 强调 指出 ， 仅 当 总 体 满 足 正规 条 件 时 才 存 在 估计 量 的 方差 下 界 ， 如 果 不 
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满足 正规 条 件 , 估计 量 的 最 小 可 达到 的 方差 既 可 能 大 于 , 也 可 能 小 于 最 小 方差 界 . 
当 统 计量 T 是 参数 9 本身 的 估计 量 时 ， НЕ, 于 是 一 系列 的 公式 得 以 简 


化 ， 克 拉美 - 罗 不 等 式 (7.4.6)，(7.4.8) 变 成 


V(D> — (1.4.13) 
Əln L 
Е|| == 
e 
或 
(+2) 
十 一 一 
ү(ту> 997 (1.4.14) 
| Я 
Е|– 2 
99 
存在 有 效 估 计量 ( 即 存在 方差 下 界 ) 的 充 要 条 件 (7.4.9) 变 成 
ƏlnL _ EOR 
59 = ADT -9-b(9)). (1.4.15) 
最 小 方差 界 式 (7.4.10) 简 化 为 
ôb 
1+— 
МУВ=— 99. (7.4.16) 
А(9) 


因此 ， 若 总 体 满足 正规 条 件 ， 并 且 能 写 出 似 然 函 数 对 未 知 参数 8 导数 9InL/38 的 
显著 表达 式 ， 与 式 (7.4.9) 或 式 (7.4.15) 对 比 ， 便 可 知道 参数 9 或 它 的 函数 r(9) 是 否 


存在 有 效 估计 量 , 如 果 存 在 的 话 ， 可 从 式 (7.4.10) 或 式 (7.4.16) 求 出 该 估计 量 的 方差 
(方差 下 界 ). 


$ 74 二 项 分 布 总 体 参 数 的 有 效 无 偏 估计 量 


设 总 体 服从 参数 т, р 的 二 项 分 布 ，p 为 未 知 ， 现 在 要 求 从 容量 n МУН 
X ={Х,, Xn X АТЖ p. 
二 项 分 布 的 概率 分 布 ( 取 值 x 的 概率 ) 为 


ep- рга-р-, x=0,1;..., m. 


它 满足 正规 条 件 ， 即 hx, p) 对 p 的 一 阶 、 二 阶 导数 存在 ， 且 XX 的 值 域 与 参数 p X. 
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Ж. 这 时 似 然 函数 为 
(Xa = Дт рау. 
i=l i 


对 似 然 函数 取 对 数 并 求 导 


Ош L 6 л т Хх. т-Х 
= — In í 1- i 
др др 3 z) EaR | 


= ) {рх (1- р)" 上 


44 {харх a- р)"-Х = рх (т – XDA- p)" *} 


1 


== ! (Èx -nmp 


p l-p pl- p) a 


Е 
РИ) т Г) 
Joh АРЕН. 与 式 (7.4.15) 对 比 , 立即 可 知 ,，T = X m 是 参数 p 的 有 效 无 
偏 估计 量 ， 而 且 А(р) = mn/p(1-p)， 代 入 式 (7.4.16)， 求 出 该 估计 量 的 方差 (方差 下 


Я) 


一 


1 _p(I— p) 
V@y=— + kr 7.4.17 
(T) Ар) пес ( ) 


例 7.5 泊 松 总 体 均值 的 有 效 无 偏 估计 量 


设 总 体 服从 泊 松 分 布 ， 但 它 的 均值 为 待 估计 的 未 知 参数 89， 总 体 的 概率 分 布 
( 取 值 x 的 概率 ) 为 


jz 加 = 一 ge， k= Е ХРИ 
х! 


容易 看 出 ， 该 概率 分 布 f(x; 9) 满足 正规 条 件 ， 对 于 容量 n HFE X, Х.Х, 
其 似 然 函数 是 


L(X X30 X, 19) = 29%". 
i=1 çs 


对 似 然 函数 取 对 数 并 求 导 
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Ty РР -$(ž+-1} 
99 09 (X! 9 


由 于 子 样 平均 元 = Lx, ， 上 式 可 改写 成 
i=l 
Əln L _ n _ 
99 | г) } 
与 式 (7.4.15) 对 比 ， 立 即 知道 ， 久 是 参数 9 的 有 效 无 偏 估 计量 ， 且 A(9)=n/9, 由 
式 (7.4.16) 求 得 估计 量 7 = X 的 方差 (方差 下 界 ) 


У(Т) = МУВ = 9/n. (7.4.18) 


Я] 76 正 态 总 体 均值 的 估计 量 


НЕА Nu, с) Ийи HARASA, PHEA, ЖИ 的 估计 量 . 
正 态 概率 密度 


1 НЫ 2 
ле рер Or — oo < x < oo, 


的 值 域 与 参数 4 无 关 ， 且 fx; 办 对 未 知 参数 4 的 一 阶 、 二 阶 导 数 存在 ， 故 符合 正 
规 条 件 ， 存 在 方差 下 界 . 
对 于 容量 п РВ X, X... X, 似 然 函 数 为 


izl 2 


ftd -(X,- и)’ 
Я [ze = , 


与 上 面 例子 的 步骤 相似 ， 有 


TEX 是 总 体 均值 4 的 有 效 无 偏 估计 量 ， 估 计量 的 方差 等 于 方差 下 界 


у(х)=мув= S YO 


(7.4.19) 
n n 
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这 一 结果 与 式 (6.3.2) 一 致 . 
本 节 开 头 提 到 ， 子 样 中 位 数 是 w 的 一 致 无 偏 估计 量 . 可 以 证 明 ”…， 当 子 样 容 
量 很 大 时 ， 子 样 中 位 数 鲜 近似 地 服从 正 态 分 布 


X -М(и, по? 12n) 


НН, AA Х Ерин, НУ 
У(Х)= ло? /2л, 


ВАНН ОКЕ 2007.411), X 的 有 效率 


而 且 易 见 ， 羡 作为 4 的 估计 量 不 是 渐 近 有 效 的 ， 因 此 ， 不 是 w 的 好 估计 量 .但 
子 样 中 位 数 的 求 得 不 需要 进行 什么 计算 ， 所 以 使 用 比较 方便 . 


#77 正 态 总 体 方差 和 标准 差 的 估计 量 


设 总 体 服从 均值 为 0， 方 差 为 of 的 正 态 分 布 ，c 为 未 知 待 估计 参数 ， 按 照 与 
上 述 各 例 相 同 的 步 又 可 得 


2 py : 20) 
до? i=l V 2па? 20° 
p ай 


n г 


与 式 (7.4.15) 对 比 ， 统 计量 
агу 2 
á р n i=l xi 


是 的 有 效 无 偏 估计 量 ， 方 差 达到 方差 下 界 
ИТ) = MVB = 20 /п. 
若 以 o 作 为 待 估计 参数 ， 则 有 


Emi © 2-0 | 


с) 


该 式 与 式 (7.4.15) 的 形式 不 同 ， 因 而 正 态 总 体 W0，o) 不 存在 标准 差 c 的 有 效 估计 
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量 ; 但 上 式 可 与 式 (7.4.9) 对 比 ， 其 中 o 是 未 知 参数 o 的 函数 r(o)， 它 的 有 效 无 仿 
firme r-l OX? ， 并 可 由 式 (74.10) 求 出 了 的 方差 (方差 下 界 ) 
i=l 


у) =85° T в (7.4.20) 
досі o п 
与 前 面 的 结果 完全 相同 . 
上 述 讨论 完全 适用 于 总 体 为 N(a, o9) 的 情形 , REH LRA REH XH X- uu 
已 知 ) 代 替 即 可 


估计 量 T 的 方差 仍 为 式 (7.4.20) 所 表示 . 
在 例 7.2 中 已 经 证 明 ， 子 样 方差 S' 是正 态 总 体 方差 of 的 无 偏 估计 ， 我 们 来 证 


明 它 又 是 渐 近 有 效 估计 . 因为 在 632 节 中 已 证 明 Y =” S 服从 自由 度 n- 的 
分 布 ， 故 随机 变量 的 方差 为 2(4-1)， 于 是 


с? š с“ 20“ 
ия У) =—— 2-0 ==. 
п (п-1) n-i 


估计 量 52 的 有 效率 据 定义 (7.4.1D)， 有 
MVB 2of/n n- 1 


$2) = = = | 
ej V(S2) 2ofKn-1) n n 


lima =L p 
п n 


证 毕 . 
75 估计 量 的 充分 性 


由 前 面 各 节 的 讨论 可 以 看 到 ， 为 了 估计 总 体 的 未 知 参数 9 ， 总 要 利用 容量 n 
的 随机 子 样 X,, X2，… X, 来 构造 一 个 统计 量 了 作为 参数 9 的 估计 量 ， 例 如 ， 子 样 


JX = 15x, 可 作为 总 体 数学 期 望 EX) 的 估计 量 , APEE BERITE n 
i=l 
个 值 X,X,,…,X 进行 了 精简 和 压缩 ， 问 题 在 于 这 种 精简 和 压缩 是 否 合理 ， 即 信 
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Hh X EBEA TTH X, XX,,…,X, 关于 待 估计 参数 E(X) 的 全 部 信息 ， 一 般 地 
说 ， 如 果 统 计量 TOX, X... X MII Y УХ, Xoo X, 关于 参数 8 的 全 部 信 
息 ， 则 称 了 是 参数 2 的 充分 统计 量 . 

无 疑 ， 这 样 的 叙述 不 具有 数学 上 的 严格 性 ， 而 且 实 际 上 无 法 确定 某 个 统计 量 
是 不 是 参数 的 充分 统计 量 ， 为 此 ， 我 们 引入 下 述 定 义 . 

设 总 体 X 的 概率 密度 为 (x; 9), ЖАВ, Xo Xo X, 为 总 体 容量 n 
的 子 样 ， 给 定 统计 量 TNX, Xaoo X，)， 若 子 样 (Xi X2，… X. ) 的 条 件 概率 密度 


F(X Xa, X 17) 


与 参数 8 无 关 , 则 称 T 为 8 的 充分 统计 量 . 当 利用 4 的 充分 统计 量 T(X), XX,,…, X.) 
对 参数 2 作 估计 ，7 称 为 8 的 充分 估计 量 ， 对 于 离散 型 总 体 ， 只 需 用 概率 分 布 和 
条 件 概率 分 布 P(x; 9) ，P(X1, XX,,…, X,1T) ， 定 义 同样 适用 . 

如 果 了 是 参数 吕 的 充分 统计 量 ， 则 了 的 任意 单 值 可 逆 函 数 也 是 8 的 充分 统计 
基 ， 因 此， 充分 统计 量 不 是 唯一 的 .为 了 在 这 些 充分 统计 量 之 间 决 定 哪 一 个 比较 
优良 ， 必 须 检 验 它们 的 一 致 性 、 无 偏 性 和 有 效 性 . 

在 实际 进行 参数 估计 时 ， 需 要 解决 的 问题 是 ， 怎样 从 似 然 函 数 或 总 体 分 布 的 
形式 来 判断 是 否 存在 充分 统计 量 ; 如 果 存 在 ， 它 的 表 式 如 何 求 得 . 

费 希 尔 - 奈 曼 (Fisher-Neyman) 准 则 告诉 我 们 ， 记 总 体 的 未 知 参数 为 9 ， 概 率 密 
ВЕ f(x; 9), XI, X... X, 为 其 容量 n 的 子 样 , 则 统计 量 T( Xi, XX,,…, XX, ) 为 参数 9 
充分 统计 量 的 充 要 条 件 是 ， 子 样 的 联合 概率 密度 ( 似 然 函 数 ) 可 表 为 下 述 因子 化 
ÉR: 

LUX X... X 19) = AXD 


=GT19H(X,, X,,---, Х,), (1.5.1) 


其 中 HOX, Xa X, ) 是 子 样 的 非 负 函 数 且 与 参数 93 无关，G(T19) EIEN РЖ, 
SARERA E NX, X,,…, XX, ) 与 子 样 发 生 联系 ， 特 别 是 ，G(T19) 是 


给 定 8 时 统计 量 7 的 条 件 概率 密度 函数 . 
如 果 从 总 体 分 布 来 考虑 问题 ， 可 以 证 明 ， 当 总 体 概率 密度 f(x; 9) 具有 指数 族 


形式 ， 即 
f(x; 9) = ехр[а(х)а(9) + В(х) + с(9)] (7.5.2) 


才 存在 充分 统计 量 ， 该 准则 称 为 达 莫 斯 (Darmois) 原 理 . 
对 于 满足 指数 族 形式 的 总 体 概率 密度 ， 式 (7.5.1) 的 因子 化 条 件 意味 着 参数 的 
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一 个 充分 统计 量 TX, X,,…,X, ) 必 定 具有 下 述 形式 : 


T(X,, Х.Х.) Уау). (7.5.3) 


= 


因为 当 f(x; 9) HERRN, ИЖ 
Е, 


= ep акно + ух, ) + 9) 
i=] 


= 


=exp[nc(9)]: p| Zax, 9 P p(X; 中 (7.5.4) 
ial i=l 


与 式 (7.5.1) 对 比 ， 知 
G(T19)=exp[nc(9)] <| баски | 
і=1 


G(T19) 仅 通过 统计 量 了 与 子 样 Xi XX，,…, XX, 发 生 联系 ， 所 以 必定 有 


т-Уах,). 
i=] 
证 毕 . 
下 面 我 们 来 证 明 , 参数 8 的 有 效 估计 量 总 是 2 的 充分 估计 量 . 对 式 (7.5.1) 两 边 
取 对 数 ， 并 对 上 59 求 导 ， 得 
onL дс 
99 09’ 


可 以 看 到 ， 有 效 性 条 件 (7.4.9) 相 当 于 同时 满足 充分 性 条 件 (7.5.1) 和 条 件 


022 = A(9)[T – 29) —b(9)]. (7.5.5) 


所 以 有 效 估计 量 总 是 充分 估计 量 . 

当 总 体 满足 正规 条 件 ， 必 定 存在 有 效 估计 量 . 若 总 体 概率 密度 具有 式 (7.5.2) 
的 指数 族 形式 ， 则 存在 参数 8 的 充分 统计 量 , 但 这 些 充分 统计 量 中 只 有 一 个 满 
足 式 (7.5.3)， 即 只 存在 参数 吕 的 某 个 函数 r(8) 的 一 个 有 效 估计 量 . 函数 r(9) 的 
形式 为 
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і) 
r(9) = =) (7.5.6) 
49 
它 的 充分 、 有 效 、 无 偏 估计 量 是 
Т= Ya, ), (1.5.7) 
i=] 
估计 量 的 方差 
ээ) 
уту х0 
(Т)= =. (7.5.8) 


这 就 提供 了 从 总 体 概率 密度 构造 未 知 参数 如 的 某 个 函数 的 最 优 估 计量 的 途径 .我 
们 来 证 明 这 一 点 ， 当 总 体 概率 密度 具有 指数 族 形 式 ， 子 样 I, X,,…,X, 的 似 然 函 


数 如 式 (7.5.4) 所 表示 .等 式 两 边 取 对 数 ， 并 对 2 求 导 ， 


amL de < da 
= п— + X. 一 -一 
59 "ая ди баз 


= „92 |1 = 
=n “|: >a) | 


与 式 (7.4.9)， 式 (7.4.10) 对 照 ， 即 得 (9), Т(г) 和 WZ) 的 以 上 表达 式 ， 证 毕 . 

以 上 所 讨论 的 仅 适用 于 总 体 只 含 一 个 待 估计 参数 的 情形 ， 但 容易 推广 到 更 普 
НЗ: 总 体 分 布 含有 大 个 未 知 参数 怠 , 多 …, 和 如果 似 然 函 数 可 表 为 下 述 因 
子 化 形式 ， 

L(X 19)=G(T 19)H (X ), (7.5.9) 
其 中 X ={Xp X2 Xah 
T=Tr(X)=(ñn(X)T,X),-,T,(X), 


r 小 于 、 等 于 子 样 容 量 n, 但 可 以 大 于 、 等 于 或 小 于 k，H(X ) 是 子 样 的 非 负 函 数 
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且 与 参数 98 无关， G(T|9) 是 非 负 函 数 且 仅 通过 统计 量 T (X) 与 子 样 发 生 联系 . 这 
种 条 件 下 存在 一 组 r 个 联合 充分 统计 量 五 ,7 …,7 .单个 参数 的 因子 化 形式 似 然 


函数 (7.5.1) 可 视 为 本 式 的 特殊 情形 . 
如 果 从 总 体 概率 密度 来 考虑 ， 则 个 未 知 参数 存在 一 组 k 个 充分 统计 量 的 充 
要 条 件 是 总 体 概率 密度 属 指数 族 ， 即 有 


f(x;9) “әр Ода, (9) + ву), (7.5.10) 
j=l 
其 中 98={9,9,,…, 久 }. 本 式 是 式 (7.5.2) 的 推广 ， 对 于 这 样 的 总 体 ， 因 子 化 条 件 
(7.5.9) 意 味 着 , 上 个 参数 的 上 个 联合 充分 统计 量 必 可 表示 为 


T,=) a; (Ха 7=12…, 大 (7.5.11) 


将 式 (7.5.10) 代 入 似 然 函数 ， 并 与 因子 化 条 件 (7.5.9) 对 照 ， 立 即 得 到 上 述 结论 . 


$] 7.8 柯 西 分 布 总 体 中 参数 不 存在 有 效 估计 量 和 充分 估计 量 
为 了 得 到 上 述 结论 ， 只 需 证 明 总 体 的 概率 密度 和 似 然 函数 不 具有 式 (7.5.2) 和 
式 (7.4.9) 的 形式 即 可 .该 分 布 的 概率 密度 写成 指数 形式 


lr r=; 


=expfinn-m[1+(x-9) |} 


不 满足 存在 充分 统计 量 的 式 (7.5.2). 对 于 容量 n BJ fE X, Х,, …,X,， 似 然 函 
数 为 


1 1 1 ү? 1 
L= Te T r. = — —IM, 
ае п" ii I+(X, - 9) 


mL=-nlan- > In[1+(X, -9) | 


дш L < 2(Х,- 9) 
99 1 1+(X, - 9) 


它 不 符合 有 效 性 条 件 (7.4.9)， 因 此 ， 参 数 9 不 存在 充分 估计 量 和 有 效 估计 量 . 
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$ 79 泊 松 总 体 中 参数 的 充分 、 有 效 估计 量 
将 泊 松 总 体 的 概率 分 布 化 成 指数 形式 
Р(х;9)= š Pe 


= exp{-In [x(x = 1)---1]}exp(In F) 


-ep| ms- 一 外 


k=l 
与 充分 性 条 件 (7.5.2) 对 照 , 取 
a(x) = x, Во) = Ук, 
k=l 
а(9) = ш 9, с(9) =-9, 


则 两 者 相符 ， 故 2 存在 充分 统计 量 . 
将 上 述 a(9),c(9) 的 表达 式 代 入 式 (7.5.6)， 知 


加 


т(9) = руа 9 
d9 


的 有 效 无 偏 估计 量 是 . 


该 估计 量 的 方差 由 式 (7.5.8) 求 得 


V(T)= 


这 些 结果 与 例 7.4 通过 似 然 函 数 得 到 的 结论 完全 一 致 . 
例 7.10 正 态 总 体 参 数 的 充分 统计 量 


在 7.4 节 中 已 证 明子 样 平均 关 是 正 态 总 体 均值 4 的 有 效 估计 量 ， 按 照 本 节 的 
讨论 ， 它 也 必定 是 4 的 充分 估计 量 ， 我 们 来 直接 证 明 这 一 点 .因为 
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所 以 当 史 已 知 时 ， 对 未 知 参数 w 的 似 然 函数 可 写成 
X,- u) 
Изо) = ze- E 


ее 


n"? l | X, =] 
V АР = š 
Ее: 
该 式 正 是 式 (7.5.1) 的 因子 化 形式 ， 其 中 第 一 个 大 括号 表示 G(XX1x) ， 它 表明 随机 
变量 的 概率 密度 为 Ми, сп), HT G 仅 通过 统计 量 与 子 样 发 生 联系 ,所 以 元 是 
充分 统计 量 ， 第 二 个 大 括号 只 与 子 样 值 有 关 ， 对 应 于 НО, =, X%)， 所 以 从 似 然 
函数 的 因子 化 形式 证 明了 XX 是 参数 4 的 充分 统计 量 . 


还 可 以 直接 从 总 体 概率 密度 来 确证 充分 统计 量 的 存在 . 当 4 作为 未 知 参数 时 ， 
正 态 概率 密度 可 写成 


2 2 
М№( и, о-в Ах рибо) 
с 


х 


与 充分 性 条 件 (7.5.2) 对 比 ， 取 


а(Х)=Х, а(и)=-Ё. 
co 


X? 1 pe 
B(X)=- 77o’), = 


则 两 者 相符 ， 所 以 充分 统计 量 存在 ; 并 由 式 (7.5.6)， 式 (7.5.7) 可 知 
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dc 
dy 
аи 


的 有 效 无 偏 估 计量 ， 方 差 由 式 (7.5.8) 给 定 


这 些 结果 与 例 7.6 完全 吻合 . 
现在 再 看 正 态 总 体 方差 作为 未 知 参数 的 情形 ， 似 然 函 数 可 写成 


цате?) т: 


这 仍然 是 式 (7.5.1) 的 因子 化 形式 ， 其 中 第 一 个 大 括号 项 与 参数 o 有 关 ， 并 仅 通 过 
Ух, -uY 与 子 样 发 生 关系 ， 因 而 表明 > (X - и} 是 o 的 充分 统计 量 ， 第-- 
i=l izl 


个 大 括号 内 的 表达 式 乘 上 适当 的 因子 ， 可 看 成 是 随机 变量 》(X, - и)? Jo? 的 自由 
i=] 


度 n 的 ?概率 密度 函数 . 
也 可 以 直接 从 总 体 概率 密度 来 确证 充分 统计 量 的 存在 ， 当 为 未 知 参数 时 ， 
正 态 概率 密度 可 与 成 
] 


wwoo=em|(X- и} ош (ото )| 


当 取 


а(Х)=(Х-и), 40?) =. 


B(X)=0, (д?) = — ото) 
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时 ,与 充分 性 条 件 (7.5.2) 一 致 ,所 以 充分 统计 量 存 在 . 进一步 利用 式 (7.5.7), 式 (7.5.6) 
可 知 


这 些 结果 与 例 7.7 完全 一 致 . 
例 7.11 正太 总体 Мио) ви, 联合 充 分 统计 量 


为 了 证 明正 态 总 体 存 在 4 Me 的 一 对 联合 充分 统计 量 , 只 要 证 明 Nu огъу 
成 式 (7.5.10) 的 指数 族 类 型 就 可 以 了 ， 而 


1 Ú 1 
№и, с?) =ех В x-— xX- па? ; 
MRE А зе а 
取 
2 _ А Е 
а (д, в =, a (X)= X, 


=l 
а. (и, 0") = а,(Х)= Х?, 
с 


В(Х)=0, с( De- lno 2) 
ао 
则 与 充分 性 条 件 (7.5.10) 相 符 ， 由 式 (7.5.11) 知 道 ， 4 Яо? А ЗЕЕ: 


r=[[e@(X)=> X, n= [ex )= 51 x2. 
i=} і=1 і=і i=l 
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这 一 对 充分 统计 量 既 不 是 无 偏 的， 又 不 是 一 致 的 . E n fll Ч ZA Z, 其 
定义 是 


Вр Z, Z 为 子 样 平 均值 和 子 样 方差 .可 以 看 到 ，Z， 孔 与 n, 总 是 一 一 对 应 的 ， 
МН. 2,0) 1 2,(5? ) 除 子 样 值 外 不 包含 任何 未 知 参数 ， 所 以 21, 20 也 是 wk， 的 
一 组 联合 充分 估计 量 ， 在 6.2 节 中 已 经 证 明 ( 见 式 (6.2.13) 和 式 (6.2.16)) 


Е(Х)=Е(Х)=и,  Е(5?)=У(К) =”, 
所 以 它们 是 正 态 总 体 参数 с? 的 无 偏 估 计量 . 


76 区 间 估 计 


本 章 前 面 各 节 所 讨论 的 是 从 子 样 值 估 计 未 知 参数 的 数值 , 属于 点 估计 问题 . 在 
实际 问题 中 ， 对 于 未 知 参 数 常常 不 以 得 出 参数 估计 值 为 满足 ， 还 希望 找 出 可 能 
包含 参数 真 值 的 一 个 区 间 ， 以 及 该 区 间 包 含 参数 真 值 的 可 信 程度 ， 这 种 估计 问题 
称 为 区 间 估 计 ， 为 了 处 理 区 间 估 计 问题 ， 首 先 引入 置信 区 间 及 有 关 的 概念 . 

设 某 一 总 体 分 布 含有 未 知 参数 9 Xo X, 为 容量 的 一 个 子 样 , 希望 从 子 
样 对 参数 2 作 区 间 估 计 . 对 于 给 定 值 yx(0 < y< 1), ， 由 子 样 确定 的 两 个 统计 量 
L Xpo X.) MGX X.) 满足 


y= P(9, < 9< 9,), (7.6.1) 


则 称 随机 区 间 [9,, 3] 为 参数 8 的 概率 量 /的 置信 区 间 .、y 也 称 为 置信 水 平 或 置信 
概率 ，1 - y 称 为 显著 性 (水 平 )， 久 ,9, 称 为 上 ， 下 置信 限 、 对 于 总 体 包含 多 个 未 
知 参数 9={9, 名,…, 9} 的 情形 ， 只 需 将 9,, 9 改 为 随机 向 量 9. ( X,., Xa X.) 
和 岛 (Xi,X,…,X,) 即 可 ，[9,, 咏 ] 为 参数 9 的 置信 水 平 y 的 置信 域 

应 当 强调 指出 , 式 (7.6.1) 中 参数 9( 真 值 ) 是 某 个 固定 的 常数 ,置信 区 间 长 度 及 
其 上 下 限 名 ,3 才 是 随机 变量 ， 因 此 ， 必 须 严格 区 别 置信 区 间 及 它 的 观测 值 ， 前 
者 是 一 个 随机 区 域 ， 而 它 的 某 一 观测 值 则 是 一 个 确定 的 区 间 ， 它 包含 参数 9 ДИЙ 
的 概率 只 可 能 是 0 或 1. 

参数 9 的 区 间 估计 的 意义 可 说 明 如 下 若 对 总 体 作 入 次 抽样 ， 每 次 抽样 得 到 
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一 组 闫 个 观测 值 ， 代 和 人 统计 量 品 ( XXX) 和 名 (XXX，) 得 到 N 个 区 
间 .每 个 这 样 的 区 间 有 两 种 可 能 性 ,或 者 包含 参数 9 的 真 值 ， 或 者 不 包含 8 的 真 
(А. 按 伯 努 利 大 数 定 律 ， 当 抽样 次 数 六 很 大 时 ， 这 N 个 区 间 中 包含 9 真 值 的 区 间 
个 数 除 以 N( 频 率 ) 约 为 107%, 不 包含 2 真 值 的 区 间 数 频率 约 为 100(1-2%. 也 就 
是 说 ， 随 机 区 间 

[9,0Х,, X, X). СХ Х.Х, )] (7.6.2) 


包含 参数 9 真 值 的 概率 为 x ЕЕК, АЖ KA, 3] 8634 
参数 8 的 真 值 ”， 那 么 这 种 说 法 犯错 误 的 概率 是 


а= 1-у 


EHSA IERE, АЕ ЕО ЕЕЕ, MERKE [9,, 3] 6 
含 参 数 真 值 的 概率 值 高 ,那么 区 间 [9,, 9,] 长 度 必然 相应 地 大 ,故我 们 对 参数 值 本 
身 的 了 解 比较 粗糙 ; 相反， 给 定 一 个 小 的 置信 区 间 ( 置 信 水 平 较 低 ) 意 味 着 对 参数 
值 本 身 有 比较 精确 的 表达 ， 但 这 种 表述 的 置信 概率 较 小 ， 即 可 靠 性 比较 差 ， 所 以 
这 是 一 个 两 难 问题 ， 置 信 水 平 的 确定 取决 于 实际 问题 的 特定 要 求 ， 但 一 般 倾向 于 
选取 较 高 的 置信 水 平 ， 以 使 置信 区 间 以 较 大 的 概率 包含 参数 的 真 值 ， 常 取 的 值 如 
у= 0.90,0.95,0.99. 

区 间 估 计 的 一 般 问题 可 以 归结 为 : 给 定 置信 水 平 y， 要求 从 总 体 的 子 样 
(х.х. X.) 给 出 未 知 参 数 9 的 置信 区 间 [9(X, Xos Х,), 
9%(Х, ，X,,…，X,)]; 或 者 反 过 来 ,已 知 置 信 区 间 的 上 下 限 9.0 X, Xa, Х,), 
%(Х, Xo XX,)， 要 求 区 间 [9,, 名] 包含 参数 真 值 的 概率 x 

求解 区 间 估计 问题 的 一 般 方 法 说 明 如 下 中 设 有 一 个 总 体 随机 子 样 
Xi Xa X, 和 未 知 参数 9 的 函数 t 


t=4( Xi, X3, X ; 9). (7.6.3) 
它 是 2 的 单调 (增加 或 减少 ) 函 数 ,与 9 一 一 对 应 .: 的 概率 密度 g() 为 已 知 ， 且 与 参数 
9 无关, 因此 :是 子 样 统计 量 . 48% 9 ВИН SX, Xares X.) MGX, Xare Х,) 
Ні, рг ЛНВ 

1.=1(9,), 1 =1(9), 
因此 , 454 {9, <9< 81 与 事件 {1。< 1(9) <ь} 等 价 , 两 者 有 相同 的 概率 . 与 参数 9 
置信 水 平 为 y 的 定义 式 (7.6.1) 
7=Р(9 .<9<5,) 
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相对 应 ， 有 
у= Р(1, <1(9) <1,). (7.6.4) 
当 1 为 98 的 单调 增加 函数 ， 
у= | во, 8g(D) 连 续 分 布 ， 
; (7.6.5) 
= >` gG), ге; 
当 上 为 & 的 单调 减少 函数 ， 
у= | вой. вожа, 
| (7.6.6) 


= 2 8), важ. 


ty <t, <t, 


这 样 ， 当 给 定 置信 水 平 y， 由 式 (7.6.4) 可 确定 ta, to, ЗН 1- 8 之 间 的 变换 可 求 
得 参数 9 的 置信 区 间 [9,, 久 ]; 或 者 反 过 来 ， 当 给 定 置信 区 间 [ 吕 ,名 ] ， 由 式 (7.6.3) 
和 式 (7.6.4) 立 即 得 到 置信 概率 

由 以 上 的 讨论 可 见 ， 区 间 估 计 上 述 方法 的 核心 问题 是 要 构造 一 个 概率 密度 函 
数 8() 已 知 的 、 适 当 的 函数 ( 子 样 统计 量 )7 = !( X,.X,.--, X,; 9) ， 其 余 的 步骤 利用 
8() 十 分 容易 处 理 . 

当 区 间 估计 问题 是 从 已 知 置信 区 间 [9,, 9%] 计算 置信 概率 y 时 ， 由 于 1 与 9 一 
一 对 应 , 故 由 式 (7.6.4) 求 得 的 解 是 唯一 的 . 对 于 给 定 置信 水 平 y 求 置信 区 间 [9,, 3] 
的 问题 ， 则 解 有 无 穷 多 组 ， 通 常 采用 如 下 几 种 置信 区 间 的 解 ， 

D 最 短 置 信 区 间 

对 于 给 定 的 置信 概率 /使 置信 区 间 长 度 最 短 的 解 [ 品 , 品 ]. 在 7.7 节 中 我 们 将 
说 明 ， 如 果 总 体 符合 正规 条 件 ， 待 估计 参数 存在 有 效 估计 量 ， 则 在 所 有 可 能 的 思 
信 区 间 中 ， 从 有 效 估计 量 得 到 的 置信 区 间 最 短 . 

2) 中 心 置信 区 间 

给 定 置信 概率 y, 使 置信 区 间 [9,, IJAE [tas ty 满足 (假定 :是 9 的 增加 函数 ) 


和 = Рю, )= Р(ь <r<e), (7.6.7) 


即 


&_ 1-7 _ ta Е x I 
Sa- [0а = | gde, ”连续 分 布 


实验 物理 中 的 概率 和 统计 


"== У 8(4)= У за), В. 


—o<t , Sla tp St p <0 


а 
е 


当 上 是 & 的 减少 函数 时 ， 有 相应 的 公式 (图 7.2(a)). 
中 心 置 信 区 间 是 最 常用 的 区 间 估 计 值 . 


8(1) 8(0 


(с) 


#72 置信 区 间 的 确定 
3) 单 侧 置信 区 间 


对 于 给 定 的 置信 概率 y， 选 择 置 信 区 间 为 [9,,%) ， 使 得 满足 


P(9>9)=7, (7.6.8) 
相应 地 有 
P(t >t,)=7. (7.6.9) 
这 样 确定 的 是 置信 水 平 y 的 上 侧 置 信 区 间 ，9, 是 置信 区 间 的 下 限 . 
或 者 选择 下 侧 置 信 区 间 (-oo, 9,], ЖЕ 
Р(9<9,)=у, (7.6.10) 
相应 地 有 
P(t <t,)= у. 


(7.6.11) 
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咏 是 下 侧 置 信 区 间 的 上 限 (图 7.2(b)，(c)). 
最 后 一 种 方法 确定 的 是 单 侧 置信 限 ， 其 余 两 种 方法 一 般 确定 的 是 双 侧 置 信 
限 . 利用 哪 一 种 方法 取决 于 实际 问题 的 要 求 . 


例 7.12 指数 分 布 参 数 的 置信 区 间 
设 对 指数 分 布 总 体 
РО; А) = Ae 2 


的 参数 4 求 置信 水 平 y 的 置信 区 间 . 
БЕ Xi, Xares X 是 总 体 的 随机 子 样 , 故 它们 相互 独立 且 都 服从 指数 分 布 . 令 


Y, =) 24X ,, 
ј=і ј=і 


。\ 一 | 
и 
=|1--|, 
Фу (t) | z) 


因此 随机 变量 У 的 特征 函数 为 
ø= Цо, (= [ох 040) 1-20, 
j=1 


j=l 


Y= 


由 于 指数 分 布 的 特征 函数 为 


与 太 分 布 的 特征 函数 式 (4.14.3) 对 比 可 知 ， 随 机 变量 了 服从 自由 度 2n 的 好 分 布 . 
因此 ， 本 例 中 的 Y= 2 24X, 就 是 符合 式 (7.6.3) 要 求 的 函数 :， 它 的 概率 密度 
Ј=1 


已 知 且 与 参数 4 无 关 , 了 是 参数 4 的 单调 一 一 对 应 的 函数 ， 从 书 末 附 表 7 可 以 查 到 
Хорн nM ， 使 得 下 式 满足 : 


Pirn > >: }=1-а = у, 
该 概率 表述 等 同 于 


2 
pian > 4> -Zial =1-a =y. 


22 X, 2>.Х, 
= j=l 


因此 ， 对 于 给 定 的 置信 水 平 Y=1-a ,参数 4 的 置信 区 间 是 
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Xan Xan | 
2nX 2nX 


作为 指数 分 布 参数 区 间 估 计 的 具体 例子 ， 假 定 某 种 电子 仪器 的 有 效 使 用 期 服 
从 指数 分 布 .用 10 台 仪 器 独立 地 进行 测试 ,观测 到 有 效 使 用 期 分 别 为 607.5, 1947.0, 
37.6, 129.9, 409.5, 529.5, 109.0, 582.4, 499.0, 188.1 小 时 ， 试 估计 未 知 参数 1 的 置信 


水 平 y= 1-а = 0.90 的 置信 区 间 . 
容易 求 出 


10 
> x, = 5039.5, 
i=l 
对 于 自由 度 2n = 20 МУЖ, 
00 = 31.41, p = 10.85, 


故 4 的 置信 水 平 90% 的 置信 区 间 是 


10.85 31.4 
2(5039.5)° 2(5039.5) 


| =[0.001076, 0.003116]; 


而 仪器 平均 有 效 使 用 期 1/4 的 相应 置信 区 间 等 于 


1 1 
— 1 __ l | - 3209, 929.41 JN. 
Em ns | l Iti 


77 正 态 总 体 均 值 的 置信 区 间 


从 中 心 极限 定理 可 知 ， 客 观 实际 中 许多 测定 量 的 分 布 为 正 态 分 布 ， 因 此 ， 正 
态 总 体 特征 参数 ， 尤 其 是 均值 和 方差 的 区 间 估 计 具 有 重要 的 实际 意义 ， 本 节 介 绍 
均值 区 间 估 计 的 方法 ， 方 差 的 置信 区 间 在 下 节 叙 述 . 

(1) 已 知 ， 求 均值 4 的 置信 区 间 . 

B Xoo Х, ВЛЕ Ми, ORRE n 的 随机 子 样 ,给 定 置信 水 平 y, 要 求 
从 子 样 对 未 知 参数 作 统 计 推 断 求 出 置信 区 间 . 


我 们 知道 ， 子 样 平均 了 -1Ух, 的 分 布 是 Мы ozmj( 见 式 (6.3.2))， 定 义 随机 
1 
变量 
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„X-u 
A (7.7.1) 
它 的 分 布 为 标准 正 态 函 数 N(0, 1) YET X X, 和 未 知 参数 4 的 函数 ， 它 的 
概率 分 布 N(0, 1) 与 参数 4 无 关 而 且 已 知 ,了 与 参数 4 是 一 一 对 应 的 关系 , 这 正 符合 
式 (7.6.3) 统 计量 
t=1(X,…, X,; 9) 


的 条 件 . 因此， 对 于 给 定 的 置信 概率 y=1-a ,按照 式 (7.6.4) 可 求 出 中 心 区 间 的 上 
FEAR 


P(-zap SY < zan)= |” ву =у=1-а, (1.1.2) 


这 里 8O) 是 工 的 概率 密度 (标准 正 态 函 数 )，zu2 是 标准 正 态 分 布 的 双 侧 c 分 位 数 ( 见 
4.10 节 )， 为 了 求 得 参数 w 的 置信 区 间 ， 通 过 变量 Y 与 4 之 间 的 变换 ， 将 式 (7.7.2) 
改写 为 


аби чи © учла (1.1.3) 
n Vn 


这 样 ， 随 机 区 间 
с 


= = с 
X- , X +2, -天 
| 2012 m „= 


构成 了 置信 水 平 y 的 置信 区 间 ， 该 区 间 包 含 未 知 参数 4 的 真 值 的 概率 为 7 ША, 
当 o 已 知 并 有 一 组 容量 ”的 子 样 的 情形 下 ， 置 信 限 都 是 统计 量 ， 不 包含 任何 未 知 
参数 ， 符 合 上 节 中 对 置信 区 间 所 下 的 定义 ， 

在 例 7.6 中 已 经 提 到 , 子 样 中 位 数 厌 是 正 态 总 体 均值 w 的 一 致 无 偏 估计 量 . 当 
TERE nK, X 近似 地 为 正 态 分 布 


略 去 该 分 布 的 渐 近 性 质 所 引起 的 误差 ,给 定 置信 水 平 y， 正 态 总 体 均 值 4 的 中 心 置 
信 区 间 可 由 下 法 求 出 . 令 
Х-и 


2 = " 
Jaalan 
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Z 服 从 正 态 分 布 Z~N(0, D)， 因 此 有 


Р(-22 <2 < 12р) =у=1-а, 


zo 是 标准 正 态 分 布 的 双 侧 c 分 位 数 ， 该 概率 表达 式 可 改写 为 


p 2 
> x ~ по 
| Е tan <и<х+ <a E| =y; 


即 置信 区 间 是 
2 2 
区 间 长 度 
2по? 
ly = и и: 


而 由 式 (7.7.3) 知 ， 当 利用 子 样 平均 X 对 均值 作 区 间 估 计时 ， 对 于 同样 的 置信 水 
平 y/， 其 置信 区 间 的 长 度 为 


因此 
[ç V2ro/Vn п, 


Гаре a 

ВП; >15. 28 X HARRA eg =2/7 ,而 匀 的 有 效率 等 于 1, 故 在 本 例 中 ,Ly /ly 
正好 等 于 еї lez 的 平方 根 的 倒数 . 

一 般 地 , 给 定 置信 水 平 x, 置信 区 间 的 长 度 与 所 使 用 的 估计 量 的 有 效率 存在 必 
然 的 联系 ， 未 知 参数 估计 量 的 有 效率 愈 高 ， 相 应 的 置信 区 间 就 愈 短 ， 对 于 符合 正 
规 条 件 的 总 体 ， 存 在 最 小 方差 界 ， 有 效 估计 量 的 有 效率 ! 达到 极 大 值 ， 因 此 ， 它 
所 对 应 的 置信 区 间 较 之 用 其 他 估计 量 得 到 的 置信 区 间 而 言 必 定 为 最 短 . 

对 于 非 中 心 区 间 的 一 般 情形 ， 可 以 写 


b 
Pla<Y <b)=| g0)dy=7, 


通过 了 与 X 的 变量 代 换 ， 有 
02.05-92) (7.7.4) 
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对 于 给 定 的 y， 积 分 限 а, b 的 值 可 从 附 表 6 查 出 ， 从 而 定 出 4 的 信 置 区 间 


从 上 面 的 推导 可 以 清楚 地 看 到 ， 正 态 总 体 方差 of 为 已 知 是 一 个 重要 条 件 ， 否 
则 置信 限 部 -2 MI- 就 无 法 算出 。 在 实际 同 题 中 ， 总 体 方差 常常 并 不 严格 


地 知道 .但 若 子 样 容量 п 充分 大 ， 由 于 子 样 方差 的 数学 期 望 等 于 总 体 方差 ( 式 
(6.2.16), 故 只 可 用 子 样 方差 5 作为 近似 , 仍 可 用 以 上 步骤 求 出 的 置信 区 间 . 如 
но 未知 而 子 样 容量 又 较 小 (如 nn< 20 )， 则 应 采用 下 述 方法 . 

(2) ° Hl, ЖЕНИ ЕР. 

与 问题 (1) 相 同 ，X\, Xa Х, NES Ми, o) 的 容量 壮 的 随机 子 样 ， 但 
现在 o 未 知 ， 给 定 置 信 水 平 y， 要 从 子 样 值 估 计 未 知 参数 4 的 置信 区 间 . 

在 6.3.3 节 中 已 经 证 明 ( 式 (6.3.8)), 统计 量 


E л-р 


其 中 S 是 子 样 方差 .该 统计 量 是 子 样 (通过 匀 和 5) 和 未 知 参数 4 的 函数 ， 但 它 的 
分 布 为 已 知 且 不 依赖 于 参数 4， 作为 4 的 函数 ， 它 与 参数 值 4 一 一 对 应 ， 因 此 ， 该 
统计 量 符合 式 (7.6.3) 中 函数 1 的 条 件 . 
于 是 可 写 出 以 下 概率 表述 ( 见 式 (7.6.4)): 
е | Ге _ 
ња е) ren- d=, 

其 中 f(i;n-D) 是 自由 度 n-1 的 上 分 布 的 概率 密度 函数 , 于 是 对 于 未 知 参 数 w 的 概率 
表述 为 


_ bs = as 
P| X -—=< u< X -— |= у. TES 
| и” <) r И 


由 于 1 分 布 是 关于 :=0 对 称 的 ， 因 而 容易 求 得 中 心 区 间 
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EPE Ge PTA pe i 

ң <) [лел Ddr = у, 

H b EF (п-1)В о 1 taln- 4.15 47), 对 于 一 定 的 4 值 和 y= 1-а 
可 从 附 表 8 查 出 ， 于 是 参数 4 的 概率 表述 为 


P(X- 多 сияз), (7.7.6) 
Ул Vn 


相应 的 置信 水 平 y 的 随机 区 间 为 


[x-5 02) 


У ут 


Я 7.13 束 流动 量 的 置信 区 间 
单 能 带电 粒子 束 流通 过 磁场 ， 利 用 磁场 中 粒子 径 迹 的 偏转 程度 可 测定 粒子 动 
量 ， 测 得 的 十 个 数值 单位 GeV/c) 


18.87, 19.55, 19.32, 18.70, 19.41, 19.37, 
18.84, 19.40, 18.78, 18.76. 


假定 它们 产生 于 正 态 总 体 ， 求 以 下 两 种 情形 下 置信 水 平 95% 的 置信 区 间 : (1) 测 量 
误差 (标准 差 )o= 0.3GeV/c; (2) 测 量 误差 未 知 . 
ж: (0 总 体 方差 已 知 ( 即 测量 误差 已 知 )， 子 样 平均 


Х = X, =19.10 

105 
а ОО 
> 2 


双 侧 a 分 位 数 zan 由 附 表 6 查 得 为 1.96， 由 式 (7.7.3) 求 得 置信 区 间 


5 с 5 с 
Е T lan yh X +220 <| 


= [1910-18522 19.1041960] 
V10 Уо 


= [18.91,19.29]. 


(2) 总 体 方差 未 知 ， 
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рю 5 1/2 
s- (x- xy) =0.3347. 


由 附 表 8 可 查 得 自由 度 n-1 = 9 时 的 双 侧 a 分 位 数 


tw2(9) = 2.262. 
由 式 (7.7.6) 求 得 置信 区 间 

> hns <ç lans 

Ya al? K+ al? 

| Vn Vn | 
ты 

Vo _ NT 

=[18.86, 19.34]. 


这 一 区 间 比 总 体 方差 已 知情 况 下 确定 的 区 间 [18.91, 19.29] X. 


7.8 正 态 总 体 方差 的 置信 区 间 


设 Xi, Xoro X, НЕА Ми, DRRR n BEITE, AA Xp Xares Х, 
对 方差 of 的 置信 区 间 进 行 统计 推断 ， 以 下 分 别 就 总 体 均 值 w 为 已 知 和 未 知 两 种 情 
况 进 行 讨论 . 

1) 均值 4 已 知 时 正 态 总 体 方差 的 置信 区 间 

从 6.3.2 节 所 述 已 经 知道 ， 若 总 体 Х-М сг), ДЕНЕ 


a ” 2 
уа ~ ұ?(п) 
i=] 
( 见 式 (6.3.6)). 该 统计 量 是 子 样 Xi , X,,…, Х, 和 未 知 参数 的 函数 , 它 的 分 布 为 已 


知 ， 且 与 参数 只 无 关 ， 因 此 可 用 来 对 参数 只 进行 区 间 估 计 ， 对 于 给 定 的 置信 水 平 
у, 0<у«1, ЧИЖ E FR b, а, EFRR: 


i=l 


x 63 
па 0-2) col- осты (7.8.1) 


其 中 Аи; 刀 是 Yo) 分 布 的 概率 密度 函数 ， 因 而 总 体 方差 的 置信 区 间 的 概率 表述 可 
写成 
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| È- У-и) N 


人 
b 
对 于 一 个 给 定 的 x 值 ， 从 式 (7.8.1) 可 确定 的 积分 限 a 和 4 存在 无 限 多 对 .如 果 
取 中 心 区 间 ， 则 有 
Í rama, -| гости -3 - =š. 
H 4.14 节 知 ， 积 分 限 可 由 zz) 的 上 侧 分 位 数 表示 
а= Xan(n), b= Хз (п), 


它们 可 从 附 表 7 查 出 ， 从 而 确定 置信 水 平 为 ?时 的 置信 区 间 


bo a 


均值 4 已 知 时 ， 正 态 总 体 方差 的 区 间 估 计 问 题 相当 于 利用 误差 未 知 的 测量 装 
置 对 一 已 知 量 做 重复 测量 ， 例 如， 为 了 对 一 台 测 量 长 度 的 仪器 的 测量 误差 作出 鉴 
定 ， 可 利用 该 仪器 对 一 已 知 长 度 作 重复 测量 ,假定 测量 值 是 正 态 总 体 的 子 样 测定 
值 ， 可 利用 上 述 方法 对 测量 误差 (总 体 标准 差 ) 作 出 推断 . 

2) 均值 4 未知 时 正 态 总 体 方差 的 置信 区 间 


由 于 /是 未 知 量 ， ивана 09—07 и) ажи, KERNEK 
i=l 
估计 的 统计 量 ， 由 式 (6.3.7) 有 


aeiy DES х). ~ Хп -}). 


а? i=] 


ИЛНЕ Х,, Xa X, 和 未 知 参数 of 的 函数 ， 不 含 其 他 未 知 量 ， 它 的 分 
布 为 已 知 又 与 参数 o 无 关 , 故 可 用 来 对 只 作 区 间 估 计 . 利用 与 DD) 完全 相同 的 步 又 ， 
对 于 给 定 的 置信 水 平 yY， 有 


oA Xoz 


2 
b 
J +] Ки; п- Иди =у=1-а, (1.8.3) 
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л D(x- ) (к -#) Ë (7.8.4) 


H a= д2,о(п-1),Б= 52,,(п-1). 利用 附 表 7 可 查 出 a, 4 的 值 ， 从 而 求 出 置信 
Жуа? ВЕЧЕ 


Ba х). 2 (x, -27| . 


下 面 用 一 具体 例子 来 说 明 以 上 公式 的 应 用 ， 为 鉴定 一 台 长 度 测 定 仪 的 测量 精 
度 ， 对 一 物体 的 长 度 做 10 次 独立 测量 ， 设 测量 服从 正 态 分 布 ， 测 定 值 为 


1002, 1000, 997, 1001, 1001, 999, 998, 999, 1000, 1003. 


求 下 述 两 种 情形 下 置信 水 平 95% 的 置信 区 间 : (1) 物 体 长 度 已 知 为 1000; (2) 物 体 


长 度 未 知 . 
ж. (1) 已 知 物体 长 度 ( 正 态 总 体 均值 K 已 知 ) u= 1000， 子 样 容量 n= 10, 
Q=1-y=0.05， 由 附 表 7 查 出 


a=% an(n)=3.247, b= 2,(n)=20.4483. 


由 式 (7.8.2) 可 知 ， 置 信 水 平 95% 的 置信 区 间 为 
1 10 2 1 10 М i 55 
F ; 3247220970 \ч .46, 9.23]. 


(2) ЖК ЖЯ, Ға = 0.05, п-1 = 9 可 查 出 


а=1? /2(9)=2.700, — b= z2,,(9)=19.023. 


根据 式 (7.8.4)， 置 信 水 平 95% 的 置信 区 间 为 


L qK. а г 
p: 26 =) "2700 (X12) наза 


这 一 区 间 比 4 已 知 时 的 置信 区 间 要 宽 , НН 未 知 时 对 于 of 的 了 解 将 比较 不 精确 . 
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79 正 态 总 体 均值 和 方差 的 联合 置信 域 


Ў X Xare Х, ЕЖА Ми, ОНУ п ILTF, u, o 均 为 未 知 参 
数 ， 希望 从 子 样 XX\, Xa Х, 对 总 体 均值 和 方差 的 联合 置信 域 进行 统计 推断 . 

从 例 7.11 的 讨论 中 可 知 , РЕЗ X 和 子 样 方差 ? 是正 态 总 体 М, o2) 的 一 
对 联合 无 偏 估 计量 ， 并 由 6.3.2 l X 与 ?相互 独立 ， 也 即 


X-u tel X,- X 
| 

相互 独立 ， 它 们 的 联合 概率 密度 等 于 各 自 概率 密度 的 乘积 ， 已 知 ( 见 式 (6.3.2) 和 
式 (6.3.7)) 


ў 一 人 2 
X ЕЕ ЭЕ 
= ~ №0,1), > = ] x(n—1l). 
这 两 个 统计 量 的 分 布 与 未 知 参数 4，of 无 关 ， 而 它们 又 是 子 样 X,,…, X. 和 未 知 参 
数 of 的 函数 ， 因 此 可 用 来 作 区 间 估 计 . 

对 于 给 定 的 联合 置信 水 平 /， 可 写 出 两 个 概率 表达 式 


[< < Xt < г)- Уу, 


с 


Хь (= о). J. (7.9.1) 


i=l 


a 可 从 标准 正 态 分 布 附 表 6 确定 ， 和 b' MAN- 1) 的 累积 分 布 附 表 7 确定 ， 由 于 
这 两 个 统计 量 的 独立 性 ， 立 即 有 


i = <a, ь< 


i=l 


26 J < v) = у. (7.9.2) 


该 式 左面 括号 中 的 两 个 不 等 式 确定 了 参数 jo 空间 中 的 一 个 域 ， 它 由 两 条 直线 
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和 表示 与 4 之 间 函 数 关系 的 抛物 线 

а? =п(и-Х) га? 
所 围 成 ， 如 图 7.3 中 阴线 的 面积 所 示 . 


#9 7.3 正 态 总 体 N(4 只 的 上 ЖА 


ЖЛЕ RAMAR 


在 参数 估计 方法 中 ， 费 软 尔 引入 的 极 大 似 然 法 占有 重要 地 位 .第 七 章 中 已 叙 
述 了 未 知 参数 的 一 个 好 的 估计 量 应 有 一 致 性 、 无 偏 性 、 有 效 性 和 充分 性 ， 极 大 似 
然 估计 量 往往 具有 大 部 分 的 这 些 性 质 ; 同时 在 子 样 容量 n->w 的 极限 下 ，, 极 大 似 然 
估计 量 服 从 正 态 分 布 ， 因 此 ， 在 子 样 容量 п 很 大 的 所 谓 大 样 问题 中 ， 可 以 利用 正 
态 近 似 ， 十 分 方便 地 确定 极 大 似 然 估计 量 的 方差 . 


81 极 大 似 然 原理 


设 连续 总 体 X 的 概率 密度 或 离散 总 体 的 概率 分 布 f(xl 色 函数 形式 为 已 知 ，9 
是 待 估计 的 未 知 参 数 , 待 求解 的 问题 是 从 容量 4 的 子 样 X，…, Xs 对 参数 作 估计 . 在 
以 下 的 讨论 中 ，Xi 可 以 是 一 组 变量 ,代表 对 事件 iG = 1, 2,…, n) 的 一 组 测量 : Я 
如 ,总 可 以 是 描述 空间 方向 的 两 个 变量 ; ЛЕ НИК Я 9. 

如 7.1 Ж, £F X, Xare, X, 的 联合 概率 密度 由 似 然 函 数 给 出 


L(X19= ЦХ,,---,Х,19)= Хи) (8.1.1) 


i=l 


因为 /CI 甸 是 归 一 化 的 概率 密度 函数 , НУК RRA М X KRR, 对 于 任何 8 值 ， 
在 整个 子 样 空间 Oy 作 积 分 ， 应 有 


Г ихі9ах = (8.1.2) 
Sly 


Han X2, DAET EE Xi, ХХ, 的 一 个 观测 值 ， 那 么 子 样 落 在 子 样 空间 中 
点 (XI, x2…, Xn) 的 邻 域 里 的 概率 为 


L(xl9dr = | | f x, 1 9)dx,. 


i=l 
参数 2 的 取 值 不 同 ， 这 个 概率 的 值 也 不 同 ， 因 而 似 然 函 数 是 参数 9 的 函数 .按照 
极 大 似 然 原理 ， 在 参数 & 的 空间 内 ,应 当选 择 使 似 然 函 数 L(x | 9) 达到 极 大 的 参数 
值 妨 作为 未 知 参数 的 估计 值 ， 即 
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10х19) > [(х19). (8.1.3) 
由 于 总 是 观测 值 C5，… хо) ОВК, ЖЕНЕ X, Xa 和 的 不 同 实现 ， 得 到 不 同 
的 估计 值 ， 所 以 可 表示 成 子 样 Xi, X2…, Xn 的 函数 

9 = 9(х, x.) 
称 为 极 大 似 然 估计 量 . 


如 果 似 然 函 数 L 对 98 的 二 阶 导数 存在 ， 极 大 似 然 估计 量 妆 可 通过 求解 下 列 方 
程 组 得 到 : 


aL(X19) д т 
ов тов 79-0 (8.1.4) 
АХ 19) д? т" 
г. | = 1170 19) 5 <0. (8.1.5) 
.9=,9 J= 


如 果 该 方程 组 只 有 一 个 解 ， 那 么 参数 9 的 估计 值 9 就 唯一 地 确定 了 ; 如 果 存 
在 多 个 极 大 值 ， 则 应 根据 问题 的 具体 要 求 从 中 选 出 合理 的 解 来 . 

H T Iny È y 的 单调 上 升 函数 , 故 InL 与 有 相同 的 极 大 值 点 . 上 述 方程 组 可 
改写 成 


8 Ж: 
Z nL(X19 = Ув (ХИ 9) =0, 
zg XID a 92 h (X, )=0 (8.1.6) 
3 nux =-2 Уау, 9) <0 (8.1.7) 
99? һә 28 у РР 加 


其 中 式 (8.1.6) 称 为 似 然 方 程 , 利用 似 然 方程 求解 极 大 似 然 估 计量 频 比 处 理 式 (8.1.4) 
的 乘积 要 容易 得 多 . 

以 上 论述 可 直接 推广 到 总 体 X 的 概率 密度 函数 包含 多 个 未 知 参数 的 一 般 情 
№. iE k PRIBEH 9 ={9, 3, --.,9,}, f X = X, X, XX} 的 似 然 函数 为 


L(X 19) = исх, 19). 


i=] 
这 时 ， 必 须 解 一 组 上 个 似 然 方程 
д 8 < 
= p УЗЕ Да А Е =]... 
58 ЦХ 19) T > Inf (X19)=0, j=1,.…,k (8.1.8) 


jia 
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来 找到 极 大 似 然 估 计量 而 = (4, 9,,---, 总 } . 由 式 (8.1.8) 求 得 的 解 使 似 然 函 数 为 极 大 
值 的 充分 条 件 是 二 次 矩阵 忆 ( 南 ) 必须 是 负 定 的 ?"，U (Ó) 的 元 素 为 


a 1 


uÂ ==). 8.1.9 
а 9999, _; IATA 


在 许多 实际 问题 中 , 方程 (8.1.6) 和 (8.1.8) 无 法 用 解析 方法 求 出 ， 只 能 求助 于 数 
值 方法 . 


$] 8.1 不 稳定 粒子 平均 寿命 的 估计 值 
设 在 一 无 限 大 的 探测 器 中 观测 不 稳定 粒子 的 产生 和 衰变 . 令 粒 子 的 平均 寿命 
为 r， 则 粒子 从 产生 点 到 衰变 点 之 间 的 飞行 时 间 服从 指数 分 布 ， 其 概率 密度 为 


Ра)", 0<, <. 
T 


每 个 事例 中 粒子 的 飞行 时 间 # 可 由 粒子 产生 点 到 衰变 点 之 间 的 距离 和 粒子 动量 确 
定 ， 设 观测 了 n 个 事例 ， 得 到 个 飞行 时 间 值 i= 1, 2,…, n， 试 求 粒子 平均 寿 
命 的 极 大 似 然 估计 值 . 

按 似 然 函数 的 定义 ， 有 


Ln=T] Ре", 
i=l 
似 然 方程 为 
01 ð м 1 t = 
=> >| inz? 5) 5) о 
由 该 方程 求 得 平均 寿命 的 估计 值 
.. 1, т 
am 1 
因为 
OInL| _ -n 
дт? ЕР ё ° 


ШС? = г 对 应 于 似 然 函 数 的 极 大 值 . 可 见 ， 平 均 寿命 的 极 大 似 然 估 计 值 全 等 于 所 


D BUERE 4 为 上 xm 和 托 阵 ， 对 于 任何 含 上 个 元 素 的 向 量 x 总 有 xT4r <0 ， 称 矩阵 4 为 负 定 的 . 


Жл 极 大 似 然 法 231. 


观测 到 的 п 个 飞行 时 间 值 的 算术 平均 . 
由 4.8 节 可 知 , + 是 指数 (总 体 ) 分 布 的 数学 期 望 , 极 大 似 然 估计 量 =7 为 子 样 
平均 , 与 总 体 有 相同 的 数学 期 望 ( 见 式 (6.2.13)), 因而 平均 寿命 的 极 大 似 然 估计 量 


是 无 偏 估计 量 . 
平均 寿命 的 倒数 4=1/z 称 为 粒子 的 训 变 常数 ， 也 可 将 4 作为 待 估计 的 未 知 参 


数 ， 这 时 概率 密度 为 (114)= 4e ， 似 然 函 数 为 


ил) = Jae”. 


i=l 


由 似 然 方 程 得 到 
= -JÈ M- А) = (5-е) Т Уа =0. 


04 i=l 
于 是 ?的 极 大 似 然 估计 为 


А =(7)'=1/#. 
在 实际 的 实验 中 , 测量 粒子 寿命 的 探测 器 尺寸 只 能 是 有 限 的 ， 因 此 ， 最 大 可 测 
量 的 粒子 飞行 时 间 了 为 一 有 限 值 ， 这样 ， 飞 行 时间 的 概率 密度 应 为 ( 见 4.17.2 节 ) 


f(T) ее"), O<r<T. 
T 


按照 相似 的 步骤 容易 求 得 r 的 极 大 似 然 估计 为 


ёту Те" 1-е"), 
п 


i=1 


其 中 五 是 第 i 个 事例 中 最 大 可 测量 的 粒子 飞行 时 间 ， 它 取决 于 不 稳定 粒子 在 体积 
有 限 的 探测 器 中 的 产生 位 置 和 粒子 飞行 方向 .可 以 看 到 , 未 知 参数 击 现 于 等 式 的 
两 边 ， 在 这 种 情形 下 ，z 可 用 和 迭代 法 求解 ， 而 以 ! 作为 初始 迭代 值 . 


Я 8.2 柯 西 分 布 中 参数 的 估计 
i Xi, Xatt, Xn 为 柯 西 分 布 


1 
(g) = ЕВА 
JG19) m 1+(х- 9)? 


的 容量 п 的 子 样 ，8 为 待 估计 参数 . 
显然 ， 似 然 函 数 为 
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п | 1 
ЦХ19) = | | -— 
П п 1+(Х,- 9) 
根据 似 然 方程 ， 得 到 
Әһ < 2(Х,-9) 


= 一 一 一 一 一 = 0. 
89 “C 1+(X,- 92 


该 方程 有 (2n-1) 个 不 同 的 解 ， 其 中 n 个 解 对 应 于 似 然 函数 的 局 部 极 大 值 ， 而 对 应 
于 似 然 函 数 的 全 域 极 大 值 的 最 佳 参数 值 近似 于 子 样 中 位 数 ， 因 而 可 以 将 子 样 中 位 
数 作为 迭代 过 程 的 初 值 ， 利 用 最 优化 方法 寻找 似 然 申 数 的 极 大 值 ， 从 而 稳定 8 的 
极 大 似 然 估 计量 .最 优化 方法 见 第 十 二 章 . 


Я 83 泊 松 分 布 中 参数 的 估计 
设 Xi, X>... Xs 是 服从 泊 松 分 布 的 容量 n 的 子 样 ， 总 体 概率 分 布 为 


рол) = e 4, А>0. 
х: 


试 求 参 数 4 的 极 大 似 然 估计 量 . 
按 似 然 函数 的 定义 式 (8.1.1)， 有 


n X, i=l 
ц)=[] Е е | sn h 
i=] i’ 


由 似 然 方 程 得 


n E 
84 rr 


即 子 样 平均 是 参数 的 极 大 似 然 估计 量 . 由 7.1~7.5 节 的 讨论 得 知 , X 是 4 的 有 效 、 
充分 、 一 致 、 无 偏 估计 量 ， 其 方差 为 V(4)=41n. 


例 8.4 (0, 1) 分 布 中 的 参数 估计 
假定 Xi, Xar, X, 是 (0, 1) 分 布 的 容量 n 的 子 样 ，(0, 1) 分 布 的 概率 分 布 


P(xI p) = р*а"*, х=0,1, 0<р<1, 4=1- р. 


Жл ХИ . 233. 


试 求 参数 p 的 极 大 似 然 估 计量 . 
似 然 函数 为 


n 
цр)= [| ы — s 


i=ł 


n 
Ү= УХ, 
i=l 


InL(p)=Yln p+(n-Y)inq, 
olnL(p)_Y n-Y 
p p l-p 
由 似 然 方程 解 出 


реа S я 
п г 
故 参数 р 的 极 大 似 然 估计 量 即 为 子 样 平均 . 
在 7.4 节 的 例子 中 已 经 证 明 ， 参 数 т, р 的 二 项 分 布 中 p 的 无 偏 、 有 效 估计 量 
H X Im. РКО, 1) 分 布 即 为 m= 1 的 二 项 分 布 , 因此 , (0, 1) 分 布 的 极 大 似 然 估 计量 


即 是 无 偏 有 效 估计 量 . 
例 8.5 均匀 分 布 中 的 参数 估计 


ВИЖ X Ха, 丹 的 均匀 分 布 ， 抽 取 容 量 n HFE X, X2…, Xa BAF 
样 求 参数 w [的 极 大 似 然 估 计量 . 
由 于 总 体 概率 密度 是 


1 
—, а<х< р, 


Е 
0, 其 他 ， 


故 似 然 函 数 为 


似 然 方程 
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虽然 ， 从 该 似 然 方程 无 法 求 出 w / 殉 极 大 似 然 估计 量 ， 我 们 转 而 从 似 然 函 数 的 定 
义 来 求解 .从 似 然 函数 Ца, 万 的 表 式 可 以 看 到 ， 当 B- a 越 小 ， 则 似 然 函数 值 越 
K. ЖХ 

Хү =min(X,, X,,---, Х,), 

X; = тах(Х,, X,,--:, Х,). 


为 使 似 然 函 数 Ца, AREFE, UWA 


а<Х,, ДВ>Х,. 


РА, A- a 的 最 小 可 能 值 是 X – Xi ， 即 极 大 似 然 估计 量 为 


&=Х', =X}. 


8.2 ” 正 态 总 体 参数 的 极 大 似 然 估计 


1) 均值 4 的 极 大 似 然 估 计 

设 一 个 实验 对 同一 个 未 知 量 4 作 nn 次 独立 的 观测 得 到 观测 值 za，z…， 如， 各 
次 测量 的 误差 相同 并 且 已 知 为 c， 要 求 w& 的 估计 值 . 根据 中 心 极限 定理 , 在 相当 普 
遍 的 场合 下 ， 可 以 认为 测量 服从 正 态 分 布 ， 故 xi, 0,7, х, 可 以 看 成 是 正 态 分 布 
Ми, с?) 容量 n 的 子 样 观 测 值 ， 因 此 ， 这 类 问题 属于 正 态 总 体 的 均值 估计 . 

利用 极 大 似 然 法 ， 似 然 函 数 为 


L(X;ol )= -e | 
| š i=] vV2rc 2 с ; 
据 似 然 方程 (8.1.6)， 有 


n 53 
Е - н0ко)- [22 £) =0, 
ðu M| 2 2\ o 


方程 的 解 是 
> X, = X. (8.2.1) 


可 见 , 正 态 总 体 均值 的 极 大 似 然 估 计量 等 于 子 样 平 均值 , 由 7.1~7.5 1, AES 
2 
数 4 的 一 致 、 无 偏 、 有 效 、 充 分 估计 量 ， 其 方差 为 V( 记 = 一， 
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ПЯ А] — ЖЯ и fE n Why N), (НАИ АННЕ НАЗ oi, 
XRP x, ЕЕ НЕ МЕ АЖ N ог) 的 一 个 观测 值 ， 似 然 函数 为 


2 
l ИХ, -д 
L(X et ХС СА ) = ех 一 一 | 一 -一 一 9 
! ! ú П | { O; j 


п Х п 
LA $nx 
ñ= = і = EL ' (8.2.2) 
称 为 观测 的 加 权 平 均 ， 每 个 观测 值 的 加 权 因 子 wi 反比 于 观测 误差 的 平方 ， 即 
mi (8.2.3) 
Oi 


显然 ， 当 各 次 测量 的 误差 相同 ， 式 (8.2.2) 简 化 为 式 (8.2.1)， 在 8.3.4 节 中 将 推导 
式 (8.2.2) 对 4 的 估计 量 应 的 方差 为 


У(й)= = š (8.2.4) 


2) Уд 的 极 大 似 然 估计 
Я Xi, Xo, XX 是 正 态 总 体 容 量 n 的 子 样 ， 总 体 均值 4 为 已 知 ， 方差 o? 为 未 
知 的 待 估计 参数 ， 则 似 然 方 程 可 表示 为 


olnL ë l 1 2 
Но = =0. 
(0?) > 207 20. i и» 


解 得 
ó? -15 (X-u, | (8.2.5) 


即 ЕВ o° 的 极 大 似 然 估 计量 . 由 7.1~7.5 HETA, ó? о? 的 有 效 、 
充分 、 无 偏 估计 量 ， 方 差 为 


` 4 
vaja. 
n 
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3) и, o° 的 同时 估计 


若 各 次 观测 的 误差 虽然 相同 但 都 未 知 ， 则 需要 根据 一 组 n 个 观测 对 均值 和 方 
差 同 时 作 极 大 似 然 估计 ， 这 时 似 然 函数 为 


= -省 = | 
Е 
п, 5? ВИАН. НЕ 8.1.8)л О НИЕ 


ux imo’=]] 


mL, 


i=l 


olnL < 1 
= Ре xs ) |= 0. 
мы 20% А 


由 第 一 个 式 子 求 出 4 的 极 大 似 然 估 计量 


$2 


可 以 看 出 , 4 的 估计 量 与 式 (8.2.0) 相 同 ， 色 是 一 致 、 无 偏 、 有 效 、 充 分 估计 量 ; 但 
с? 的 极 大 似 然 估 计量 是 有 偏 的 、 总 体 方差 的 无 偏 估计 量 应 是 


па 
1 
(BL 73 W) n RKB, 62-52, 但 对 子 样 容量 不 大 的 小 样 问题 ， 两 者 有 明显 的 
不 同 . 
д.а? 的 联合 极 大 似 然 估计 量 Д, 62 的 方差 将 在 8.4.2 节 中 推导 . 


83 极 大 似 然 估 计量 的 性 质 


在 本 章 开 头 指出 ， 极 大 似 然 估 计量 具有 一 个 好 的 估计 量 应 有 的 大 部 分 性 质 ; 
在 8.1 节 和 8.2 节 中 , 我 们 求解 了 一 些 特定 总 体 的 参数 的 极 大 似 然 估计 量 , 并 指明 
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了 这 些 估 计量 的 最 优 性 质 如 无 偏 性 、 一 致 性 、 充 分 性 、 有 效 性 等 ， 本 节 讨 论 任意 
总 体 参数 的 极 大 似 然 估计 量具 有 的 一 般 性 质 . 


8.3.1 参数 变换 下 的 不 变性 


在 实际 问题 中 , 往往 存在 一 些 等 价 的 物理 量 , 它们 之 间 存 在 一 一 对 应 的 关系 ， 
并 且 仅 仅 通过 一 些 常数 或 已 知 量 联系 起 来 ， 例 如 ， 粒 子 的 平均 寿命 与 衰变 常数 是 
等 价 的 ， 它 们 互 为 倒数 ; 粒子 的 速度 、 动 量 和 能 量 是 等 价 的 (假定 粒子 质量 已 知 )， 
它们 之 间 由 常数 联系 起 来 ， 在 这些 等 价 的 物理 量 之 中 ， 哪 一 个 作为 待 估计 参数 具 
有 任意 性 ， 如 例 8.1, 粒子 平均 寿命 的 确定 , 不 论 r 还 是 4=1/r 都 可 作为 待 估计 参 
数 ， 该 例子 表明 这 两 者 有 相同 的 结果 

一 般 ， 设 待 估计 参数 为 9， 其 极 大 似 然 估计 量 为 9， 若 选择 9 的 任意 单 值 函 
数 g(9) 作为 待 估计 参数 ， 其 极 大 似 然 估 计量 令 为 8(9)， 显然 希望 下 式 成 立 : 


$(9) = g(9), (8.3.1) 


这 样 , EFE 9 НИЕ ЖАН РАСА 9 自身) 作为 待 估计 参数 都 能 得 到 2 的 相同 估计 
值 9， 这 种 性 质 称 为 参数 变换 下 (估计 量 ) 的 不 变性 
极 大 似 然 估计 量 恰好 具有 这 种 不 变性 ， 因 为 对 于 任意 9， 有 


ôL _ 01. дв 


99 Og 99’ 
由 似 然 方程 知 

ôL) _ 

89 ’ 


ôL 


=0 成 立 ， 从 而 必定 有 
29 9=9 


Og 
4 — #08}, 
Чо 时 


8(9)= g(9). 
例 8.1 就 是 这 种 不 变性 的 实例 . 
8.3.2 ”一 致 性 和 无 偏 性 


可 以 证 明 ， 当 似 然 函数 满足 正规 条 件 时 (参见 7.4 节 ), 极 大 似 然 估 计量 是 一 至 
ЧЕН, ПУР п 趋 于 无 穷 时 ， 极 大 似 然 估计 量 将 收敛 于 待 估计 参数 的 真 
值 ， 这 一 结论 对 于 一 个 或 多 个 待 估 计 未 知 参数 的 场合 都 正确 ， 当 似 然 函数 存在 多 
个 极 大 值 ， 其 中 必 有 一 个 极 大 值 对 应 的 解 是 一 致 估计 量 . 例如 ，8.1 节 中 柯 西 分 布 
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的 例子 . 
有 限 次 观测 ( 子 样 容 量 n 为 有 限 值 ) 求 得 的 极 大 似 然 估计 量 一 般 不 是 无 偏 估计 
В. 182 ФЕ, {Реис 未 知 的 正 态 总 体 ， TÉ о? 的 极 大 似 然 估计 


H ó? 不 是 无 偏 估计 量 , 但 一 般 能 够 把 它 修正 为 无 偏 估计 量 ， 例 如， y EKN 


的 ， 对 于 容量 ” 趋 于 无 穷 的 极限 情形 ， 所 有 的 极 大 似 然 估 计量 都 是 无 偏 的 . 
由 极 大 似 然 估计 量 参数 变换 下 的 不 变性 可 知 , 若 g(9) 是 参数 2 的 一 一 对 应 函 


数 ， 有 


209) = 8(9), 


但 对 g(9) 的 期 望 值 ， 一 般 地 
Е 8(9)] = g[ E(9)]. (8.3.2) 


因此 ， 即 使 加 是 参数 9 的 无 偏 估计 ，8&(9) 却 不 一 定 是 g(9) 的 无 偏 估计 


8.3.3 ”充分 性 
在 7.6 节 中 已 经 介绍 ， 如 果 似 然 函数 可 以 表示 成 因子 化 形式 
L(X19)=G(T|9)H(X), (8.3.3) 


其 中 了 是 子 样 的 统计 量 了 =T(X1, X XX,) ,那么 了 就 是 参数 8 的 一 个 充分 统计 
И, CUR f TË X, X2…, Xn 关于 参数 8 的 全 部 信息 ; 函数 G(T19) 仅 通过 统计 
量 7 与 子 样 发 生 联系 .充分 统计 量 存在 的 条 件 是 总 体 概率 密度 可 表示 成 指数 族 形 


式 ( 见 式 (7.5.2)). 
从 式 (8.3.3) 可 见 ， 由 于 H(X) 与 参数 98 无关 ， 故 由 L(X19) 来 估计 38 和 由 


G(T19) 来 估计 38 是 等 价 的 ， 似 然 函 数 工 关于 98 的 极 大 化 等 同 于 G(T19) 关 于 9 的 
极 大 化 


oL(X19) аб СТ | 9) 
99 89 

因此 , 若 8 存 在 充分 统计 量 ( 即 式 (8.3.3) 成 立 )， HERTA, ИКИ 9 >, 
是 充分 统计 量 了 的 函数 ， 即 总 是 一 个 充分 估计 量 . 

可 以 证 明 ， 不 论 是 否 存 在 方差 下 界 ( 即 不 论 是 否 存在 参数 8 的 有 效 估 计量 )， 
如 果 存在 参数 8 的 充分 统计 量 , 则 极 大 似 然 估 计量 (充分 估计 量 ) 有 最 小 的 方差 . 这 
一 性 质 使 得 极 大 似 然 法 被 广泛 地 利用 .这 一 结论 也 适用 于 总 体 包含 多 个 未 知 参数 
的 情形 . 当 有 个 未 知 参数 ，r(r <k) 个 极 大 似 然 估 计量 n, tz,…, 上 请， 同时 具有 它 
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们 各 自 的 可 能 最 小 方差 . 
利用 本 节 的 方法 来 处 理 例 8.1 的 问题 ， 似 然 函 数 可 写成 


а J 
LGIr)=[Í 1 e7! -[:) е -(+) etr 
izl f T T 


这 恰好 是 式 (8.3.3) 的 形式 ， 其 中 
H(X)= L, oint] ==". 


BE, НИТ saki 0365832238 E. 98.1 已 经 证 明 r 的 极 大 似 然 
估计 量 正 是 ， 即 为 充分 估计 量 . 
8.3.4 有 效 性 


7.4 节 的 讨论 告诉 我 们 ,参数 3 存在 有 效 估计 量 了 的 充分 必要 条 件 是 似 然 西 数 
满足 


oinL 
—— = A(9)[T -9-b(9)), 
PY: (9)[ (9)] 


其 中 b(9) 是 估计 量 的 偏差 ， 故 当 8 存 在 有 效 估计 量 时 ， 似 然 方程 的 形式 为 


T= АВТ -9-b(9)=0 (8.3.4) 


上 式 中 唯 有 了 = T(X1, Xa, XX) 是 待 估计 参数 的 统计 量 ， 由 该 方程 求 得 的 极 大 似 然 
估计 量 必 为 
B(X1, Xass Xp) =T(X s Х»,---,Х,)=9+Ы9). 


由 此 得 出 结论 ， 若 参数 存在 有 效 估计 量 ， 则 必定 是 极 大 似 然 估 计量 ， 该 估计 量 的 
方差 由 式 (7.4.13)、(7.4.14) 和 式 (7.4.16) 得 出 


( Aj ( x) | а) 
1+ — 1+— 1+ — 
у= 99) _\ 39 29) 
Əln L Y 97 In L A(9) 
J] te 
89 99 


例如 ， 设 总 体 概率 密度 是 指数 分 布 


(8.3.5) 
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ala е" 
£ 


r 为 未 知 参 数 。 若 tr 存在 有 效 估 计量 ， 则 似 然 函 数 应 能 写成 如 下 形式 : 


olnL 
дт 


HP t, tares nET EKE, EA 8.1 中 我 们 看 到 ， 


= А(г)[2(1,2,,:°°,1,)-т-(т)), 


与 上 式 比 较 ， 有 
А(т)=-5, 了 = 让 


因此 ， 参 数 z 的 极 大 似 然 估计 量 上 是 无 偏 、 有 效 估计 量 ， 其 方差 由 式 (8.3.5) 求 出 


V(I)=l/A(r)= Г? /п. (8.3.6) 


如 果 以 4=1/r 作为 待 估计 的 未 知 参数 ， 则 概率 密度 函数 的 形式 为 
ГОТА) = he-”， 相 应 的 似 然 函数 是 


нь, 014) = [] 40”, 


i=l 
从 而 有 
ауу 


与 式 (8.3.4) 对 比 得 知 ， 只 有 1/4=7r 存 在 有 效 估计 量 ， 而 4 不 存在 有 效 估计 量 . 
又 如 ， 设 Xi Xoro, Х, НЕ IK М, 07),i=1,2,…,n ЮВ, а ЕМЕ 
的 未 知 参数 ， 似 然 函 数 为 


LOCK X РРР П СЕЕ]! 


4 2 
Іі = > и" 2по? – (==) | 
可 | 2 2\ O, 
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似 然 方程 
n X. 
Е. 
olnL < X- — Í | Z o; 
и, 
H м 0 9; > 
— с? 


Ви КУН ОСИНА, HH 3K(8.33.5)5R il Д 772 


-l 
А 1 Sn 1 
у =—= 一 -一 š 
网 < 让 В >J 


i=] Vi 
这 些 结果 已 在 8.2 节 1) 中 指出 . 
有 了 时， 参数 9 本 身 不 存在 有 效 估计 量 , 但 它 的 某 个 函数 (9) 存在 有 效 估计 
Ш. 根据 式 (7.4.9)， 这 时 似 然 方程 必 可 写成 
olnL 
99 
极 大 似 然 估计 量 
иХ,,Х,,--,Х,)=ТСХ,Х,,--,Х,)=7(9)+Ы9) 


ДЕ т(9) 的 有 效 估计 量 (偏差 b(9) )， 其 方差 由 式 (7.4.10) 给 出 


= А(9)Т(Х, X2, X,)—T(9)—b(9)]=0, (8.3.7) 


д: 3) A дг ӘЬ 


„semm — 一 -一 一 一 十 一 一 
и 088 99 09 09 _ 99 23 (8.3.8) 


2 s. . 
z| (em) Е 2 i А(9) 
99 | 99 


例如 , 在 7.4 节 中 关于 正 态 总 体 参数 的 估计 量 的 例子 中 已 经 证 明 , 总 体 标准 差 o 不 
存在 有 效 估计 量 ， 而 总 体 方差 o 存在 有 效 估计 量 ， 可 由 似 然 方程 解 出 . 
总 体 X 的 概率 密度 若 属 于 指数 族 
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f(x19)=exp[a(x)a(9) + В(х) + c(9)], 


WESA SERAH, MERAH О 
i=l 
—(dc/d 9) 


9) = 
D= iadd 


的 有 效 无 偏 估计 量 ( 见 7.5 35). RIKER, 若 参数 存在 充分 统计 量 ， 则 极 大 似 然 
法 求 得 的 解 必 是 r(9) 的 有 效 估计 量 ， 因 为 在 这 种 情形 下 ， 似 然 函数 的 对 数 为 


In L(X19 =n] f(X, 19) 


i=1 


= У [a(Xi)a(9)+ В(Х,) + c(9)], 
і=1 


似 然 方程 为 
s n 49), „109) 
a(X,):—— = 0, 

=). d 
其 解 为 

=) 

7(9) = т = а(Х,). (8.3.9) 
— i=1 
IN 


由 参数 变换 下 的 不 变性 (9) = (9) 可 知 ， 极 大 似 然 法 求 出 的 解 正 是 r(9) 的 有 效 估 
计量 ， 其 方差 ( 见 式 (7.5.8)) 为 


мә (2:) в (8.3.10) 
以 指数 分 布 总 体 为 例 ， 概 率 密度 可 写成 
Батя) = 4e = exp[—4t + In 4], 
其 中 待 估 计 参 数 是 4. 由 上 述 推导 可 知 


_dln4 


= dA- 1 
ORUD A 


då 


Жл КШ · 243 . 
的 有 效 估计 量 ( 极 大 似 然 估 计量 ) 为 
1 š 1 š =: 
25 а0)= 125 ВЕТ, 


i=] 
这 一 结果 与 例 8.1 完全 一 致 ， 其 方差 为 
5 
9) a 
4 KERTA 
ад 


8.3.5 ”了 唯一 性 
如 果 参 数 9 的 某 个 函数 r(9) 存在 有 效 估 计量 ， 那 么 极 大 似 然 估计 总 有 唯一 


解 ， 我 们 来 证 明 这 一 性 质 . 
设 T 为 r(9) 的 有 效 估计 量 ， 则 应 有 ( 见 式 (7.4.9)) 


olnL 
99 


E 9 = ЗАРА ЖК S: 


9? т L 
99? 


= A(9)[T – т(9) – b(9)]. 


Е «9-м | 
9=9 9=9 


上 式 右边 第 一 项 为 0， 据 式 (7.4.10)， 有 


дт ðb 
От , 22 = A(9)V(T), 
TET WD 
因此 
9? шт L 


Tais -V(T [A(9)Ë <0. 


9=9 


TR, MADR EE 0 的 每 一 个 解 都 对 应 于 似 然 本 数 的 极 大 值 ， 对 于 正规 的 本 
数 ， 两 个 极 大 值 之 间 必 然 存 在 一 个 极 小 ， 该 极 小 也 应 当 是 似 然 方程 的 解 ， 但 现 
在 条 件 下 不 存在 极 小 解 , 因此 不 可 能 有 一 个 以 上 的 极 大 值 . 可 见 极 大 似 然 解 站 是 
唯一 的 . 
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事实 上 ， 只 要 存在 参数 2 的 充分 统计 量 ， 且 似 然 函 数 满足 正规 条 件 ， 极 大 似 
然 估 计 上 就 是 唯一 的 ; 如 果 充 分 统计 量 不 存在 ， 则 极 大 似 然 估 计 不 一 定 有 唯一 
解 . 推广 到 总 体 含有 大 个 未 知 参 数 的 一 般 傅 形 , 若 存在 一 组 大 个 联合 充分 统计 量 ， 
且 似 然 函 数 满足 正规 条 件 ， 则 似 然 方程 组 有 唯一 的 一 组 解 . 


8.36 渐 近 正 态 性 
设 总 体 的 概率 分 布 为 f z19),9 为 未 知 参数 ，X!, Xoro, X, НЕ n ПЕ, 
似 然 函数 用 L(Y19) 表示 ， 若 似 然 函 数 满足 正规 条 件 ， 当 子 样 容量 n 很 大 时 ， 则 


参数 9 的 极 大 似 然 估计 旨 的 分 布 渐 近 地 服 从 正 态 分 布 ， 它 的 均值 等 于 参数 的 真 什 
多， 方差 为 最 小 方差 界 . 


我 们 来 证 明 极 大 似 然 估计 量 的 这 一 源 近 正 态 性 质 . ОИ (3 等 于 极 大 似 然 
估计 量 $ 处 的 -4 值 ) 在 参数 真 值 9 = % 的 邻 域 人 泰勒 展 开 
onL| ant ,a onL _ 
ob Wb 45597]. =0 u 
其 中 是 与 久之 间 的 某 个 值 


已 经 阐明 ， 似 然 函数 满足 


д L дт 
z: ШАХ = E| 12 |=0 
f 29 ( 29 ) 


(WL3K(74.5)), Ош L/09 的 方差 为 
ea ее] 
29 J, 29 29 
99 
当 似 然 函 数 满足 正规 条 件 ， 则 有 ( 见 式 (7.4.7)) 


Əln L aln LY 9? ш L 
y| 212 | - = p| = 9 3. 
ЕЭ e(a) | т (8.3.12) 
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22. _ < Olnf (X19) (8.3.13) 
99 | 与 99 |, 


RESIDA п MAE С орд, ORARIA 0, 方差 由 
式 (8.3.12) 表 示 ， 根 据 中 心 极限 定理 ， 随 机 变量 


1 
2 2 
u=". /| g| -2 1 (8.3.14) 
29 99 


fE 9 = 9, Ал АЕ rdp NO, 1). іс 


п (92 т а 
= (8.3.15) 
> 59 |, 


9° м 


да. 
99? 


因为 8 位 于 站 和 名 之 间 , НЕЖИН 9 МЕНА 8.3.2 4), 故 当 
по |}, ФК 9. МЕЖ 


2 
4-50, “по. (8.3.16) 


将 v 的 渐 近 表 式 代入 式 (8.3.11)， 得 


1 1 
А 1\2 anL 21} 
(9-9) (- тт ) т a- 59 ) ; (8.3.17) 
其 中 各 项 都 应 在 2= 9, 处 计算 .该 式 右边 正 是 uw 的 表 式 ， 它 渐 近 地 服从 МО, 1) 分 
布 ， 因 此 ， 从 式 (8.3.15) 可 知 ， 极 大 似 然 估计 总 服从 正 态 分 布 
9- N(9,, V(9), 


2 -1 
v(ĝ)= L А (8.3.18) 
9:92 Р 


即 极 大 似 然 估 计量 5 的 数学 期 望 为 参数 真 值 ， 其 方差 如 式 (8.3.18) 所 表示 ， 该 式 在 
98= 咏 处 计算 ， 由 于 参数 真 值 咏 未 知 ， 可 用 极 大 似 然 估 计量 8= 间 处 的 值 作为 近 


似 ， 与 式 (7.4.12) 对 比 知道 ，V( 镶 ETZ =0 条 件 下 的 最 小 方差 界 
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对 于 总 体 含有 k 个 未 知 参 数 9,…,& 的 一 般 情形 ， 可 以 证 明 ， 极 大 似 然 估计 
9,---, 9 也 是 渐 近 地 多 维 正 态 分 布 的 ， 数 学 期 望 是 参数 的 真 值 9u, 90,…, 90, H 
方差 可 表示 为 


Е” д? in L(X 19) а 
VA)=E|-——— “| , ,j=1,2,.…,k. 8.3.19 


例 8.6 ”粒子 平均 寿命 的 极 大 似 然 估 计量 的 渐 近 正 态 性 质 
在 本 章 前 面 各 节 中 我 们 已 经 看 到 ,总 体 概率 密度 га) е" 中 的 未 知 参数 


(粒子 平均 寿命 )t 的 极 大 似 然 估计 量 =7 有 极其 优良 的 性 质 ， 它 是 一 致 、 无 偏 、 
充分 、 有 效 和 唯一 的 估计 量 ， 并 且 在 变换 为 衰变 常数 4=1z 时 具有 不 变性 ，z 的 
极 大 似 然 估 计量 比 4 的 极 大 似 然 估计 量 要 优越 ， 因 为 后 者 不 是 有 效 估计 量 . 

现在 我 们 来 直接 证 明 , 对 于 大 子 样 容量 (n 值 很 大 ), + 的 极 大 似 然 估计 ?=7 渐 
近 地 服 从 正 态 分 布 ， 其 均值 为 + 的 真 值 ， 方 差 达 到 最 小 方差 界 . 


显然 ， 总 体 概率 密度 felm e" 对 于 参数 r 的 二 阶 导数 存在 ， 而 且 变量 1 


的 取 值 域 ( 子 样 空间 ) 与 参数 + 无 关 ， 所 以 满足 渐 近 正 态 所 要 求 的 正规 条 件 ， 为 陈述 
方便 起 见 ， 暂 时 将 变量 ! 用 X 代替 .概率 密度 SA I r) 的 特征 函数 px(D) 为 


px(t)=E(e™ )=(1-ит)". 


而 随机 变量 = 好 = 二 >》 X, 的 特征 函数 为 
i=l 


се) 


i=] 
BR, Чп оов, @z(t) — exp(itr) ， 这 正 是 均值 为 r 、 方 差 为 0 的 正 态 变量 的 
特征 函数 ( 见 4.10 4). A, RAURI =X ín — % 的 渐 近 分 布 是 参数 tf 的 


真 值 处 无 限 尖 锐 的 峰 . 
当 子 样 容量 很 大 但 为 有 限 值 的 情形 ,我们 来 考察 px (г) 的 展开 式 


Př «= (1- EE) ТО +1? [п)+..., 
п 


与 正 态 变量 Nu, o2) 的 特征 函数 
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op -iru +3600?) =1+ity +0070 +4°)+... 


对 比 可 见 , é = X RANC, 2 /n) Б, ДОЗУ (Р) = т/п, 正 是 最 小 方差 界 ( 见 
式 (8.3.6))， 因 此 ， 当 子 样 容 量 半 很 大 时 ， 有 


84 极 大 似 然 佑 计量 的 方差 


通过 实验 测量 给 出 未 知 参数 的 数值 只 完成 了 事情 的 一 半 ， 求 出 估计 值 的 误差 
(未 知 参数 的 方差 ) 往 往 具 有 同样 的 重要 性 ， 如果 未 知 参数 估计 值 的 方差 很 大 ， 即 
使 参数 估计 值 极其 精确 也 没有 任何 实际 意义 ， 极 大 似 然 估 计量 方差 的 最 佳 确定 方 
法 取决 于 总 体 概率 密度 的 性 质 和 实验 子 样 容量 “的 大 小 .本 节 将 介绍 在 什么 条 件 
下 使 用 哪 种 方法 来 确定 方差 是 最 适当 的 . 

确定 方差 的 公式 可 以 分 为 两 类 .一 类 是 大 样 公式 , 它 仅 当 nn 时 才 是 严格 
正确 的 , 但 当 n 为 充分 大 的 有 限 值 时 ， 它 们 提供 了 方差 的 很 好 的 近似 表达 式 . Я 
一 类 公式 对 于 任意 n>1 的 子 样 容量 皆 为 正确 ， 称 为 小 样 公式 . 

如 果 概 率 密度 函数 仅仅 描写 随机 性 物理 量 本 身 的 分 布 ， 那么 所 估计 的 误差 显 
然 只 反映 统计 不 确定 性 ; 如 果 构 成 似 然 函 数 的 概率 密度 是 物理 量 本 身 的 概率 分 布 
与 测量 仪器 的 实验 分 辨 函数 的 适当 琶 加 ( 见 4.17 节 的 讨论 )， 则 从 似 然 函数 计算 得 
到 的 误差 将 同时 包含 统计 不 确定 性 和 实验 测量 的 不 确定 性 .实验 测量 得 到 的 数据 
一 般 总 是 包含 测量 误差 的 . 由 这 些 数据 进行 误差 估计 (如 8.5 节 中 将 介绍 的 图 像 法 ) 
显然 同时 包含 了 实验 测量 和 统计 的 不 确定 性 . 


8.4.1 方差 估计 的 一 般 方 法 
对 于 总 体 概率 密度 包含 个 未 知 参数 98= (9, 9---, 9,0—9, 似 然 函 数 
L(X = f(X, 19) 
i=l 
可 考虑 为 包含 上 个 未 知 参数 ，n PER X = {X1,…, XA 的 联合 概率 密度 ， 如 果 参 
数 的 极 大 似 然 估计 可 表示 成 子 样 Xi, X,…, X, 的 显著 函数 
9=9(Х,,---,Х„),  i=1,2,.... k, 
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WAR Â MA, 之 间 的 协 方差 为 
= | (8-39, -9 LXIDAX, 1,ј=1,2,--,6, (84.1) 
) 


其 中 98={9, 咏 ,…, 以 } 表 示 参 数 的 真 值 ， 积 分 对 所 有 的 变量 XI, X... X ИТ. 每 
个 参数 估计 值 总 的 方差 可 由 V(9) 得 到 . 


通过 对 式 (8.4.1) 作 变换 ， 还 可 导出 对 参数 估计 量 89 作 积分 来 表示 的 协 方差 计 
ЖА. п 个 变量 {Xi,，…, 有 %} 的 联合 概率 密度 L(Y19)dX 利用 雅 可 比 行列 式 变换 


为 k 个 变量 {9,…, 9.) 的 联合 概率 (519)d8 ,其 中 (819) 包含 器 与 下 的 变换 行 
列 式 ( 见 3.7 节 )， 于 是 式 (8.4.1) 变 换 为 


vb) = | 0-80 -ILADA (8.4.2) 
92(9) 


МХ 变换 到 上 总 通常 相当 复杂 ， 因 此 ， 由 式 (8.4.1) 求 协 方差 比较 容易 ， 一 般 说 
来 ， 式 (8.4.1) 和 式 (8.4.2) 的 积分 只 对 比较 简单 的 似 然 函数 才 可 能 积 出 , 求 得 的 协 方 


差 表 达 式 是 参数 真 值 的 函数 . 
现在 将 似 然 函数 L(X19) 考虑 为 给 定 下 下 变量 如 = (9, ---, 9.} 的 函数 . 似 然 函 
数 L(X19) 对 于 子 样 空间 Q2(X) 是 归 一 化 的 ， 但 对 参数 空间 2(8) 一 般 却 不 是 归 一 


化 的 ， 因此 ， 协 方差 的 计算 公式 为 


| 03-209,-2)0х19а9 
(9) 


у, (9) = (8.4.3) 


L(X 19)d9 
XG) 


积分 在 k 个 参数 {外 ,…, 9.) 的 参数 空间 内 施行 ， 分 母 是 为 了 归 一 化 ， 在 无 法 求 出 
该 积分 的 解析 表 式 时 ， 可 用 数值 方法 求 得 协 方差 的 近似 值 


1 a a š 
0,09) = —7 LA- ÂA -9 )L(XI9849-.A9, 


49 AG 
i, j=1,2,.…,k, 
N=) 9 L(X19)A9...A8,, (8.4.4) 
48 Ag, 


ЖФ AI (5 =1.-,Ю 是 参数 只 的 子 区 间 宽 度 ，N 是 归 一 化 因子 . 
在 式 (8.4.3) 或 式 (8.4.4) 中 , 如 果菜 几 个 参数 固定 于 它 的 估计 值 而 不 作 积分 或 求 
和 运算 ,， 求 出 的 协 方差 将 是 条 件 协 方差 显然， 后 者 比 一 般 的 协 方差 的 值 小 . 
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例 87 粒子 平均 寿命 极 大 似 然 估计 量 的 方差 
例 8.1 已 求 出 粒子 平均 寿命 的 极 大 似 然 估 计 为 


Á RoR Oa 2 п | —t; fr | 
v= |, f 6-2 IEG dí, 


Ж] 1,1= 1,2, n, ВАН 0. 通过 直接 计算 ， 得 到 


2 
V(É)= Ë 这 让 ")- 2r2+r2 = 二 . 
n п 


这 一 公式 给 出 的 扩 的 方差 正 是 有 效 估计 量 的 最 小 方差 界 ( 见 式 (8.3.6)). 


也 可 以 利用 式 (8.4.3) 计 算 主 的 方差 .这 时 ， 
j. (ĉ- г) I: z ег“ е) 
VD=— — 
直接 计算 的 结果 是 


z 
V(ëI>———O. 
n n 


仅 当 n 下 % 极 限 情形 下 ， 式 (8.4.1) 与 (8.4.3) 的 结果 才 互 相 一 致 


. 249. 


250. 


实验 物理 中 的 概率 和 统计 


8.4.2 ”充分 和 有 效 估计 量 的 方差 公式 


8.4.1 节 给 出 的 方差 计算 公式 对 于 任何 极 大 似 然 估 计量 都 是 正确 的 ,而 且 与 子 
样 容量 无关， 在 某 些 特定 情形 下 ， 可 以 推导 出 计算 方差 更 为 方便 的 公式 . 

我 们 考虑 参数 9 的 极 大 似 然 估计 量 为 有 效 估计 量 的 特殊 情形 ， 这 时 似 然 方程 
必 有 式 (8.3.4) 的 形式 


Эш L 


99 = A(9)[T – 9-— b(9)]. 
由 式 (8.3.5) 已 知 ， 极 大 似 然 估 计量 站 的 方差 是 


2 
(2) 1 Ф 
== 


2 т" , 
Е nL) А(9) 
29 


利用 式 (8.3.4) 可 以 求 得 


2 2 
pl _8 = -A[i+ 22] -2 In L 
89 99 


99? 


于 是 方差 公式 简化 为 


9=9 


959? i 
RIE, 4 9 AERA HE, 
a 1 
У — .4. 
(9) аг (8.4.6) 
99? "P 


这 两 个 公式 对 于 任意 n>1 的 子 样 容量 都 正确 ， 所 以 在 实际 问题 中 经 常用 到 

当 总 体 概率 密度 函数 包含 多 个 未 知 参数 时 ， 情 况 比较 复杂 、 若 对 个 未 知 参 
数 { ,多 ,…, 吕 } 存 在 上 个 联合 充分 统计 量 {Ti, Ta, Tk} ， 可 以 证 明 ， 在 大 子 样 容 
量 的 情形 下 ， 极 大 似 然 估 计 的 协 方差 矩阵 之 道 阵 的 元 素 V7 Â) 可 表示 为 
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À ð ш L 
Vl 9) =! — . 8.4.7 
у (9) | -E ( ) 


例 8.8 加权 平 均 的 方差 
者 Xi, Xa, т" X, 是 正 态 总 体 Мр, д?) (i= 1, 2, п) 的 子 样 ， Я 为 待 估计 的 未 
知 参数 .在 8.3.4 ЕВН, д 的 极 大 似 然 估计 


是 有 效 无 偏 估计 量 ， 居 称 为 加 权 平 均 ， 它 的 方差 可 直接 从 式 (8.4.6) 导 出 .由 于 似 
АО 
ЦХ»--*, X Op 0, | 4) 


2 
= || : exp 120и | 
i1 V2T o, 2\ o, 


故 有 


该 表达 式 与 8.3.4 节 的 结果 完全 一 致 . 
$] 8.9 ESEN) 中 以 和 o 的 极 大 似 然 估计 量 的 方差 


在 8.2 节 中 已 经 证 明 ， 当 正 态 总 体 中 д, с? 均 为 未 知 参数 时 ， 其 极 大 似 然 估 计量 
为 


根据 7.5 节 的 讨论 可 知 , 1 = 》 X. = X? дог 的 一 对 联合 充分 统计 量 . 由 
i=1 i=l 


于 应 人 Жи, — ХНУ, KEER д, с 的 联合 充分 统计 量 ， 若 子 样 
容量 很 大 ， 可 利用 式 (8.4.7) 来 估计 协 方差 .总体 概 率 密度 为 
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似 然 函数 的 对 数 可 写成 
2 
InL= Ў аю тьей Аи) | 


=l 


由 式 (8.4.7) 求 出 协 方差 矩阵 Y(A, ó2) 的 道 矩 阵 元 素 


yi nL n 
Me a igt 
д с 
2 п 
үс! OlnL т +Y (X, - 1) 


4 os > 


=. 
上 述 式 子 中 都 应 在 4= 记 和 ea? =ó? ЖИ, АНУ, =V =0. 因此 ， 可 写 
Z 0 
У (д, 6?) = e 
n 
275,2 
从 而 求 得 协 方差 矩阵 为 
“о 
V(A,ó2)=| " (8.4.8) 
20 


可 见 ， 户 和 2 的 极 大 似 然 估计 的 渐 近 协 方差 矩阵 是 对 角 和 矩阵 ,这 是 由 于 正 态 
总 体 的 子 样 平均 (д) 和 子 样 方差 s| e, j 是 两 个 独立 变量 的 缘故 ( 见 


6.3.2 17). 事实 上 ， 由 6.3 节 知 道 ， Tenen uT вва, 显然 极 大 似 
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WH a TISTE n， 其 方差 都 是 人 ， 即 最 小 方差 界 ， 而 随机 变 重 
nisto Логи дзн 632 节 )， 其 方差 为 20n - D, ВЕ, М 


= 
зү 22 _ 

(92) = 2 | v| 2% |=20* 2—. 
n o` n 


任意 n， 有 
4 
当 子 样 容量 ”很 大 时 ， 上 式 与 公式 (8.4.8) 中 6 的 方差 2_ 十 分 接近 


843 大 子 样 情形 下 的 方差 公式 


在 8.3.6 节 中 已 经 表明 ， 当 似 然 函数 满足 正规 条 件 , Bl InL 对 8 的 二 阶 导数 存 
在 , 而 且 X 的 取 值 域 与 参数 8 无 关 , 则 8 的 极 大 似 然 估 计 站 趋 近 于 均值 为 参数 真 
Ш, 方差 为 最 小 方差 界 的 正 态 分 布 ， 对 于 总 体 包含 一 个 和 多 个 未 知 参数 的 情形 ， 
方差 分 别 由 式 (8.3.18) 和 式 (8.3.19) 表 示 


vô- E да L(X 9) 
29° PPR] 


ЯР 97 In [ХХ 19) por 

v$) =| E| -二 一 一 一 ,j=1, 2,.…,k. 

у (9) | | 2829, ) LJ 
9=9 


这 两 个 式 子 在 8= 贞 处 计算 ， 但 有 时 极 大 似 然 估 计量 不 能 解析 地 求 得 ， 当 然 ， 在 
这 种 情况 下 可 用 数值 方法 求解 ， 这 时 则 需要 子 样 测定 值 ， 即 只 能 在 收集 实验 数据 
之 后 进行 。 如 果 希 望 在 实验 进行 之 前 对 方差 作 估 计 ， 该 公式 不 适用 .为 此 ,我们 
将 它 改写 成 更 方便 的 形式 . 

首先 讨论 总 体 X 包 含 一 个 未 知 参数 93 的 情形 ,对 于 容量 的 子 样 XI, X>... Xa, 
似 然 函数 为 


LX Х,19)= 0,19, 
i=l 


Inl 对 如 的 二 阶 导 数 可 表示 为 


да (ӘХ, 19) ef nf 
95? -$ 55 Р 22 ) 
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它 的 期 望 值 


9? шт L 9? 1 f, 
a 550 рек 
FRA X, X, e, X) 是 与 总 体 同 分 布 的 独立 随机 变量 以 及 
[лах, =1, 


上 式 可 写 为 


OnL| (ду, 
Ts) Дин 


其 中 ,为 总 体 概率 密度 函数 ， 由 于 


_ Om f__ 2172) 
99° 99(799 


代 和 人 上述 积分 ， 得 
Ən L 
e|- 992 р С СЕ "Га, 


КО EER, X 的 取 值 域 与 参数 383 无关， 对 8 的 求 导 与 对 X 的 求 积 
次 序 可 以 交换 ， 故 有 


(а) 7-а 
ZO 


代入 式 (8.3.18)， 求 得 方差 ИНАЯ 


У-(9)= (2) ах. (8.4.9) 


ЕЖА k ЖЯ НОН К, МАНН Š УАЗ 
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у; (8) =" | (м. Е (8.4.10) 


由 式 (8.4.9) 和 式 (8.4.10) 可 看 到 , 参数 8 估计 值 的 误差 (标准 差 ), 与 测量 次 数 ПСР 
容量 ) 的 平方 根 成 反比 . 

这 两 个 方差 公式 利用 总 体 概率 密度 来 表示 ， 无 须 子 样 测量 值 ， 而 且 一 般 比较 
容易 计算 ， 因 此 ， 这 种 方法 十 分 适合 于 在 实验 的 规划 阶段 用 作 参 数 的 误差 估计 ， 
或 者 确定 为 了 达到 一 定 的 实验 精度 所 必需 的 测量 次 数 ( 子 样 容量 п). 

从 另 一 种 途径 还 可 以 写 出 大 子 样 容量 的 极限 情形 下 ， 极 大 似 然 估计 量 方差 的 
简单 表 式 ， 在 正 态 概率 密度 表达 式 


中 ， 变 量 x 和 均值 y 具有 形式 上 的 对 称 性 ， 因 此 ， 极 大 似 然 估计 站 趋 近 于 均值 为 
参数 真 值 9 、 方 差 为 最 小 方差 界 V(5) 的 正 态 分 布 这 一 事实 , 可 以 形式 上 表达 为 参 
数 真 值 9 服从 均值 为 极 大 似 然 估 计 点 、 方 差 为 V(5) 的 正 态 分 布 . 

对 于 总 体 含 单个 未 知 参 数 的 情形 ， 似 然 函 数 ( 子 样 X，X,，… ,XX, 的 联合 概率 
密度 ) 可 写 为 


于 是 立即 得 到 方差 的 简单 关系 式 


1 


= 一 -一 一 一 一 . 8.4.11 
-0 In L/8 92 ( ) 


V(O) 
显然 , 正 态 型 的 似 然 函 数 对 应 于 lnL-,% 之 间 存 在 抛物 线 的 函数 关系 , 而 且 InL 对 3 
的 二 阶 导数 等 于 常数 . 
当 总 体 含有 多 个 未 知 参数 时 ， 似 然 函 数 为 渐 近 的 多 维 正 态 分 布 ， 极 大 似 然 估 
ФЕИ ЗЕ ЕСЖ VOTH РА: 


(8.4.12) 


аргу -OInL 
у; (8) = 999%, ` 


式 (8.4.11) 和 式 (8.4.12) 与 极 大 似 然 估 计量 为 充分 和 有 效 估计 量 时 的 方差 公式 (8.4.6) 
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和 (8.4.7) 有 相似 的 形式 . 
例 8.10 反 质 子 极 化 实验 (1) 


粒子 的 自 旋 在 空间 取向 具有 一 定 的 方向 性 ， 称 为 极 化 ， 如果 一 束 粒 子 团 ， 
其 中 粒子 自 旋 的 方向 分 布 是 各 向 同性 的 ， 则 称 为 非 极 化 的 ; 若 所 有 粒子 方向 相 
同 ， 则 称 为 完全 极 化 的 ; 两 者 之 间 的 情形 属于 部 
分 极 化 . 

研究 反 质 子 极 化 通常 利用 入 射 反 质 子 束 与 靶 
物质 中 质子 的 两 次 接连 的 弹性 散射 来 进行 , 称 为 双 
散射 实验 . 设 反 质子 束 和 地 物质 的 质子 都 是 非 极 化 
№. 在 反 质 子 束 与 报 质 子 第 一 次 弹性 碰撞 后 ,在 与 
入 射 反 质子 方向 成 一 定 角度 处 射出 的 反 质子 将 是 
部 分 极 化 的 , 而 极 化 了 的 反 质子 与 非 极 化 靶 质 子 的 


称 性 . 图 8.1 中 , 设 在 8 点 和 C 点 发 生 接 连 两 次 5p 
图 8.1 反 质 子 双 散射 实验 碰撞，F5,p 分别 表示 反 质 子 和 质子 .测量 两 次 散射 
平面 (4BC 平面 和 BCD УПИ ni 和 ns 之 间 的 

夹 角 乡 可 以 求 得 反 质 子 的 极 化 量 P， 已 知 $ 的 分 布 可 用 概率 密度 


Гоа) = 50 +ах) -1<х<1 (8.4.13) 


ЖНЖ, Ж х=соѕф, а= Р?. 为 了 使 we 估计 值 的 误差 小 于 某 一 给 定常 数 Aa ， 
问 需 要 收集 多 少 双 散 射 事例 ? 

本 问题 中 事例 数 的 估算 要 在 实验 之 前 进行 ， 为 此 ， 需 用 通过 概率 密度 计算 方 
差 的 式 (8.4.9) 来 估计 参数 а 的 极 大 似 然 估 让 公 的 方差 ， 计算 积 分 


2 2 


[ 2) а= x 
- f (ða -12(1+ах) 
1 
=> ИИ +а)-ша-а)-2а}, 
于 是 有 
Ибра. (8.4.14) 


Жа «1, ， 式 (8.4.14) 可 近似 地 写成 


弹性 碰撞 (第 二 次 碰撞 ) 其 截面 有 空间 分 布 上 的 不 对 
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узи [3- а: t} (8.4.15) 
n 5 


如 果 在 实验 前 对 a 值 已 有 初步 了 解 ， 则 容易 由 式 (8.4.15) 算 得 给 定 误差 
Aa [= VY(G) ) 所 必须 收集 的 最 少 双 散射 事例 数 n. 


85 极 大 似 然 估 计 及 其 误差 的 图 像 确定 


在 许多 实际 问题 中 ， 极 大 似 然 估 计 及 其 方差 无 法 解析 地 求 出 ， 当 未 知 参 数 的 
个 数 不 多 (一 个 或 两 个 ) 时 ， 似 然 函数 工 (万 |28) 的 数值 作为 参数 9 的 函数 ， 可 通过 图 


像 方法 来 确定 极 大 似 然 估计 总 及 其 误差 A5. 
8.51 总 体 包含 单个 未 知 参数 

当 总 体 只 含 一 个 未 知 参数 8 时 ， 对 于 一 组 特定 的 子 样 X，X,，，…，X,， 其 似 
У 1(х|3). HAR НЕА, MARRAN LX |9) 值 作 为 纵 坐标 ， 对 
于 不 同 的 参数 值 9, 画 出 似 然 函 数 L(X|9) 的 曲线 . 于 是 图 中 曲线 极 大 值 对 应 的 8 
可 作为 参数 的 极 大 似 然 估计 总 .一 般 情 况 下 ， 曲 线 只 有 一 个 极 大 ， 这 对 应 于 极 大 
似 然 估计 有 唯一 解 ， 若 在 物理 上 容许 的 8 取 值 域 内 似 然 函数 曲线 出 现 一 个 以 上 的 
极 大 ， 一 般 取 世 值 最 高 的 极 大 对 应 的 参数 值 作为 极 大 似 然 估计 入. 


当 似 然 函数 曲线 只 有 一 个 极 大 ， 或 者 虽 存 在 多 个 极 大 ， 但 其 主 极 大 与 其 他 次 
极 大 相当 清晰 地 分 开 而 又 相距 较 远 时 ， 可 以 通过 


ее 


的 直线 与 似 然 函 数 曲 线 的 两 个 交点 所 对 应 的 两 个 2 值 来 推断 点 的 误差 ( 见 图 8.2). 

当 似 然 函数 为 正 态 型 曲线 时 ， 如 图 8.2(a) 所 示 ， 这 样 确定 的 两 个 值 5+tA5 相 
当 于 正 态 变量 Nu с?) 中 的 1+to ,于 是 参数 真 值 落 在 53-A8 和 总 + A 之 间 的 概 
RH 0.683, АЯ 为 标准 差 . 

在 实际 测量 中 ， 当 观测 次 数 n 为 有 限 值 时 ， 似 然 函 数 LX1，…，X,|9) 不 
大 可 能 为 严格 的 正 态 曲 线 ， 而 且 似 然 函 数 对 不 同 的 2 值 往往 呈现 不 对 称 性 .由 
L = Lmaxe ”与 似 然 函数 曲线 的 两 个 交点 求 得 的 区 间 对 于 总 是 不 对 称 的 ( 见 
图 8.2(b))， 但 9 的 真 值 落 在 8-AB, 和 上 +A 久 之 间 的 概率 仍然 ~0.68， 这 一 点 将 
在 8.6 节 中 讨论 . 
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93-499 56+A6 9 9-49 9 9+49, 9 
(a) (b) 


图 8.2 极 大 似 然 估计 5 及 其 误差 $5 的 图 像 确定 
(a) 对 称 的 正 态 型 似 然 函 数 ;(b) 非 对 称 似 然 函数 


Я 8.11 扫描 效率 (3) 


在 第 一 、 第 四 章 中 ,我们 已 经 两 次 讨论 过 怎样 对 一 批 泡 室 照片 进行 两 次 独立 
的 扫描 ， 寻 找 一 定 种 类 的 事例 ， 确 定 扫描 效率 的 问题 ， 在 1.4 节 中 讨论 了 怎样 从 
两 次 独立 扫描 查 得 的 事例 数 确定 各 次 扫描 的 效率 、 两 次 扫描 的 总 效率 和 总 的 事例 
Ж. 在 4.1 节 中 ,我 们 推导 了 各 次 扫描 效率 和 总 扫描 效率 的 误差 公式 .应 当 指 出 
的 是 : 这 些 公式 仅 适用 于 事例 数 很 大 ， 扫 撒 效 率 不 太 低 的 情形 . 

现在 我 们 利用 极 大 似 然 法 从 两 次 独立 扫描 的 数据 来 估计 扫描 效率 和 事例 总 
Ж. 这 种 方法 也 适用 于 低 统计 实验 ， 即 事例 数 不 多 、 扫 描 效 率 不 高 的 场合 ; 而 且 
从 同样 的 数据 能 获得 比 前 面 介 绍 的 常规 方法 更 多 的 信息 . 

同 以 前 一 样 ， 假 定 泡 室 照 片 经 过 两 次 相互 独立 的 扫描 ， 每 次 扫描 中 所 有 有 效 
事例 被 查找 到 的 概率 是 相同 的 .两 次 扫描 的 结果 如 下 : 

Ni 一 一 两 次 扫描 都 找到 的 事例 ; 

NN 一 一 在 扫描 1 中 找到 但 在 扫描 2 中 未 找到 的 事例 ; 

N: 一 一 在 扫描 2 中 找到 但 在 扫描 1 中 未 找到 的 事例 . 
因此 ， 

ni = М + N12 为 扫描 1 中 找到 的 事例 数 ; 

по = № +N2 是 扫描 2 中 找到 的 事例 数 ; 

пто = М, + № + Na 是 两 次 扫描 中 找到 的 事例 数 . 
设 M( 未 知 ) 为 胶片 中 存在 的 事例 总 数 ， 则 N-n1s 是 两 次 扫描 均 未 找到 的 事例 数 . 

在 扫描 中 ， 一 个 事例 或 者 被 扫描 者 发 现 ， 或 者 没 被 发 现 ， 没 有 别 的 可 能 ， 所 
以 扫描 过 程 服从 二 项 分 布设 上 是 扫描 1 中 观测 到 事例 的 概率 ， 则 在 全 部 N 个 事 


第 八 章 ” 极 大 似 然 法 . 259. 


例 中 观测 到 п, 个 事例 的 概率 由 二 项 分 布 求 得 


N! х 
паа er 1-9" КА (8.5.1) 
l 1): 


对 于 第 二 次 扫描 ， 观 测 到 的 n, 个 事例 分 可 为 两 部 分 : (D mP М 个 事例 已 在 
扫描 1 中 观测 到 ; GD 其 余 的 ;个 事例 在 扫描 上 中 没有 发 现 . 对 这 两 部 分 分 别 应 
用 二 项 概率 分 布 公式 .于 是 第 I 部 分 ，nm 个 事例 中 观测 到 Ni 个 事例 的 概率 是 


1 
L 2% (1-z,)% Na, (8.5.2) 


n 
P(N |n, E) =——— — 
І А2 2 № (n, — Nro)! 


ХВ 7, МБ N-n ТН] №, 个 事例 (扫描 1 中 未 找到 的 事例 ) 的 
概率 为 


(N-n)! m f= N-n-N, 8.5 
МУ ьм) S E) А (8.5.3) 


在 以 上 Ру, Р, Ри, ЖМ, c, e, АЖАН. FAM 1 中 
找到 п, 个 事例 ,扫描 2 中 找到 ,个 事例 ， 两 次 扫描 找到 N 个 公共 事例 这 样 一 个 
“事件 ”的 联合 概率 是 Pi, Ру, Pr 的 乘积 


P=P(m,m, М |М,в,,=,) = RPP; , 


B (N,|N n, =) = 


它 可 改写 为 
=— N! м-в. і 


Р 一 一 一 一 一 . 8.5.4 


该 式 对 于 下 标 1, 2 在 形式 上 完全 对 称 . 
联合 概率 PP 可 解释 为 未 知 参数 为 N, E, е, TEIRRA n,m то = n + n; 
-Niz 的 似 然 函数 值 Ln, m, m|N, =, =). 于 是 可 以 通过 似 然 函数 对 三 个 参数 的 


似 然 方程 来 求解 极 大 似 然 估计 值 序 , 引 ,人 


ôL o ді _0 дт L _ 


, , 0. 
де де, oN 


前 两 个 方程 的 解 给 出 两 次 独立 扫描 各 自 的 扫描 效率 


ё = пім, ё, =m IN. 


第 三 个 方程 不 能 得 出 解析 解 ， 但 我 们 可 将 式 (8.5.4) 所 示 的 联合 概率 对 变量 61, e R 
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积分 ， 以 求 得 仅 包含 参数 N 的 似 然 函数 ， 积 分 的 结果 为 
М!(№М-п)!(М-М,) n'm! 


x: — 27. I .5.5 
5 (Мп)! (М +17 NIN IN ыы 

当 观 测 到 的 事例 数 n/，ns 很 大 时 ， 上 式 不 易 计 算 , 但 它 可 改写 为 递 推 关系 
HNJ- OM) му, (8.5.6) 


(N—m)(N+1)’ 


该 公式 对 于 数值 计算 是 十 分 方便 的 .因为 照片 中 事例 总 数 N 至 少 大 于 或 等 于 两 次 
扫描 中 找到 的 事例 数 maz， 所 以 可 取 


ЦМ-1) = Цпр) =1 


作为 初始 值 计算 LN) 值 ， 然 后 用 式 (8.5.6) 计 算 N =n, то +2，… 对 应 的 LN) 
值 ， 在 曲线 KM-N 上 的 极 大 值 Lmax 对 应 的 N 值 即 为 问题 的 解 . 

作为 一 个 数字 实例 ,假定 两 次 独立 扫描 得 到 п, = 43，m = 48，Ni = 25， 于 是 
两 次 扫描 观测 到 的 事例 数 为 no = nin - Мо = 66. № L(N = 66) = 1， 按 式 (8.5.6) 
算得 N= 67，68，… 对 应 的 似 然 函 数值 LN)， 结 果 如 图 8.3 所 示 . 从 L(AD-N 曲线 
可 得 照片 中 事例 总 数 N 的 极 大 似 然 估 计 及 其 误差 为 


№ =81%, 
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扫描 效率 的 估计 值 为 


8.5.2 总 体 包 含 两 个 未 知 参 数 


当 总 体 概 率 密度 包含 两 个 未 知 参 数 品 ,中 时, 3,9 作为 两 个 自 变 量 , 似 然 
函数 L(X|, 吕 ) 作 为 应 变量 ， 在 ,9,% 三 根 轴 构 成 的 空间 中 ， 似 然 函 数 形成 一 
个 空间 表面 ， 这 用 图 形 来 表示 比较 困难 .但 似 然 函 数 的 形状 可 用 该 表面 与 二 (Ë 
等 于 一 系列 常数 的 平面 相 截 的 截 线 ( 似 然 函 数 等 值 线 ) 表 示 出 来 . 在 似 然 函 数 极 大 
值 附 近 ， 这 些 等 值 线 是 围绕 似 然 函数 极 大 值 点 (各 ,总 ) 的 一 系列 封闭 曲线 .利用 
这 些 等 值 线 ， 可 以 在 所 要 求 的 精度 内 确定 似 然 函 数 极 大 值 对 应 的 参数 估计 值 
(9,4). 

在 包含 两 个 未 知 参数 的 情形 下 ， 似 然 函 数 往往 存在 一 个 以 上 的 极 大 值 ， 但 对 
许多 实际 问题 ， 确 定 符合 问题 要 求 的 那个 极 大 值 可 能 不 很 困难 ， 例 如 ， 某 些 极 大 
似 然 值 对 应 的 参数 值 可 能 出 现在 不 合乎 问题 要 求 的 区 域 ， 因 而 可 以 排除 ; 或 者 似 
然 函数 的 主 极 大 比 次 极 大 的 值 要 高 得 多 ， 则 可 取 主 极 大 对 应 的 参数 值 作为 估计 值 
等 ， 对 于 存在 多 个 极 大 而 似 然 函 数 各 极 大 值 又 很 接近 的 情况 ， 则 要 依靠 其 他 信息 
来 判断 哪个 极 值 点 的 参数 值 是 问题 所 要 求 的 参数 估计 值 . 

如 果 适 合 于 问题 解 的 参数 取 值 域 中 只 存在 似 然 函 数 的 一 个 极 大 值 ， 似 然 函数 
又 足够 正规 , 则 可 用 似 然 函 数 等 于 L. e 05 的 等 值 线 来 求 得 参数 3,% 的 极 大 似 然 
估计 值 的 误差 .确定 误差 有 两 种 方法 ， 第 一 种 称 为 切线 法 ， 如 图 8.4(a) 所 示 .图 
HRIH TIRER L = Lmt RAR, Lra 是 似 然 函 数 的 极 大 值 ， 它 所 对 应 的 
参数 值 外 , 岛 是 极 大 似 然 估 计 ， 与 坐标 轴 串 , 咏 平 行 并 与 等 值 线 相 切 的 四 条 切线 给 
出 了 吕 和 铝 估 计 值 的 上 下 限 ， 如 果 似 然 函 数 是 参数 品 ,9 的 二 维 正 态 函数 ， 用 这 
种 方法 确定 的 参数 的 误差 (估计 值 上 下 限 距离 之 半 ) 等 于 参数 的 标准 差 ， 这 一 点 
将 在 8.6 节 讨论 . 确定 参数 估计 值 误差 的 第 二 种 途径 可 称 为 交点 法 ， 如 图 8.4(b) 
所 示 . CEH 9 = à 9, = 页 两 条 直线 与 等 值 线 了 上 = L, e ”5 的 两 对 交点 作为 估 
计 值 的 上 下 限 . 交点 法 确定 的 误差 一 般 比 切线 法 为 小 ， 等 值 线 对 于 坐标 轴 9,9, 
的 不 对 称 性 反映 了 两 个 参数 中, 久之 间 的 关联 不 等 于 0; 如 果品 ,久之 间 互 不 关 
联 ， 等 值 线 对 于 坐标 轴 ( 通 过 适当 的 平移 ) 将 是 对 称 的 ， 这 时 两 种 方法 将 得 出 相 
同 的 结果 . 
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98-49, Š +48, 8 
(a) (b) 


图 8.4 总 体 包含 两 个 参数 时 ， 参 数 极 大 似 然 估 计 及 其 误差 的 图 像 确定 
(а) 切线 法 ; (b) 交点 法 


在 无 限 大 容量 子 样 的 极限 情况 下 ， 似 然 函数 为 二 维 正 态 函 数 
-1 9 – 9 Г Р 9, – ¿Y 
2(1— р?) G, O, 


e pa -9 = -Ê Ji (8.5.7) 
O, с, 
НУ о2,о2 ВКМ 9,9 МУ, рад, ZAARA (WL 4.11 
节 的 讨论 )， 这 时 工 = Laae 0 的 等 值 线 方程 为 


1 9-4 Ӯ 9, - Š, 本 9-4 9 - Š, =1. (8.5.8) 
1-2 o, 0, д, 0, | 
与 4.11 节 中 的 讨论 对 比 立 即 知道 ， 该 式 表示 了 5, 岛 平 面 上 的 协 方差 椭圆 ， 在 现 


在 的 情形 下 称 为 两 维 正 态 似 然 函 数 的 协 方差 椭圆 . 椭圆 中 心 为 参数 3,% 的 极 大 似 
然 估 计 吕 ,名 ， 它 的 主轴 与 坐标 轴 的 夹 角 а 为 


9,9) = [ах ехр 


2ра. в 
tan2a = 260102. 
G, 一 02 


对 应 于 不 同 p 值 的 协 方差 椭圆 都 落 在 四 条 直线 
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9 = 4 +0, 9, = $, to, 

构成 的 长 方形 中 ， 图 8.5 画 出 了 几 种 不 同 o 值 的 协 方差 椭圆 ， 换 句 话 说 ， 不 管 相 
关系 数 p 取 什 么 值 , 与 协 方差 椭 圆 相 切 且 平 行 于 坐标 轴 的 直线 到 (9,9) 的 距离 总 
是 :ai 或 二 os ， 这 说 明 ， 当 似 然 函数 为 二 维 正 态 函数 时 ， 用 切线 法 确定 的 误差 从 
好 等 于 参数 的 标准 差 ， 如果 使 用 交点 法 ，8 = ао = 4 两 条 直线 与 协 方差 椭圆 
的 交点 到 (8,9,) 的 距离 等 于 +toy1-p* 或 +o,V1- р? (ВЕН 9819, ИЯ 
E) 这 样 的 误差 只 是 在 菜 种 确定 的 条 件 下 才 是 正确 的 . 故 通 常用 切线 法 确定 的 误 
差 比较 可 靠 . 


图 8.5 二 维 正 态 似 然 函数 的 协 方差 椭圆 ，o? = 4, 0 =1 
ЖИ р 值 的 协 方差 椭圆 都 与 长 方形 员 = 总 土 0,, 9, = Š, +o, НИ. ` o = +1 椭圆 退化 为 长 方形 的 两 条 对 角 线 


可 以 证 明 ， 若 利用 切线 法 确定 了 参数 估计 值 名 的 误差 为 A 外 (i=1,2) ， 如 果 其 
中 一 个 参数 9 可 取 任 意 值 ， 则 另 一 个 参数 9,,; ТЕГ - Д9, Â, +AB] 区 间 内 的 
概率 为 68.3%. 两 个 参数 ,9% 落 在 相应 的 协 方差 椭圆 等 值 线 所 包围 的 区 域内 的 概 
率 并 不 等 于 68.3%， 而 是 要 低 得 多 。 这 一 点 将 在 8.6.3 节 中 作 进 一 步 的 讨论 . 
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本 章 的 前 面 各 节 讨 论 了 如 何 利用 极 大 似 然 原理 求 得 未 知 参数 的 点 估计 ， 以 及 
计算 它 的 误差 的 各 种 方法 ， 我们 看 到 ， 确 定 方差 的 途径 不 是 唯一 的 ， 而 且 不 同 的 
方法 求 出 的 结果 略 有 不 同 ， 因此， 在 引用 参数 的 极 大 似 然 估 计 总 +A 如 时， 应 当 说 
明 误 差 求 得 的 方法 . 
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对 于 同样 一 组 物理 测量 值 ， 既 可 以 用 未 知 参数 的 点 估计 及 其 误差 如 +A8 来 表 
示 实 验 结果 ， 也 可 以 对 未 知 参数 作 区 间 估 计 ， 给 出 参数 的 置信 水 平 y 的 随机 置信 
区 间 ， 它 的 概率 含义 已 在 7.6 节 中 阐明 . 

当 子 样 容量 — oo 的 极限 情形 下 , 从 8.3.6 节 知道 , 参数 的 极 大 似 然 估计 总 服 
从 均值 等 于 参数 真 值 9 、 方 差 为 最 小 方差 界 o? 的 正 态 分 布 ， 于 是 有 


Р(9-то <9<9+то)=Ф(т)-Ф(-т) = 2@(m)— = у. (8.6.1) 


这 表示 随机 变量 站 落 在 参数 真 值 9 附近 tmo 区 间 中 的 概率 为 x ， 将 式 (8.6.1) 中 左 
边 括号 内 的 不 等 式 加 以 改写 ， 得 


Р(9-то < 9 < 9+ mo) = 2@(m) — 1 = у. (8.6.2) 


jk RX |a] [Q то, 9+ mao] 包含 参数 真 值 9 的 概率 亦 是 yxy， 按照 76 节 中 对 于 参 
ОЕ НИЕ Хх, К НИ9- ma, 器 +mao] 是 参数 2 置信 水 平 y 的 置信 区 间 ， 由 于 


2 
сену (028) w, зх неви 
形式 上 的 对 称 性 , 所 以 当 参 数 的 极 大 似 然 估计 量 占 服从 均值 为 参数 真 值 2 正 态 分 
布 时 ， 从 式 (8.6.1)( 变 量 六 的 概率 表示 ) 变 换 为 式 (8.6.2)( 数 学 期 望 8 的 概率 表示 ) 极 
其 简单 . 

对 于 多 个 未 知 参 数 的 情形 ， 在 子 样 容量 mn- oo 的 极限 情形 下 ， 参 数 的 极 大 似 
然 估 计 服 从 多 维 正 态 分布 ， 因 此 可 以 按 类 似 于 一 维 的 方法 求 得 一 定 置信 水 平 的 多 
参数 置信 域 . 

子 样 容量 为 有 限 值 但 充分 大 时 ， 从 n> 情形 导出 的 置信 区 间 可 以 作为 很 好 
的 近似 ; 但 当 子 样 容量 n 比较 小 时 ，59 的 极 大 似 然 估 计 站 不 能 用 渐 近 正 态 分 布 来 
描述 , 而 且 我 们 一 般 不 知道 点 的 严格 分 布 , 因而 无 法 给 出 如 式 (8.6.1) 那 样 总 对 于 真 
值 9 的 概率 表述 ,也 就 无 法 变换 为 式 (8.6.2) 那 样 的 真 值 9 对 于 极 大 似 然 估计 站 的 概 
率 表述 以 求 得 置信 域 . 

下 面 我 们 将 利用 似 然 函 数 对 未 知 参数 9 作 区 间 估 计 ， 为 此 我 们 对 似 然 函数 的 
含义 作 必要 的 引伸 .对 于 总 体 了 (x|9) РВЕ X, X, e, Х,, ЖЗИ 


数值 所 对 应 的 似 然 函数 值 KK|9) = Г гох, 19) 可 视 为 9 取 该 数值 之 可 信 度 的 度 
i=l 


量 ， 即 未 知 参数 9 取 作 一 可 能 值 8 的 可 信 度 正比 于 
L(X,, X3 Xp |9). 


正 态 概率 密度 Ми, о?) = 
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于 是 参数 8 真 值 落 在 区 间 [9,, 咏 ] 内 的 可 信和 度 y 可 定义 为 


Ñ L(x|949 


7 (8.6.3) 


f цхвая 


在 该 定义 下 ， 参 数 8 真 值 落 在 (一 oo,% ) 的 可 信 度 等 于 1， 式 (8.6.3) 的 定义 在 形式 上 
可 表示 为 
Р(9, <9<8,)=у, (8.6.4) 

即 与 置信 水 平 y 的 置信 区 间 的 概率 表述 式 (7.6.1) 有 相同 的 形式 ， 用 这 种 方法 从 似 
然 函 数 定 义 的 区 间 [2,,&] 称 为 似 然 区 间 ，y7 表示 参数 9 落 在 [9,,%] 范 围 内 的 可 信 
度 ， 由 式 (8.6.3) 求 出 . 应 当 强 调 指出 ， 似 然 区 间 与 7.6 节 中 阐述 的 置信 区 间 在 实际 
含义 上 是 不 同 的 . 

假定 似 然 函 数 为 正 态 函数 , 均值 98, 方差 o*. 依据 式 (8.6.3) 的 定义 , ЗИ 
HEKEL- то, 9 + mo] 的 可 信和 度 为 


ИИ 

Í  N(Q,o2)d9 
и о - =2Ф(т)-1=у. (8.6.5) 
| №3,0?)49 


864 单个 参数 的 似 然 区 间 

似 然 函数 满足 正规 条 件 且 ， 当 子 样 容量 趋 于 无 穷 时 ， 似 然 函 数 
L(X|9) = Пл |9) БЕНИН X, Х, o, ХЖЖ, 且 具 有 9 的 正 态 分 布 的 形式 ， 
分 布 的 均值 为 极 大 似 然 估 计 妆 ,方差 ?达到 最 小 方差 界 ( 见 8.3.6 节 和 8.4.3 4), 


即 


1 
L(X|9 > (9 = Le 2, (8.6.6) 


„2 
о- [#8 š (8.6.7) 


o 


式 (8.6.7) 可 等 价 地 写成 
In L(9) = In Ls 一 20, (8.6.8) 
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BJ In LOF S ВШ НУ р. 
对 于 这 样 的 渐 近 正 态 似 然 函 数 ， 或 者 说 抛物 线 型 InL 函数 ， 很 容易 求 出 一 定 
可 信和 度 的 似 然 区 间 [2, ,2 ] 


Р(9, <9< ЕСЕ (8.6.9) 
с 


с 


其 中 是 累积 标准 正 态 函 数 . ЕН РВЕ КИИИН 9 ЗУРАКИ БСВ], 
因为 对 于 一 定 的 可 信和 度 y ， 这 一 对 称 似 然 区 间 的 长 度 最 短 ， 正 态 似 然 函 数 在 该 似 


然 区 间 的 左 部 和 右 部 的 积分 都 等 于 了 (1 一 力 ， 于 是 表示 
Р(9-то<9<9+та) = 2@(m) —1= у (8.6.10) 


对 应 于 可 信和 度 y ， 中 心间 的 tm 个 标准 差 的 对 称 似 然 区 间 [Š то, 9 + то]. 这 一 
似 然 区 间 可 以 在 LCS) – IIn L(9) — 9 的 标 绘 上 用 图 像 法 确定 ， 如 图 8.6(a) 所 示 ， 


2 
MR In L = In Lo Уйа т =, -"- ВОЗЕ АГИ 9 (R BI 38 F 


Š-mofllóÓ+mo ， 给 出 参数 8 的 mo 似 然 区 间 ， 特 别 对 т = 1,2,3， 似 然 区 间 的 
可 信和 度 分 别 是 0.683, 0.954, 0.997. 


8.6 单个 未 知 参数 似 然 区 间 的 确定 
(a) 对 称 的 抛物 线 型 In LO) 函数 ; (b) 不 对 称 的 In L(9) 函数 


当 似 然 函数 不 是 正 态 曲线 时 ， 上 述 方法 也 可 用 来 确定 似 然 区 间 . BEURA 
数 L,(X|9) 是 参数 8 的 连续 单 峰 函数 ， 而 且 存 在 某 个 与 9 一 一 对 应 的 变换 


g = g(9), 
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它 可 将 似 然 函 数 L 变换 为 均值 为 、 方 差 为 1 的 正 态 分 布 ， 即 


ЕЕС: 
5(8-8) 


L (X|g) < e ? 
根据 极 大 似 然 估 计 在 参数 变换 下 的 不 变性 (8.3.1 17), 8(9) 的 极 大 似 然 解 为 
8 = 809). 


这 样 就 可 按 正 态 似 然 函 数 求 似 然 区 间 的 方法 从 L(X|g) 寻 找 出 # 的 可 信和 度 y 的 似 
然 区 间 ， 若 后 者 记 为 [8。,8。] ， 则 从 g = g(9) 的 逆 变 换 可 求 得 参数 8 的 可 信和 度 y 的 
WREKE [9,,9,1. 

由 此 可 见 ,， 当 似 然 函 数 不 是 正 态 型 时 ， 首 先 要 通过 一 个 变换 将 似 然 函数 转化 
为 正 态 型 函数 ， 求 得 该 函数 的 似 然 区 间 后 ， 再 通过 逆 变 换 求 出 参数 器 的 似 然 区 
间 ， 但 事实 上 这 种 变换 一 一 逆 变 换 的 步 又 是 不 必要 的 .我 们 知道 ， 似 然 函 数 表示 
得 到 一 个 特定 子 样 XI，X。，…，X 的 联合 概率 ， 这 一 概率 对 于 参数 8 直接 用 它 自 
身 来 表示 ,还 是 通过 它 的 一 一 对 应 的 函数 g(9) 来 表示 是 完全 相同 的 . 换言之 , 对 
于 任何 89， 必定 有 


Ly(X|9)=L,(X|g(9)). (8.6.11) 


对 于 正 态 的 似 然 函数 L,(X|g) ， 可 以 通过 它 与 直线 


І, = (нахе 2 
的 两 个 交点 来 找到 8 的 то 的 似 然 区 间 ， 然 后 通过 3- g(9) 的 逆 变换 求 得 参数 9 
的 相应 似 然 区 间 ， 而 通过 L, (X |9) 与 


L; = L (max)e ”" ç 


的 交点 则 可 直接 找 出 参数 2 的 mc 似 然 区 间 . 
严格 地 说 , 上 述说 法 只 是 近似 地 正确 , 因为 不 能 保证 变换 函数 g(9) 一 定 存在 ， 


而 是 有 赖 于 总 体 概 率 密度 的 函数 形式 和 子 样 观测 值 . 不 过 在 实际 问题 中 ， 只 要 
In L(X|9) 在 所 关心 的 参数 取 值 域内 是 单 峰 函 数 ， 而 且 与 抛物 线 的 差别 不 很 大 , 我 


们 就 可 以 求 得 由 式 (8.6.10) 表 示 的 近似 的 ma 似 然 区 间 ， 如 图 8.6(b) 所 示 . 
由 似 然 函 数 LX|9) 与 函数 Lrt ™ ЗЕ n 149) 与 直线 In -5т? 


的 交点 ) 求 参数 8 的 mo 似 然 区 间 这 一 方法 极为 简单 ,因此 为 许多 物理 学 家 所 采用 . 


- 268 · 实验 物理 中 的 概率 和 统计 


另 一 种 方法 是 直接 由 似 然 函数 的 显著 积分 来 求 似 然 区 间 ， 选 择 参 数 3 的 两 个 
19. < 纺 ， 使 得 下 式 成 立 : 


1 ph 1 f>” l 
二 | LX|I9d9=—=| L(X|949=-(1- у), 
=Ë Ñ - (8.6.12) 


c= | их|эмэ, 


根据 式 (8.6.3) 对 似 然 区 间 的 定义 ，[9,, 咏 ] 是 参数 8 的 可 信和 度 y 的 中 心 似 然 区 间 . 

在 似 然 函 数 曲线 高 度 不 对 称 的 情形 下 , 似 然 区 间 对 于 8 的 点 估计 上 5 也 是 高 度 不 
对 称 的 ， 这 种 情形 下 同时 给 出 点 估计 站 和 区 间 估 计 [9,,5] 能 提供 较为 全 面 的 信息 . 

除了 似 然 函 数 具 有 正 态 形式 的 理想 情况 之 外 ， 一 般 地 从 似 然 函数 确定 的 可 信 度 
7 的 似 然 区 间 不 一 定 是 长 度 最 短 的 区 间 .， 如果 希望 找到 一 定 可 信和 度 的 最 短 区 间 ， 应 
当 找到 某 个 变换 函数 ， 将 似 然 函数 变换 为 接近 于 正 态 形式 ， 这 样 求 得 的 区 间 经 逆 变 
换 后 得 到 的 参数 8 似 然 区 间接 近 于 最 短 区 间 . 下 一 节 中 将 讨论 这 种 变换 的 一 个 示例 
8.6.2 ”由 巴特 勒 特 (Bartlett) 函 数 求 置信 区 间 


在 8.3.6 节 中 已 经 阐明 ， 随 机 变量 


2 1/2 
s=. 02 ЈЕ 2) (8.6.13) 


Чи > 时 服从 NO, DH. 509) ОЕ РИА. Чт 为 充分 大 的 有 限 值 
时 , TAH 509) KAERA 9, 以 及 参数 9 的 给 定 置信 水 平 的 置信 区 间 . 
对 于 小 样 问题 ， 更 为 适用 的 函数 是 


S,(9) = S(9) - ENSO =}, (8.6.14) 

5, (9) n УНЫНИЕ NO, DAN. SERRAR АН 02 的 
二 阶 和 三 阶 中 心 矩 定义 

n= gT (8.6.15) 


Əln L alin LY 92? ш L 
=V|— =E =E| - È 
|. (э) (==) É 
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3 3 
Е -a: [в 
99 я) 39 | 09 
以 上 表达 式 中 的 期 望 值 都 是 对 联合 概率 密度 LA |9) 进行 的 ， 例 如 


9? 1а L 0*InL 
и =|- E )- -| |uar. 


例 8.12 不 稳定 粒子 平均 寿命 的 置信 区 间 


为 了 考察 巴特 勒 特 函数 的 应 用 ， 考 察 8.1 节 中 不 稳定 粒子 平均 寿命 的 问题 . 
对 于 无 限 大 的 探测 器 ， 粒 子 飞 行 时 间 的 概率 密度 为 


fap =e”. 
T 
对 于 飞行 时 间 t 的 n MIRME ti, i=1, 2, +, п, WRR 


In L = mTTLe =-nhnr-, 
Е r 


极 大 似 然 估计 是 
т-у), 
还 可 求 出 不 对 称 系数 为 Xi = 2/Vna ， 因 此 巴特 勒 特 函 数 的 形式 为 
т-т 
S (8.6.16) 
以 及 
ф-т I 
5, (т) = T (50 -1| (8.6.17) 
Ни S(z) 4 n RKF МО, 1) 分 布 ,因此 有 如 下 的 概率 表达 式 : 
?-т 
p(-m < BE < m) = 2Ф(т) –1, (8.6.18) 


式 (8.6.18) 可 变换 为 参数 z 的 概率 表述 
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£ f 


<r < 
В 
Vn 


因此 ， 参 数 7 的 置信 水 平 28(m) -1 的 mo 置信 区 间 可 表示 为 


Р 


1-. 


f А É Я (8.6.19) 
Реле ек. 
Vn Уп 
如 果 用 5, (г) 写 出 类 似 于 式 (8.6.18) 的 概率 表述 ， 则 有 
人 一 7 1 £—r i 
=) РЕНЕ sia | Е 0 ЕЕ =2Ф(т) 一 1. .0.20 
Pi ТЕ zE) |n (m)-1 (8.6.20) 


为 了 将 上 式 变 换 为 参数 r 的 概率 表述 , 求 出 z 的 置信 区 间 的 上 下 限 , 对 上 (下 ) 限 值 
要 解 一 个 二 次 方程 ， 每 个 方程 有 两 个 解 。 因 为 当 n 下 时 ，5,(7) 地 5(r) ， 所 以 


只 能 取 其 中 一 个 一 % 时 与 式 (8.6.19) 的 上 下 限 相同 的 那个 解 。 所 得 的 结果 是 


À | = т | 二 4 
т т 
5— 19 -一 一 十 一 5— 19+ +- | 
Vn n Уп n 
= 2Ф(т) -1, 


ШСБ т 的 置信 水 平 28(m) -1 的 mo 置信 区 间 为 


2 2f 
5- рта вы и | 
与 式 (8.6.19) 的 区 间 相 比 ， 式 (8.6.21) 所 确定 的 区 间 长 度 较 短 ， 而 且 对 于 7 = 了 较为 
e EE т ЕЕ РАСЕ РНЕ РК О 
的 概率 表述 作 适 当 的 逆 变 换 求 出 的 ， 它 们 表示 了 参数 r 的 真 值 包含 在 一 定 区间 内 


(8.6.21) 
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的 概率 ， 因 而 该 区 间 是 第 七 章 中 所 定义 的 严格 的 置信 区 间 . 它们 比 从 似 然 函数 导 


出 的 似 然 区 间 要 精确 . 
当 探 测 器 的 尺寸 为 有 限 值 ， 粒 子 飞 行 时 间 的 概率 密度 为 ( 见 例 8.1) 


РОТА) = Ае 1-е), 0gig7, 
其 中 4=1/7. 此 时 巴特 勒 特 函 数 为 
Â-A 


1172 ° 
Â -2Т, АТ, 
1-1 - ат! е /(1-е 41 у> 


ЧТ, э e ， 即 探测 器 无 限 大 时 ， 


5(4) = 


502) Â. 


А/М 


8.63 两 个 参数 的 似 然 域 
现在 讨论 总 体 包含 两 个 未 知 参 数 吕 2 的 区 间 估 计 问 题 . 设 
X=[X,,X,, XA ERE n МУН, КОЖ КХ| 9,9) 表示 ， 利 用 似 然 
函数 根据 如 下 的 概率 表述 进行 参数 ,名 的 区 间 估 计 : 
P(9 <9 < HG < 9, <) = у. (8.6.22) 
首先 讨论 比较 简单 的 无 限 大 容量 子 样 的 情形 ， 这 时 似 然 函 数 为 二 维 正 态 分 布 
( 见 8.5.2 节 ) 


写成 对 数 形式 ， 有 
In L(A, 9) = In Lpa - 0. (8.6.23) 


ГЕЧЕ Ш 5 (4 a] КЕЕ) (8.6.24) 
1- -p° O O, g, s 


岛 ,名 是 极 大 似 然 估计 值 ， az,c3 ,是 8, ЗИМЕ, 09.9, НИНЕ 4 
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О 等 于 常数 ( 似 然 函 数 等 于 常数 )， 式 (8.6.24) 表 示 了 中 心 为 各 ,名 的 椭圆 ， 如 图 8.7 
所 示 . 特别 当 O = 1 时 ， 成 为 式 (8.5.8) 的 协 方差 椭圆 . 


图 8.7 二 维 正 态 似 然 函 数 的 似 然 域 


图 中 椭 贺 是 InL(9, 呈 ) 表面 与 平面 InL= n L... £ 的 截 线 ， 椭 圆 中 心 (9,9,) 是 参数 9,9, 的 极 大 似 然 估 

计 ， 这 些 椭圆 围 成 的 区 域 是 参数 9.9, 的 联合 似 然 域 ， 可 信 度 分 别 为 0.393, 0.865, 0.989( 对 应 于 Q = 1, 4, 9). 

9 = Š zo, 两 条 垂直 线 之 间 的 区 域 是 9 的 可 信 度 68.3% 的 似 然 域 (-% < 9, < +оо) ;类 似 地 , 9, = Š, + o; 的 
两 条 水 平 线 之 间 的 区 域 是 9, 的 可 信 度 68.3% 的 似 然 域 


随机 变量 Q 是 二 维 正 态 变量 {&, 包 } 的 二 次 函数 . 利用 变量 变换 , О 可 写成 较 
为 简单 的 形式 ， 令 


1+ р) O С; 
ВЕКЕ. 3-3 _ 5-8, 
* = p). а с, 
则 有 
Q=Z +23 
而 且 


Ц21,2,) = Ее [== 


这 表示 变量 Z, 和 Z; 是 两 个 独立 的 标准 正 态 变量 ， 因 此 ，Q 服从 自由 度 为 a 的 好 
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分 布 (6.3.2 节 )， 所 以 随机 变量 Q 可 直接 用 好 (2) 分 布 的 累积 积分 来 表示 其 概率 
Po<O)= 人 rov=2d0=y (8.6.25) 


其 中 AQ;v=2) 是 x? (2) 分 布 的 概率 密度 ， 由 式 (4.14.1) 可 直接 求 出 
f(Q;v=2)= 2692, 


代 和 人 上 式 ， 得 到 
P(Q<0,)=1-e %” = y. (8.6.26) 


显然 , ROSO, H AFE 9913 АННЕ Q = О, 包围 的 区 域 之 内 ， 于 是 
РСЯ, ЕФ 9. 9 ИО = 0, 内 )=y， 


这 就 是 具有 式 (8.6.22) 形 式 的 对 于 参数 中 、 久 的 概率 表述 . 椭圆 C= Q, МЕРИ 9 
和 咏 真 值 的 概率 等 于 y ， 所 以 该 椭圆 是 参数 只 和 咏 的 可 信和 度 y 的 联合 似 然 域 . 

可 见 ， 如 果 包 含 两 个 参数 品 9, 的 似 然 函数 具有 二 维 正 态 分 布 的 形式 ,那么 
在 以 及 9, IL 为 坐标 轴 构 成 的 空间 中 ，InL 曲面 与 平面 


m L= In - 


相 截 形成 的 椭圆 等 值 线 是 参数 3 , 9, 的 联合 似 然 域 的 边界 ， 其 对 应 的 可 信和 度 y ( 概 
率 ) 如 式 (8.6.26) 所 表示 . 特别 对 于 协 方差 椭圆 ，Q, =1 ， 其 对 应 的 可 信和 度 为 
”=1-e ”=0.393 , 即 协 方差 椭圆 是 参数 9, 名 的 可 信和 度 0.393 联合 似 然 域 . 我 们 
有 表 8.1. 
表 8.1 
ER A, o 联合 似 然 域 的 可 信和 度 

0.393 

0.865 

0.989 


а=0, /2 
0.5 
2.0 


xO + -| 


4.5 


当 似 然 函数 为 三 维 正 态 型 ， 很 容易 由 式 (8.6.26) 求 出 给 定 可 信和 度 y №) 9 , 9, fB 
然 域 ， 它 即 是 式 (8.6.24) 所 表示 的 椭圆 ， 其 中 


Q =Q, =-2ln(1-y). (8.6.27) 
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除了 选择 椭圆 作为 两 个 未 知 参数 品 , 9, 的 联合 似 然 域 ， 有 时 还 可 选择 与 椭圆 
相 切 的 长 方形 作为 似 然 域 ， 这 种 似 然 域 比较 方便 ， 显 然 该 长 方形 内 包含 各 ,多 的 
概率 值 比 与 它 相 切 的 椭圆 要 大 ， 而 且 它 与 相关 系数 p 有 关 ， 它 的 概率 表述 可 写成 


PÂ -mo < 9 < 8 + то, 9; - mo, < 9, < Š$ +mo,)=y(p,m). (8.6.28) 
УЖ LA D) 为 式 (8.5.7) 所 示 的 二 维 正 态 型 ， 可 证 明 有 以 下 公式 : 


ом 5 т-ру -m- ру 
‚т)=——| dyse? -|Ø -p| Z= | |t, (8.6.29 
— ale e) ==] я 
ФАТИТЕ. ЕЕГ 
у(-р,т) = у(р,т). 


НЕХ 909) fE Â +0109 to) 内 的 概率 ， 有 
-l Я +0, Ф +0, 
РА fp? -hoe | Ј, 7] URIASA, 


# 8.2 列 出 了 相关 系数 p 取 不 同 数值 时 ， 以 一 组 椭圆 以 及 与 其 相 切 的 长 方形 
作为 参数 3 , 9, 的 似 然 区 间 的 可 信和 度 y 的 数值 . 


表 8.2 


长 方形 Ü M НТ 信 Е ут 


0.0 0.2 04 05 06 07 0.8 09 0.95 0.99 1.00 


34 . 


Ж: 表 中 小 数 点 前 均 系 “0”， 因 版 面 关系 省 略 . 


从 该 表 可 见 ， 对 于 小 的 m(= JQ, ) 值 ，y(p,zm) 是 |o| 的 相当 灵敏 的 增加 函数 ; 
但 当 m> 38, y(p,m) 却 几乎 与 |p| 无 关 . 这 表示 , 长 方形 的 y 值 当 т 小 时 强烈 地 依 
赖 于 参数 8, 久之 间 的 相关 系数 ， 而 m> 3 时 则 与 相关 系数 几乎 无 关 ， 另 一 方面 ， 
与 该 长 方形 内 接 的 椭圆 似 然 域 的 可 信和 度 y 与 相关 系数 p(p 表示 椭圆 的 面积 大 小 和 
椭圆 主轴 的 倾角 ， 见 图 8.5) 无 关 ， 具 有 相同 的 数值 
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有 时 在 两 个 未 知 参数 中 , 咏 中 , 其 中 之 一 可 取 任 何 容许 值 ， 而 对 另 一 个 作 区 间 
估计 ， 例 如， 仅 对 参数 品 作 区 间 估 计 ， 则 概率 表述 为 


РО -mo < 9 < Š +mo;,—% < 8, < +o) = y. (8.6.30) 


HERTE 149,99, 产生 9 的 边沿 分 布 ， 当 似 然 函数 (9,9) EX: FJ 
AÂ 的 二 维 正 态 分 布 时 ， 该 边沿 分 布 为 N(8,a?) ( 见 4.11 节 的 推导 )， 这 样 可 
用 通常 的 一 维 似 然 区间 的 计算 方法 求 得 关于 参数 8 的 给 定 可 信和 度 的 似 然 区 间 ， 特 
别 是 对 的 一 个 标准 差 (可 信 度 0.683) 的 似 然 区 间 [8 — от, +0] 是 与 协 方差 椭 
圆 相 切 的 无 限 长 垂直 带 ( 见 图 8.7); 同样 ,对 于 名 的 一 个 标准 差 的 似 然 区 间 是 图 8.7 


上 的 无 限 长 水 平 带 . 
MR 9,9 相互 独立 ，p =0 ， 则 给 定 可 信 度 对 应 的 椭圆 的 长 轴 和 短 轴 平行 于 


8,9, 坐标 轴 ， 在 这 种 情形 下 ， 关 于 两 个 参数 和 ,9 的 联合 概率 可 表示 为 它们 各 自 
的 边沿 概率 之 乘积 
РО — то, < 8 <4 + то), Š, - mo, < 8, < 8, +mo;) 
= РО -m0 < 9 <á +mo;, — e < 9, < о) 
x P(—o < 8 <, 9, — mo, < 8, <ó, + mo,). 
对 于 m=1 的 特殊 情况 ， 边 沿 概率 为 0.683， 联 合 概率 为 0.683? = 0.466. 

用 类 似 的 方法 可 以 推导 出 一 个 参数 为 固定 值 的 条 件 下 另 一 个 参数 的 条 件 似 然 
区 间 . 例 如， 第 一 个 参数 固定 于 它 的 极 大 似 然 估 计 值 外 ， 则 咏 具 有 条 件 分 布 
№9,, 030- p°) (BL 4.11 节 的 推导 )， 于 是 根据 式 (8.6.10)， 概 率 表述 为 

p[|Š, —то,(1- p°)? < 9, < Š +mo,(1— р?)'?} 
= 2@(m) — 1 = у; (8.6.31) 


若 参 数 9 固定 于 任意 的 号 处 ， 则 条 件 分 布 ( 见 式 (4.11.8)) 为 
nasag- оа) 
1 
相应 的 概率 表述 是 
Pla +Z 48) -mo 0-0) «8 
| 


+2068 Я) +тоз ЕЕЕ (8.632) 
l 
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由 式 (8.6.31) 和 式 (8.6.32) 立 即 求 出 中 为 固定 值 时 ,参数 史 的 可 信 度 y 的 似 然 区 间 | 

迄今 为 止 ， 本 节 所 有 的 结论 都 是 建立 在 二 维 正 态 似 然 函数 的 假设 上 的 ， 在 实 
际 问题 中 ， 子 样 容量 为 有 限 值 ， 似 然 函 数 不 可 能 是 理想 的 二 维 正 态 函数 ， 但 如 同 
8.6.1 节 对 于 单个 参数 的 似 然 区间 中 所 述 ， 如 果 在 感 兴趣 的 9,9, 参数 空间 中 ， 似 
然 函 数 充分 正规 且 是 名 ,2 的 单 峰 函 数 , 可 以 通过 某 种 变换 使 似 然 函 数 变换 为 二 维 
正 态 型 ， о 5 tr оаа 


InL=In Lis — 和 的 夫 线 (等 值 线 ) 国 成 的 区 域 作为 参数 9， 9, 的 可 信和 度 y 的 近似 联 


合 似 然 域 . Е 一 定 是 椭圆 . 

当 似 然 函 数 不 够 正规 ， 不 а оа 特别 当 似 然 函 数 存 
在 多 个 极 大 时 , InL 表面 与 平面 InL= ln。 一 Š 的 相交 等 信 线 可 能 是 参数 空间 中 
互 不 相连 的 多 个 孤立 区 域 . 在 这 种 情形 下 ， РЕЗЮМЕ Ерети 
ЖУНИ А. 

Я 8.13 正 态 总 体 N(1,0o”) РЖЖ uo’ 的 联合 似 然 域 


8.2 节 中 已 经 确定 ， 正 态 总 体 Ми, 0?) ШВИН и, У ЗЕ o? 的 联合 极 大 似 然 估 
计 为 
a 20 2 52 _ n-i 15 E 
Д=Х = „2,5, б ж = X). 
当 子 样 容量 很 大 , 它们 的 协 方差 矩阵 是 对 角 阵 , 矩阵 元 素 是 V1=o?/n, V,,=2o/n, 
P=0( 见 式 (8.4.8))， 现 在 我 们 利用 这 些 结果 对 参数 u, о? 作 区 间 估 计 . 
将 以 上 数值 代入 式 (8.6.24)， 并 将 Vi, Vato ARAURA E R, ДІ 
得 


u- A + (а? -6) 
О=(и-д 3 G т 


ik E (a,o2) И Е >Я A, 6*) 、 半 轴 长 度 正比 于 5/Vn #l 6? / Jn 的 椭圆 方 
程 ， 由 式 (8.6.27) 知 ， 可 信和 度 为 的 u, o? 联合 似 然 域 椭圆 的 半 轴 为 


б? д? 
©. po £. 


其 中 C =-2In(-7). 
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在 79 п, RRRA X A S 的 相互 独立 性 ， 求 出 了 Ac 的 置信 水 
Ey 的 联合 置信 域 ， 如 图 73 中 划 阴 线 的 面积 所 示 . 这 里 将 它 与 本 节 求 得 的 联合 
似 然 域 作 一 比较 . | 

设 子 样 容量 n= 100， 子 样 平均 和 子 样 方差 的 观测 值 为 X=1 ，5* = 1， 对 于 这 
些 数据 ， 图 8.8 中 的 椭圆 为 可 信和 度 95% 的 联合 似 然 域 ， 而 抛物 线 与 两 条 直线 围 成 
的 区 域 则 是 置信 水 平 95% 的 联合 置信 域 ， 抛 物 线 方程 和 直线 方程 中 的 有 关 参 数 见 
7.9 节 的 讨论 . 


0.5 1 1.5 и 
#88 ЕБЕ миа?) 中 参数 u, o? 的 联合 似 然 域 (椭圆 ) 和 联合 置信 域 


8.64 多 个 参数 的 似 然 域 


HEERA k PRIBA 9 ={9, 5, ---, 又 } ,为 了 确定 这 个 参数 的 似 然 域 ， 
必须 根据 k 维 似 然 函数 L=L(X|,…, 9) 写 出 对 于 9 的 如 下 概率 表述 : 


P(9 <9 < 9, ---,92<9, < 9) = у. (8.6.33) 


FEIL, 92] @=1, 2, =, HIRT 9 KTRK у 的 联合 似 然 域 . 
ВЕ SRAKA 9, TH InL E 9 = Ó АЕ ЕЭ 


ҳе QI L 
52.2908 


i=l j=l 


(9, - (9, -9,)+.--. 
9-9 
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由 于 8 是 似 然 方程 =0(i=1,2,…,k) 的 解 ， 故 上 式 右 边 第 二 项 为 0 如 果子 


样 容量 充分 大 ， 由 式 (8.4.7) 可 知 


2 
уе, 
9899, J. , 


于 是 
k k Е А A 
In L = In Leax -1X20 -9№, (99 -9,)+---. (8.6.34) 


i=l j=l 
当 上 略 去 高 次 项 ， 就 得 出 似 然 函 数 具 有 渐 近 正 态 分 布 的 形式 
L(9)= Lea ep -18-ór'v (99-9 | (8.6.35) 
其 中 V (9) ТУ). 
与 二 维 正 态 似 然 函数 的 情况 类 似 , 多 维 正 态 似 然 函 数 LO 的 超 表面 与 超 平面 
L= ке “的 截 线 是 似 然 函 数 等 于 某 一 常数 的 等 值 线 ， 该 等 值 线 限定 了 9 参数 
空间 中 的 一 个 超 椭 圆 区 域 ， 式 (8.6.35) 中 的 量 
Q=(9- V9)(9 - $) (8.6.36) 


是 服从 XY(k) 的 随机 变量 ( 见 4.12 节 和 4.14 节 的 讨论 )， 因 此 可 以 通过 对 (Kk) 的 概率 
密度 求 积分 得 到 Q 取 0~ Q, 数值 的 概率 


РО <o) = | 70:=00=к.,00=0,0=Ю=у. (8637 
Ju f fl F УЕ НИЖЕ ВОНА. Ш, ОСО 相当 于 
个 参数 19，…, FH Tas o = О, КВН. XER о L(9) 与 


HFT in L= hi, - RARE, НН a=. EBI (ñ 
是 TSKA, 名,…, 9 的 可 信 度 y 的 联合 似 然 域 的 边界 ，y 值 可 根据 式 (8.6.37) 
由 图 4.17 或 附 表 7 确定 ， 对 于 一 定 的 0, 值 ， 随 着 待 估计 参数 个 数 的 增多 ， 可 
信 度 ; 的 数值 迅速 下 降 ， 例 如 ， 当 O =1 时 ， 有 以 下 对 应 关系 ， 


k=1 2 3 4 5 
y=0.683 0.393 0.20 0.10 0.05 
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反 过 来 ， 随 着 参数 的 增多 ， 为 了 得 到 相同 的 可 信和 度 y ，Q, 值 迅速 增 大 例如， 对 
于 y=0.683 的 似 然 区 间或 联合 似 然 域 ， 有 以 下 对 应 关系 : 


k=1 2 3 4 5 
Q, =1 2.3 3.54 4.76 6.60 


如 果 大 个 未 知 参 数 中 有 I 个 参数 可 取 容 许 的 任意 值 ， 只 对 其 余 上 -! 个 参数 作 
区 间 估计 ， 那 么 就 需 对 这 ! 个 参数 作 积分 ， 得 到 其 余 上 -! 个 参数 的 边沿 分 布 ， 再 
用 类 似 的 方法 确定 上 -! 个 参数 的 似 然 区 间 . 另 一 种 可 能 的 情形 是 有 m 个 参数 固定 
于 它 的 极 大 似 然 估计 值 ， 则 其 余 k-m 个 参数 的 条 件 分 布 是 渐 近 的 km 维 正 态 分 
布 ， 其 协 方差 矩阵 (k — m 阶 ) 将 与 原 协 方差 矩阵 Y (k ЖЕ, V n] H V! 中 扣 
去 对 应 的 т 行 т 列 元 素 后 求 逆 矩阵 求 出 ( 见 4.12 节 )， 这 个 k-m 维 正 态 似 然 函数 
可 提供 m 个 参数 等 于 其 极 大 似 然 值 为 条 件 的 、 其 余 k 一 m 个 参数 的 联合 似 然 域 . 更 
复杂 的 情形 是 上 个 未 知 参数 中 有 m 个 参数 为 固定 值 、! 个 参数 可 取 容许 的 任意 值 ， 
对 其 余 k-m-! 个 参数 作 联合 似 然 域 的 估计 ， 这 种 情形 下 的 估计 问题 可 按照 上 述 
的 原则 推导 出 相应 的 公式 . 


87 ” 极 大 似 然 法 应 用 于 直方 图 数据 


当 观 测 个 数 ( 子 样 容 量 ) 很 大 时 ， 似 然 函数 值 的 计算 将 变 得 十 分 繁杂 费力 ， 总 
体 概率 密度 函数 F(x|9) 的 形式 很 复杂 时 尤其 如 此 ， 在 这 种 情形 下 ， 可 以 将 随机 
变量 X 的 取 值 域 划 分 成 为 数 不 多 的 NN 个 子 区 间 ， 只 要 在 每 个 子 区 间 中 f(x|9) 的 
变化 比较 小 ， 落 在 每 个 子 区 间 内 的 观测 用 “平均 ”的 概率 密度 来 表示 ， 这 就 大 
大 简化 了 似 然 函 数 的 计算 .直方 图 型 的 数据 就 采用 这 种 做 法 ， 显 然 ， 对 数据 的 
这 种 分 组 必定 使 信息 有 某 种 损失 ， 但 只 要 每 个 子 区 间 内 f(x|9) 变化 很 小 ， 这 种 
损失 不 大 . 

设 事件 的 总 数 n 为 一 常数 ， 第 i 个 子 区 间 内 的 事件 数 为 ni 个 (i= 1，2，…， 
N), ВАН 


根据 4.2 节 的 讨论 , 第 i 个 子 区 间 内 事件 数 为 mi = 1，2，…，M) 的 联合 概率 ( 似 然 
函数 ) 由 多 项 分 布 给 出 


N 
l n 
Lm па |9) =n] ри. (8.7.1) 
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其 中 pi 是 第 i 个 子 区 间 中 出 现 一 个 事例 的 概率 ，pi 可 由 概率 密度 f(x|9) 在 第 i + 
区 间 中 的 积分 求 出 


Ах, 

于 是 

N N 

In (т, =, ny [9) = Ул in р;(9) - > Inn, 人 Inn!, 

i=l i=l 

似 然 方程 变 成 
N 
ðln L | лие) =0. 
99 [9-5 29| 11 9=9 


该 方程 的 解 即 是 参数 2 KRAKAR 9. 
如 果 事 件 总 数 n 不 是 常数 而 是 均值 为 4 的 泊 松 变量 ( 见 4.4 节 的 叙述 )， 这 时 ， 
第 i 个子 区 间 内 的 事件 数 ni 是 均值 和 的 泊 松 变量 ， 第 i 个子 区 间 内 观测 到 ni 个 事 


件 (C=1，2，…，N 的 联合 概率 为 


N 
Шт, пу |9) = [де А 


i=l tit 


Hh д, h KAREE i 子 区 间 内 的 积分 表示 


A =n] го, 


N N 
ПАЯ УА = Утеп. АНЕ, л» Кі = 1, 2,:--, М) В, 
¿=] 


i=l 


N 
I L = > In, In(n, = 1) —In(n, 0-2 Х°, 


i=} 


其 中 


Хх? = зла) 


TR, ИКЕА 5639 kE HK. ТОНЕ К, R InL И 
大 值 与 X (4) 对 如 求 极 小 值 是 等 同 的 ， 而 后 者 是 参数 的 最 小 二 乘 估计 ， 我 们 将 在 
第 九 章 中 介绍 最 小 二 乘 估计 方法 . 
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88 极 大 似 然 法 应 用 于 多 个 实验 结果 的 合并 


同一 个 物理 量 , 常常 可 以 通过 不 同 的 方法 加 以 测定 . 例如 ,带电 粒子 的 动量 ， 
既 可 以 通过 粒子 在 气体 中 的 电离 损失 来 测定 ， 也 可 以 通过 粒子 在 磁场 中 的 偏转 来 
确定 . 为 了 充分 利用 不 同 的 实验 对 同一 物理 量 的 测定 结果 ,通常 的 做 法 是 将 各 个 实 
验 对 该 物理 量 的 极 大 似 然 估计 值 求 加 权 平 均 ( 见 8.2 节 ) 作 为 各 实验 结果 的 合并 值 . 但 
是 对 低 统计 的 实验 ， 记 录 到 的 事例 数 很 少 ， 似 然 函 数 与 正 态 型 相去 其 远 ， 采 用 下 
面 叙 述 的 方法 要 比 加 权 平 均值 更 为 合理 . 

设 两 个 相互 独立 的 实验 中 各 自 的 一 组 观测 分 别 用 X= { 和，…， XM Y= 
(Yi, =, Ур, 它们 的 总 体 分 布 分 别 是 AX |2) 和 户 (Y|2)， 依 赖 同一 个 未 知 参 
数 92( 即 实验 所 要 确定 的 物理 量 ), 相应 的 似 然 函 数 分 别 是 L(XX|9) 和 L(Y|9) .这样 ， 
对 于 这 两 个 实验 ， 所 有 观测 值钱 和 Y 的 联合 似 然 函数 可 表示 为 


их, У|9) = [14% 9] 64) = L(x|9)- LY |9. (8.8.1) 
i=] j=l 


НУ, Го ГАН 9 RKR, ЕВГ 
ËR 9 HEH. 
8.8.1 正 态 型 似 然 函 数 

当 两 个 实验 的 总 体 分 布 都 是 (或 近似 地 ) 正 态 分 布 ， 联 合 似 然 函 数 为 两 个 正 态 
函数 的 乘积 ， 这 种 情形 下 的 两 个 相互 独立 的 实验 结果 的 合并 特别 简单 . 


两 个 独立 的 实验 所 测量 的 同一 物理 量 可 视 为 两 个 总 体 均值 (未 知 量 ) 相 等 ， 两 
个 实验 有 不 同 的 误差 ( 即 方差 不 同 )， 且 已 知 为 cay 令 n,m 是 两 个 实验 中 测量 值 


个 数 ( 子 样 容量 )， 故 联合 似 然 函 数 式 (8.8.1) 可 写成 


2 
= 1 ИХ, -д 
L(X,Y |/) = exp| 一 一 | 一 
asl as "| | о, j 


2 
1 l Y, -4 
pirr = Í а. j (8.8.2) 


似 然 方程 为 
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由 此 求 得 两 个 实验 对 w 的 合并 极 大 似 然 佑 计 


(8.8.3) 


其 中 


是 两 个 实验 各 自 对 均值 y 的 极 大 似 然 估计 . 
事实 上 ,上 述 结论 可 从 式 (8.2.2) 直 接 导出 . ЧАРЫ и fE ! 次 独立 观测 时 ， 


每 次 观测 Z; 具 有 不 相等 的 误差 o;, 即 是 正 态 总 体 N(y,o7) 的 一 个 观测 值 , WJ и 
的 极 大 似 然 估计 是 
5z, /or 
Де 
Xlo? 
А i=l 
对 于 现在 讨论 的 两 个 独立 实验 测量 同一 个 物理 量 w 的 情形 ， 相 当 于 


IS<Si<n, o,=o, Z =X,, n+l<i<n+m=]1, 


0;:=0,, Z, =Y, 
于 是 立即 有 
1X SY n> mb 
>+ > X+—Y 
А a У. ar оз 
H= — = 2. 
—+ =. 一 一 十 一 一 
22 2, с? о! 
即 式 (8.8.3)， 式 (8.8.3) 所 示 的 应 的 方差 由 式 (8.2.3) 给 出 
А 1 
а 
авг 


在 两 个 独立 实验 测量 的 情形 下 ， 则 是 
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= À (8.8.4) 


Ca 
(П 


更 为 一 般 的 情况 是 ， 两 个 独立 的 实验 测量 同一 个 物理 量 (总 体 均 值 )， 但 测量 
误差 不 同 而 且 未 知 ， 虽 然 可 根据 式 (8.8.2) 的 似 然 函 数 对 py, о, ay 求 偏 导 数 写 出 似 
然 方 程 ， 但 不 能 得 到 д, cv cy 的 解析 解 .我 们 可 采用 如 下 方法 求 出 合并 的 极 大 似 
然 估计 应 及 其 方差 V( 和 .首先 利用 8.2 节 3) 所 描述 的 方法 求 出 每 个 实验 中 均值 和 


方差 的 同时 估计 


ñ. = X, 62 = 工 》(X - Ху 
n; 
д,=Р, é. LG, -7Y. (8.8.5) 
| ГҮ 
18 5(8.8.2)#155 (8.8.3), д, VA 可 写 为 
ИЕР 
a O; с; (= та 
# Е п т и E n m 2 ‚О. 
7+3 — t 
с, с; G 6; 


计 值 及 其 方差 . 
8.8.2” 非 正 态 型 似 然 函数 

在 上 面 的 讨论 中 ,我 们 假设 了 各 个 实验 测量 中 总 体 概率 密度 为 正 态 分 布 式 (8.8.2), 
因而 各 次 实验 测量 中 似 然 函数 为 正 态 型 ， 它 们 的 联合 似 然 函数 也 是 正 态 型 ， 事 实 
上 ， 实 验 中 似 然 函数 不 为 正 态 型 是 常见 的 现象 ， 例如， 在 子 样 容量 不 大 的 实验 中 


泊 松 分 布 往往 是 概率 密度 函数 比较 好 的 近似 ， 这 种 情况 下 ， 在 待 估计 参数 9 和 它 
的 似 然 隆 数 曲线 L(0) 标 绘 上 ， 似 然 函 数 往往 是 不 对 称 的 ( 见 8.5、8.6 8). ОМ 


大 似 然 估计 6 由 似 然 函数 的 极 大 值 确定 La = ZL(6) ， 而 其 误差 91,9- 则 由 直线 
L=e%L a 与 似 然 函 数 曲 线 L(9) 两 个 交点 对 应 的 两 个 9 值 9+,0- 确定 


Aln L(Ê) = In L(0*)— In L(Ó) = 1n(0` ›-шыф)=->, (8.8.7) 


0*'=0*-0, 0o =60-0-. (8.8.8) 
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而 且 e 与 o 往往 不 相等 . 
假定 对 同一 个 物理 量 9 的 两 组 测量 中 各 自 的 总 体 概率 密度 几 | mnl] 形 


式 都 为 已 知 ， 那 么 原则 上 我 们 仍 可 用 式 (8.8.1) 所 示 的 似 然 函 数 求 得 两 个 实验 对 参 
ЖӨ 的 合并 估计 ， 但 实际 上 对 非 正 态 的 概率 密度 的 情形 ， 解 析 求解 极为 困难 ， 甚 
至 不 可 能 . 

在 许多 情形 下 ， 实 验 测量 中 的 概率 密度 往往 并 不 确切 地 知道 ,对 同一 个 待 估 
计 参 数 9 ， 不 同 的 实验 只 是 报道 其 测量 结果 AT. 应当 认 为 对 该 实验 而 言 ，4 是 
9 的 最 佳 估计 ， 而 (4-o ,K+o ) 是 可 信和 度 为 68.3% 的 似 然 区 间 ， 因 此 ， 怎样 从 
几 个 实验 的 测量 值 4,o,, о; (i=1,…,n) 求 得 参数 9 的 正确 的 合并 估计 jo17,o ， 
是 一 个 需要 解决 的 问题 . 

R. Barlow | 建议 利用 实验 测量 值 J,0; ,o; 来 构造 参数 化 的 似 然 函 数 来 通 近 
实验 中 的 实际 似 然 函数 .尝试 了 多 种 形式 的 参数 化 似 然 函 数 之 后 ， 发 现 宽 度 可 变 
的 正 态 函数 是 比较 好 的 选择 ， 即 真 值 为 x， 而 测量 值 为 44,0; ,cr 的 似 然 函 数 可 以 
用 下 述 形式 的 正 态 函 数 来 逼近 ， 


2 


(и-и,) 
In L(y; lu) = 一 -一 一 一 一 ， (8.8.9) 
ss . 21,04) 
对 于 线性 离 差 的 正 态 函数 方案 
Уд = [6], D=o; +ou- y), (8.8.10) 
аа, Ра (8.8.11) 
G; +o, G; +9; 


КИЕВУ ЗЕ о (и) 在 真 值 4 附近 是 线性 变化 的 . цо; = or 正 、 负 误差 对 称 , с = 0， 
o,(#)= o; = o; , 回复 到 通常 的 正 态 似 然 函 数 的 情形 . 


对 于 线性 方差 正 态 函 数 方案 
VD =V; +V u- 1), . (8.8.12) 
V, =0} 0}, Vi=ot- o, (8.8.13) 


ВУЗЕ У, (и) 在 真 值 u 附 近 是 线性 变化 的 .同样 在 正 、 负 误差 对 称 的 情况 下 ， 
o =o; , МУ, =(0}) =(0;)*, V'=0, 回复 到 正 态 似 然 函数 的 情形 . 
这 样 ， 对 同一 物理 量 4 的 n 个 不 同 测量 值 4, ot,o; (i=1,…,n)， 其 联合 似 然 
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RRON 
(u- д)? 
jn (д) = –— —, (8.8.14 
я 5 А07, ) 


物理 量 u ПОНЫНЕ ñ НИЯ РАНО ЧА У АЕ. I FRERE ESMAR 
函数 方案 ， 亡 的 解 为 


a= Zon [Zo (8.8.15) 


= .8. 
ý |o; +o; (h-m) е 


我 们 注意 到 及 的 表达 式 与 4 次 独立 测量 时 正 态 总 体 期 望 值 的 极 大 似 然 估计 形式 
相同 ， 只 不 过 权 因子 稍 有 不 同 而 已 ( 见 式 (8.2.4)、(8.2.5))， 对 于 线性 方差 正 态 似 然 
ИЖ, ДИТЯ 


ñ= Zalu- O- и.) ДР (8.8.17) 


w =V,/|V, + VAB- а). (8.8.18) 


作为 一 个 例子 ， 图 89 给 出 了 我 们 构造 的 参数 化 似 然 函数 与 泊 松 分 布 似 然 函 
ЖОЯЧИНи = 5) 的 对 比 ， 图 8.10 给 出 了 与 对 数 正 态 分 布 似 然 函 数 (x=Iny, у 是 
и=8, с=3 的 正 态 变量 ) 的 对 比 ， 由 图 可 见 离 差 可 变 或 者 方差 可 变 的 正 态 似 然 限 
数 所 确定 的 可 信和 度 68.3% 的 正 、 负 误差 ， 与 这 两 种 原 分 布 似 然 函 数 确定 的 正 、 负 ` 
误差 ,数值 是 极为 接近 的 .由 于 对 数 正 态 分 布 ， 特别 是 泊 松 分 布 对 于 描述 子 样 容量 


К. ; 
Ë -4 š -6 
-8 -8 
5 10 15 20 5 10 15 20 
图 8.9 泊 松 分 布 似 然 函 数 (期 望 值 4= 5， 用 实 线 表示 ) 与 参数 化 方法 构造 的 
似 然 函数 (虚线 ) 的 对 比 


AlnL = -1/2 的 横 线 确定 可 信和 度 68.3% 的 似 然 区 间 ， 左 图 是 线性 离 差 似 然 函数 方案 ， 
右 图 是 线性 方差 似 然 函数 方案 
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eR s 


0 l 2 3 0 1 2 3 


图 8.10 对 数 正 态 分 布 似 然 函 数 (x= Шу, у№и=8, о=З 的 正 态 变量 ， 用 实 线 表示 ) 与 参 
数 化 方法 构造 的 似 然 函数 (虚线 ) 的 对 比 
左 图 是 线性 离 差 正 态 似 然 函数 方案 ， 右 图 是 线性 方差 似 然 函 数 方 案 

较 小 的 实验 的 似 然 函 数 往往 是 相当 好 的 近似 ， 这 就 说 明了 参数 化 似 然 函 数 确定 的 
正 . 负 误差 一 般 是 相当 精确 的 . 但 是 由 图 也 可 以 看 到 ,对 于 高 的 可 信 度 ,如 95.4%( 相 
应 于 AlnL = -2), 参数 化 似 然 函 数 方案 确定 的 正 、 负 误差 与 实际 值 就 有 上 比较 明显 的 
差别 ， 这 也 表明 了 这 种 方法 适用 范围 的 局 限 

式 (8.8.15) 、(8.8.16) 和 式 (8.8.17) 、(8.8.18) 各 是 一 组 非 线 性 方程 组 ， 信 需要 用 
КОКАИН. ЛВ д0) он Уи, RA o ЗЕБРЫ Ait 


算 wt”， 再 代入 所 的 表达 式 的 右边 计算 AO. He AO, ДОБРУ A EER 
近似 ， 经 过 大 次 和 迭代 后 ， 如 满足 
Ја +1)- A(k)|<10 ŠL, 


即 可 认为 达到 收敛 , Ak + 1) TRA д М. DX L sE БН м —3o; , и, + 32 ) 
ПКЕ, дп NWR д РАМН, Пи, ERAKI. 

求 得 了 4 的 估计 值 站 后 ， 其 正 、 负 误差 o+ о 仍 需 数值 地 求解 ， 受 正 态 总 
体 期 望 值 误差 式 (8.2.4) 的 启发 ， 正 、 负 误差 的 初 值 可 由 下 式 决定 : 


1 
2s 一 
1 2 1 
*(0)= =l, (0)=| > — | . 8.8.19 

Я >J Wb >J и 
计算 AlnZL(A(OD)) = LAO) -In LA) GEH 200) = +0700), AO =2-0700)), 
看 它们 与 -1/2 相差 多 大 , ВН ДО)" 的 值 , 如 此 和 迭代 , 使 Aln LAK) 5-1/2 W 
差别 小 于 0.5x10”， 即 可 认为 结果 收敛 ，A(k)*“ 对 应 的 o*"(k) 即 是 co 的 正确 
估计 . 
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Жи A КЛ 8.8.1428 пд), ЕКЕТЖИМЯЯН — 
个 理论 模型 描述 时 的 差异 程度 , 即 等 同 于 皮尔 逊 拟 合 优 度 检 验 中 的 x? 变量 观测 值 
( 见 12.4.2 节 )， 可 以 用 自由 度 n 一 1 的 x? 分布 作 拟 合 优 度 检验 . 

现在 再 来 讨论 另外 一 种 经 常 遇 到 的 问题 一 一 两 个 (或 多 个 ) 物 理 量 不 对 称 误差 
的 合并 估计 问题 ， 假 设 待 测 的 物理 量 需要 从 实验 测定 的 某 种 分 布 来 确定 ， 该 分 布 
中 的 事例 ( 子 样 ) 除 了 待 测 物理 量 的 信号 之 外 ， 还 包含 有 其 他 过 程 的 污染 ( 称 之 为 本 
底 ) 事 例 ， 而 且 本 底 的 来 源 不 止 -- 种 . 我 们 只 知道 若干 种 本 底 各 自 的 测量 值 及 其 不 
对 称 误差 ,怎样 求 得 所 有 本 底 的 总 误差 . 因为 这 一 信息 对 于 确定 信号 ( 即 待 测 物理 


量 ) 的 大 小 及 误差 是 至 关 重要 的 . 
设 有 nn 项 本 底 来 源 ,用 (i=1,2,…,n ) 表 示 本 底 测 量 值 与 其 期 望 值 间 的 差别 ， 


即 离 差 . 与 式 (8.8.14) 类 似 ， 我 们 可 构造 这 次 测量 的 联合 似 然 函数 


2 
] ë х, 
InLx)=--) |— |, 8.8.20 
@ 2 > Oi 5 | 
或 
In цх)=-2У) X (8.8.21) 
Зуи ° ` 


i=l 


Но, o;, УМУ, (8.8.11) #15 (8.8.13) Е, n 项 测量 离 差 元 之 总 和 表示 为 
и= Ух š (8.8.22) 
i=] 


为 了 找到 4 的 似 然 函数 Lu) , 对 似 然 函数 ln L(x) 在 约束 方程 (8.8.22) 条 件 下 求 极 大 
值 ， 利 用 不 定 乘 子 法 得 到 的 解 是 


х=, (8.8.23) 
2o; 
i=l 
(G+ox) (V; + и) 
Баасы Е. 8.8.24 
т Я а 


这 是 一 组 非 线 性 方程 ，L(u) 可 用 以 下 方法 逐 点 地 计算 出 来 ， 以 uo =0 作 为 起 点 ， 
这 时 鸭 =0，i=1,2,…,n， 由 式 (8.8.20)、(8.8.21) 知 InL(uo =0)=0. 将 4 的 值 增加 
一 个 小 量变 为 u, ,利用 式 (8.8.23)、(8.8.24) 迭 代 逐 次 通 近 ， 直到 计算 出 w 相应 的 * 
值 为 止 ， 于 是 代入 式 (8.8.20)、(8.8.21) 计 算出 wu 处 的 InL(u) 值 ， 如 此 重复 便 可 计 
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算出 整 条 L(i)-u 曲线 ,再 利用 Аки) = 的 关系 就 可 求 得 ”项 本 底 的 正 负 总 误差 


本 节 讨 论 的 利用 参数 化 似 然 函数 方法 进行 多 次 测量 的 不 对 称 误差 合并 计算 已 
编 为 程序 包 ， 读 者 可 从 http://www. slac. stanford. edu/ barlow/statistics. html F #&. 
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本 章 前 面 各 节 对 极 大 似 然 法 的 讨论 中 ， 事 实 上 我 们 都 假定 了 观测 值 所 服从 的 
总 体 概 率 密 度 具 有 某 种 理想 的 数学 函数 形式 ， 如 正 态 函 数 、 指 数 函 数 等 ， 但 如 我 
们 在 4.17 节 中 所 前 明 的 那样 , 实验 测量 得 到 的 数据 所 反映 的 分 布 一 一 实验 分 布 比 
较 复 杂 ， 一 般 要 考虑 两 种 因素 对 理想 的 原 分 布 的 畸变 ; 

(1) 由 于 测量 的 随机 误差 导致 对 于 原 分 布 的 畸变 ， 这 一 般 用 实验 分 辨 函数 加 
以 描述 ; 

(2) 由 于 测量 仪器 的 不 完善 ， 对 实际 发 生 的 事例 会 发 生 漏 记 ， 这 用 探测 效率 
加 以 描述 . 

如 果 分 辨 函数 和 探测 效率 的 函数 形式 为 已 知 ,并 可 求 出 描述 实验 观测 值 的 “ 实 
验 分 布 ”之 解析 式 ， 那 么 可 利用 “实验 分 布 ”来 构造 似 然 函 数 ， 然 后 用 前 面 各 节 
叙述 的 方法 作 极 大 似 然 估计 . 


例 8.14 ”实验 分 辨 对 极 大 似 然 估计 的 影响 
设 在 某 粒子 反应 中 ， 某 种 粒子 出 射 的 方位 角 p 有 如 下 的 原 分 布 : 


føla) = 31+ асо), 0<ф<2п, 
x 


HP a 是 未 知 待 估计 参数 . 实验 中 乡 角 的 测量 值 (由 于 测量 误差 的 存在 ) 本 身 也 是 一 
个 随机 变量 ， 它 可 由 均值 为 真 值 g 、 标 准 差 ( 实 验 中 称 为 分 辨 宽度 ) 为 R 的 正 态 变 
量 描 述 ， 即 分 辨 函数 的 形式 为 


r(#', ó) = == exp[—(é#' – ф)2 / 2 R2]. 
这 样 ， 实 验 分 布 可 写成 ( 见 4.17.1 5) 
_ (#' -47° 


т —= |, (tacospe 2 ag. 


当 R<< 2x ， 近 似 地 有 


лй КШ . 289. 


2 


гео нан 0 рни) 0<ф' < 27. 
2 2 


2 
由 实验 分 布 广 (%|a) БВ Уфа) 比较 可 知 ， 实 验 分 布 中 的 c СЕЗ 与 原 
分 布 中 的 a 相当 故 若 原 分 布 对 cx 的 极 大 似 然 估计 为 & ， 则 实验 分 布 对 a 的 极 大 


似 然 估 计 &' 可 表示 为 
Ре R? 
а -aem| -全 | 


可 见 ， 乡 的 实验 测定 误差 将 影响 参数 的 极 大 似 然 估计 值 .但 当 测量 误差 R 比较 小 
时 ,估计 值 变 化 不 大 例如， 分 辨 宽度 R= 10°, 25а 的 差别 只 有 1.5%. 

对 于 无 法 写 出 “实验 分 布 ” 函 数 的 解析 形式 的 情形 ， 可 以 将 实验 观测 值 乘 上 
一 个 权 因子 (函数 ) 来 适应 原 分 布 ， 用 原 分 布 来 构造 似 然 函 数 ， 进 行 极 大 似 然 估 
it. 我们 以 探测 效率 对 极 大 似 然 估计 的 影响 具体 加 以 说 明 . 

设 在 随机 变量 X 的 取 值 域内 ， 探 测 仪器 对 事件 的 探测 效率 用 =(х) 表示 . 如果 
在 x= 碟 处 观测 到 一 个 事件 ,因为 探测 效率 为 e(%) , 故 当 探测 效率 为 1 时 ( 原 分 布 )， 
应 近似 地 观测 到 w=1/e(%) 个 事件 ， 因 此 ， 近 似 于 实验 分 布 的 似 然 函 数 为 


LX |9) = [ IX", (8.9.1) 


i=] 
其 对 数 可 写成 
In их в) = Ум -Iin f(X; = Уу. (8.9.2) 
i=l i=} 


然后 用 似 然 方程 求 得 8 的 极 大 似 然 估计 . 

可 以 证 明 ， 这 种 近似 方法 求 得 的 极 大 似 然 估计 六 是 对 参数 真 值 渐 近 地 正 态 分 
布 的 ， 但 是 式 (8.9.1) 中 的 LL' 与 真实 的 实验 分 布 似 然 函数 不 同 ， 而 且 不 是 简单 地 相 
差 一 个 常数 乘 因 子 ， 因 此 ， 前 面 介绍 的 确定 名 误差 的 方法 不 再 适用 . 

当 只 有 一 个 待 估计 参数 时 ， 可 按 以 下 方法 确定 站 的 近似 方差 ， 先 从 似 然 函数 
用 前 面 介绍 的 任 一 种 方法 求 出 方差 V(9)， 这 时 估计 量 站 的 方差 0) 可 表示 为 


V(9) zw] vo (8.9.3) 
i=l 


例如 ， 在 大 子 样 的 极限 情形 下 ， 根 据 方差 公式 (8.4.11) 可 得 
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a (1g Эт, 
v(@=| ум | /| -一 一 |. 8.9.4 
Cl/ wa 


车 所 有 的 权 因 子 都 等 于 1， 则 有 V(9)=V"(9) ， 即 化 简 为 通常 的 方差 公式 . 
当 总 体 包含 个 未 知 参 数 ， 索 尔 米 兹 (F，Solmitz)" 证 明了 的 方差 矩阵 有 渐 
近 表达 式 


v(ĝ)= HHH", (8.9.5) 


HP HEAL 导出 的 方差 矩阵 


9? In L' 


ыы = — , l,m=1,2,.…,k, (8.9.6) 
9999, 
矩阵" 定义 为 
a Əln f, \/ Əln f. 
Н, = w? s: — , 1, = 1,2, :.:, К. 8.9.7 
niwa СЫ р 


可 以 看 到 ， 当 上 = 1， 式 (8.9.5)~(8.9.7) 简 化 为 式 (8.9.4); 对 于 所 有 Wi; = 1 的 特殊 情 
形 ， 则 与 通常 的 多 个 参数 极 大 似 然 估计 的 方差 公式 (8.4.12) 相 同 . 

以 上 这 些 公式 的 使 用 有 一 个 限制 条 件 ， 即 各 个 权 因 子 Wi 的 值 应 相差 不 很 大 ， 
尤其 是 不 能 出 现 数值 特别 大 的 权 因子 . 权 因 子 Wi 数值 很 大 意味 着 探测 效率 (xi) 
很 低 ， 用 f(x)” 来 表示 实验 分 布 会 导致 很 大 的 误差 ， 相 应 地 极 大 似 然 估 计 站 的 方 
2009) 变 得 很 大 ， 为 了 改善 估计 精度 ， 可 将 Wi 很 大 (探测 效率 a (x) 很 低 ) 的 少数 事 
例 从 子 样 中 舍弃 ， 再 通过 上 述 方法 估计 和 vV(9). 
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长 时 间 以 来 ， 最 小 二 乘法 是 最 广泛 使 用 的 参数 估计 方法 之 一 ， 与 极 大 似 然 估 
计量 不 同 ， 最 小 二 乘法 得 到 的 估计 量 并 没有 一 般 意义 上 的 最 优 性 质 或 者 是 渐 近 的 
最 优 性 质 ， 但 是 对 于 线性 模型 ， 即 观测 值 所 服从 的 分 布 与 待 估计 参数 具有 线性 关 
系 这 一 类 经 常 遇 到 的 重要 问题 ， 最 小 二 乘法 具有 突出 的 优点 ， 最 小 二 乘 估计 量 是 
达到 最 小 方差 界 的 无 偏 估计 量 ， 并 且 这 一 性 质 与 子 样 容量 无 关 ， 同 时 ， 最 小 二 乘 
估计 量 又 与 观测 所 服从 的 总 体 分 布 无 关 ， 因 而 ， 当 总 体 分 布 的 函数 形式 并 不 严格 
知道 、 无 法 进行 极 大 似 然 估计 时 ， 运 用 最 小 二 乘法 是 十 分 方便 的 . 

下 面 我 们 首先 考虑 参数 的 线性 模型 这 种 最 简单 的 情形 ， 然 后 研究 非 线 性 模型 
的 最 小 二 乘 估计 ， 最 后 讨论 包含 约束 条 件 (线性 约束 和 一 般 约束 方程 ) 的 最 小 二 乘 
估计 间 题 . 


9.1 最 小 二 乘 原理 


最 小 二 乘 估计 的 基本 思想 可 陈述 如 下 . 
在 N 个 观测 点 Xi， 和 如，…，Xw， 通 过 测量 得 到 一 组 N 个 相互 独立 的 观测 值 
故 ， 六 ，…，yw， 相 应 的 观测 值 真 值 轧 ， 思 ，…，zv 为 未 知 ， 假 定 存在 某 个 理论 
模型 ， 可 预测 与 点 ХНУ ЖИ АЧА л, 
m = 769,815), L<N, 


该 函数 与 待 估计 的 未 知 参数 9= (9 9.) 有关 .按照 最 小 二 乘 原 理 ， 未 知 参数 9 
的 最 优 估计 值 是 使 量 


N 
Q =X Y, -mV w; (9.1.1) 
izl 


达到 极 小 (22 = 02,,) 的 参数 值 9， 式 (9.1.1) 中 的 wi; 是 第 i 个 观测 值 的 权 因 子 ， 或 


简称 为 权 ， 所 求 得 的 参数 值 3 称 为 参数 8 的 (加 权 ) 最 小 二 乘 估计 . 
可 以 看 到 , Ф Xi, X, 0, Хут, m, e, MERER X An (Y 的 真 值 ) 
的 个 别 值 ， 最 小 二 乘 估计 实际 上 是 确定 描述 变量 X 和 7 之 间 的 函数 (理论 模型 ) 


п= f(9.::: 9; X) (9.1.2) 
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中 的 参数 & = (9,---,3,}. 一 般 地 说 ,任意 两 个 变量 之 间 的 函数 关系 可 以 用 某 个 曲 
线 来 表示 ， 所 以 最 小 二 乘 估 计 有 时 也 称 为 曲线 拟 合 ， 在 许多 实际 问题 中 ， 函 数 f 
的 具体 形式 是 未 知 的 ， 因 而 恰当 地 选择 描写 变量 X 和 之 间 的 理论 模型 (函数 了/) 是 
曲线 拟 合 中 的 一 个 重要 问题 ， 而 这 往往 取决 于 研究 人 员 的 经 验 . 

式 (9.1.1) 中 的 权 因 子 wi 一 般 取 为 第 i 次 观测 的 误差 平方 (方差 ) 的 倒数 . 如 果 已 
知 各 次 观测 中 误差 相等 则 式 (9.1.1) 中 的 w 可 提 到 求 和 号 之 前 , 在 对 2? 求 极 小 时 
wi 不 起 作用 . 故 求 极 小 的 量 可 表示 为 


0 Ў -m (9.1.3) 
i=l 
Y, -表示 测量 值 对 于 真 值 的 偏离 ， 称 为 离 差 。 最 小 二 乘 估计 量 在 这 种 情形 下 通 
过 求 离 差 平方 和 的 极 小 来 求 得 . 式 (9.1.3) 称 为 等 权 最 小 二 乘 估计 ， 式 (9.1.1) 的 一 般 
最 小 二 乘 估计 则 是 通过 加 权 离 差 平 方 和 的 极 小 求 得 . 
若 各 次 观测 中 误差 虽然 不 相等 但 为 已 知 ， 则 Ог 的 表达 式 是 
2 
0? >а) (9.1.4) 
i=l i 


9; 


通常 的 情形 是 各 次 观测 中 误差 未 知 且 不 一 定 相等 ， 如 果 可 将 观测 值 考虑 为 数 
学 期 望 等 于 真 值 的 泊 松 变量 ， 由 于 其 方差 与 数学 期 望 相 等 ( 见 43 H), ог =, 


这 时 ， 


2 
g? = Ўт А (9.1.5) 
i=l ni 
当 力 是 一 个 复杂 函数 ， 为 了 计算 方便 ， 可 利用 近似 关系 o2 ху, 
24 Y, – T, š 
о). (9.1.6) 


这 称 为 简化 最 小 二 乘 估计 . 
如 果 8 的 各 次 观测 之 间 是 相关 联 的 ,其 方差 和 协 方差 由 对 称 协 方差 矩阵 V(Y) 


给 出 ， 那 么 找到 未 知 参数 9 的 最 优 估计 值 的 最 小 二 乘 原理 是 使 量 
NN 
о? = -n)(V 1) (Y, =n;) (9.1.7) 


i=l j=l 


达到 极 小 ， 这 是 最 小 二 乘法 的 最 一 般 表达 式 . 
在 以 上 这 些 @ 的 表达 式 中 ， 实 际 上 假定 了 测量 点 X 的 值 是 精确 值 ， 不 存在 
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任何 误差 ; 而 与 总 对 应 的 观测 值 Y, ЕТЕНЕ Е. ХК “ BEBE” | НЕ 
B; 疙 称 为 “应 变量 ”， 它 是 随机 变量 ， 但 对 于 X, YERERE, A 
要 的 相对 误差 比 的 相对 误差 小 得 多 , 近似 地 可 将 X ERARE, 于 是 以 上 公 
式 依然 近似 地 适用 ， 对 于 相反 的 情形 (X; 的 相对 误差 比 8 的 相对 误差 大 得 多 )， 由 
于 自 变量 X 和 应 变量 了 是 人 为 地 任意 确定 的 ， 只 需要 将 相对 误差 小 的 变量 作为 自 
变量 就 可 以 了 .观测 “点 ”X 还 可 以 代表 一 个 确定 的 小 区 间 ， 比 如 X; ~ X, + AX, , 
这 时 以 上 公式 中 的 功 应 用 三 ”fds ГАХ, 代 蔡 ， 如 果 在 此 小 区 间 内 函数 变化 不 


大 ， 则 可 用 近似 值 或 平均 值 代替; 相应 地 观测 值 已 可 采用 该 区 间 内 若干 次 观 
测 的 平均 值 . 

由 以 上 所 述 可 见 ， 参 数 的 最 小 二 乘 估计 方法 对 于 观测 所 服从 的 分 布 特性 没有 
要 求 ， 从 这 个 意义 上 来 说 ， 最 小 二 乘 估计 是 分 布 无 关 或 分 布 自由 的 ， 另 一 方面 ， 
如 果 观 测 值 服从 正 态 分 布 ， 0 的 极 小 值 Cuin 在 一 定 条 件 下 是 一 个 入 变量， 故 可 
根据 x? 分 布 的 性 质 对 观测 值 和 理论 模型 进行 统计 推断 ， 有 些 书籍 将 x? 估计 看 成 
最 小 二 乘 估计 的 同 义 语 ， 应 当 指出 ， 这 种 说 法 只 有 在 一 定 条 件 下 才 正 确 . 

可 以 证 明 ， 在 一 定 条 件 下 ， 最 小 二 乘 原理 与 极 大 似 然 原理 是 等 价 的 ， 假 定 各 
次 独立 的 观测 值 Y 是 关于 其 未 知 真 值 ОЕ, Вр У, ~N(m,o?7) ,对 于 一 组 
МАМУ = {Yi,…, Yy } ， 其 似 然 函数 


按照 极 大 似 然 原 理 ， 未 知 量 w 的 极 大 似 然 估 计 值 疯 使 得 工 成 为 极 大 ， 故 应 有 
N (Y. р ү 
5 | 


вк 9; 


= min imum 


n, =ñ, 


上 式 相当 于 最 小 二 乘 估计 式 (9.1.4)， 对 应 的 权 因子 为 w = 172. 
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如 果 式 (9.1.2) 中 的 理论 模型 了 是 参数 怠 …, 上 的 线性 函数 ， 而 且 权 因子 wi 与 
参数 无 关 ， 这 样 的 估计 问题 称 为 线性 模型 的 最 小 二 乘 估 计 . 线 性 最 小 二 乘 估计 量 
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提供 了 参数 的 严格 解 ， 而 且 具 有 理论 上 的 最 优 性 质 : 唯一 性 、 无 偏 性 和 最 小 方差 

我 们 通过 一 个 具体 例子 来 说 明 线 性 等 权 最 小 二 乘 估计 问题 . 

例 9.1 直线 拟 合 (1) 

给 定 一 组 入 对 实验 观测 值 (x1，y1)，…，(xw，yw)， 假 定 测量 误差 可 以 忽略 (或 
yi 的 测量 误差 相等 )， 要 求 找 出 最 佳 的 拟 合 直线 . 

直线 方程 可 写成 

n = 9 + 9,x, (9.2.1) 

CESK 9, 9, 的 线性 函数 ， 利 用 等 权 最 小 二 乘 估计 式 (9.1.3)， 有 


N N 
0? =) (у -ny =$; -9 - 9х). 
i=l i=l 
为 了 求 @ 的 极 小 ， 需 解 线性 方程 组 


2 N 
эй - LCDA -9)-0 
. 2 N 

F LOO -A 9,5) =0 


(9.2.2) 


式 (9.2.2) 可 改写 为 


(9.2.3) 


N N N N 
м9 +2149, =Z; , 2 я. B =). 


由 此 求 得 参数 9, 名 的 最 小 二 乘 估计 


(9.2.4) 
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924 正规 方程 


在 大 多 数 实际 问题 中 ， 观 测 点 X, 处 的 观测 值 У 具有 测量 误差 cf ， 对 于 
i=1,2,…, 误差 不 一 定 相等 ， 这 时 必须 利用 加 权 最 小 二 乘法 . 

在 线性 模型 的 情形 下 ， 理 论 模 型 的 预测 值 ; 可 表示 成 L 个 未 知 参数 的 
咏 ,…, 久 的 线性 函数 


L 
=f(9,:-, BX)= a, i=1,2,.…,N, (9.2.5) 
1=1 


На, E Хб. 091.408 ОА 


N/Yy_nY м 
> MAS alr- Fart. (9.2.6) 
i=l i і=1 О; 
为 求 得 О ЛМ, 5002/29, =0, k=1,, L, BALADE 
20° _ -2C -2)a, fr- Уа 8 )-0 k=1,.…,L (9.2.7) 
99 м “o ў СЕ Е 
该 式 可 改写 成 
N 
р = k=l, L. (9.2.8) 
l=I\i=l G; і=1 Oi 


方程 (9.2.7)、(9.2.8) 是 简单 的 等 权 直 线 拟 合 公式 (9.2.2)、(9.2.3) 的 一 般 化 形式 . 
式 (9.2.8) 称 为 工 个 参数 的 正规 方程 , 它 是 关于 工 个 未 知 参数 的 区 个 非 齐 次 线性 
方程 ， 因 而 给 出 了 工 个 参数 的 严格 、 唯 一 解 . 一般 计算 机 配备 的 软件 库 都 有 现成 的 
求解 线性 方程 组 的 子 程序 ， 由 此 容易 得 到 参数 的 最 小 二 乘 估计 9= (0... 9 } 
式 (9.2.8) 写 成 明显 的 形式 为 


= 9 Э Ea 9 нуш 9, уа , 

i=l izl O; i=l O; 

` Siz Qi24i2 4241, N, aY, 

уаз а +7 2g, +， оли Mg => Ч, (9.2.9) 
= G; 


i=l o? i=l o? 


=] i 

N N 
ара; ара; ага; a; Y. 

> i а g +5 i Қу Я, =), ал. 


i=} i i=] i i=] i i=] ©; 
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利用 和 矩阵 记号 使 问题 的 表述 更 为 明晰 、 简 单 ， 故 用 和 矩阵 记号 重新 描述 线性 最 
小 二 乘 估计 问题 .测量 值 和 理论 估计 值 7;， 力 (i=1,…, ЮЖН N 个 元 素 的 列 向 
量 ， 参 数 9,(j =1…, 万 表示 为 含 < N) 个 元 素 的 列 向 量 


ү m 4 
Y=|: 7=| : 9=| : (9.2.10) 


Yy Пу 9, 
测量 值 Y 的 协 方差 矩阵 是 一 N x N 阶 矩 阵 ， 当 观测 是 相互 独立 进行 时 ， 它 是 一 个 
对 角 和 矩阵 V . 


С 
g 
У=У(У) = (9.2.11) 
ON 
REGERE A ENH N ÍT LIERE 

а! an aiL 
dal Ao Paone (9.2.12) 

ам: AN2 ам, 


于 是 理论 模型 预期 值 的 线性 函数 式 (9.2.5) 可 表示 为 
n = АЗ. (9.2.13) 


待 求 极 小 的 量 
0? =Y -АЯ)ТУ-ЦУ - А9). (9.2.14) 


$ 2 对 于 参数 的 导数 为 0， 以 求 ОВ, 2 ПЕ 
У 30? =-2(АТУ-У -4IV-149)=0， (9.2.15) 
从 而 有 正规 方程 的 矩阵 表述 
(АТУ-1 4)9 = ATV ly. (9.2.16) 


如 果 和 矩阵 (47V-4) 是 非 奇 异 的 ， 其 行列 式 不 等 于 0， 则 可 以 求 出 它 的 逆 阵 ， 最 后 
得 到 参数 向 量 9 КЛЕН, 
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$9=(A V A ATV Y. (9.2.17) 
该 式 虽 然 是 从 观测 相互 独立 这 一 假设 直接 导出 的 ， 实 际 上 适用 于 了 的 测量 值 不 
是 相互 独立 的 一 般 情形 ， 此 时 ， 协 方差 矩阵 V(Y) 中 包含 不 等 于 0 的 非 对 角 元 素 


项 ， 式 (9.2.16) 和 式 (9.2.17) 对 应 于 式 (9.1.7) 表 示 的 一 般 最 小 二 乘 原理 的 正规 方程 和 


参数 8 的 估计 量 . 

现在 来 推导 式 (9.2.17) 给 出 的 估计 量 太 的 不 确定 性 .由 于 六 是 观测 量 Y 的 函 
数 ， 名 的 误差 显然 与 7 的 误差 相关 ， 对 式 (9.2.17) 所 示 的 多 应 用 误差 传播 的 一 般 公 
式 (3.9.15)， 得 出 了 9 的 协 方差 矩阵 


VAVTA AIVA A) АТИ. 


注意 YY) УТ), ，(47V-14) 都 是 对 称 和 矩阵 ， 即 与 其 转 置 矩阵 相同 ， 上 式 经 化 


简 后 ， 得 到 
У(9) = (АТУ 1 (Y)A) '. (9.2.18) 


在 计算 最 小 二 乘 估计 上 时， 必须 算出 矩阵 (4TV-14)( 见 式 (9.2.17))， 因 此 ， 
由 上 式 确定 外 的 误差 并 不 需要 额外 的 计算 . 
如 果 测量 值 Y 的 协 方差 矩阵 可 表示 成 


V(Y)=o”?V, (Y), (9.2.19) 

ҢҮ, (У) ея, Ж ЗЕ о? 未知 ， 由 式 (9.2.17) 可 见 ， 在 (47V 4) 和 Y- 中 
Ao 项 可 以 对 消 ， 因 此 

$=(АТУЛА) ТАТУ. (9.2.20) 


对 于 等 权 最 小 二 乘 估计 
V, ==, 


lx 为 N xN 阶 单位 矩阵 ， 上 式 进 一 步 简化 为 

8=(4T4)-14T7. (9.2.21) 
其 方差 为 

У(9) =o2(AT A) !. (9.2.22) 
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9.2.2 ”线性 最 小 二 乘 估 计量 的 性 质 


对 于 一 般 的 线性 问题 ， 方程 (9.2.17) 给 出 了 最 小 二 乘 估计 的 严格 解 ， 只 要 矩阵 
AVA 的 逆 矩 阵 存在 ， 参 数 的 最 小 二 乘 估计 就 是 唯一 的 ， 而 且 不 存在 任何 近 
似 ， 所 得 到 的 解 称 为 线性 估计 重 ， 因 为 9 是 测量 值 ? 的 线性 函数 

59 是 参数 9 的 无 偏 估 计量 ， 对 53 求 期 望 值 

Е(9) <. El(ATV А)! ATV У] = (АТУ-ТА) ATV EY) 
(9.2.23) 
= (АТУ 4) АТУ 149 = 9. 


其 中 利用 了 性 质 
E(Y)=n = АЗ. (9.2.24) 


可 见 ， 旬 的 期 望 值 正 是 参数 的 真 值 ， 因 而 式 (9.2.17) 是 参数 8 的 无 偏 估计 . 
线性 最 小 二 乘 估 计量 的 另 一 最 优 性 质 又 称 为 高 斯 -马尔 可 夫 (Gauss-Markov) 原 
理 ; 利用 观测 值 的 线性 函数 构成 参数 8 的 所 有 无 偏 估计 量 中 ， 式 (9.2.17) 所 示 的 最 
小 二 乘 估 计量 的 方差 最 小 ， 证 明 如 下 : 
设 矢量 t 是 观测 值 Y 的 线性 函数 ， 并 且 是 参数 9 的 无 偏 估 计量 ， 即 有 
t=SY (9.2.25) 


和 
E(t)= SE(Y)= $49 = 8, 


ВО А= 577. 的 协 方差 矩阵 为 
V(t) = ESY ~ 9)(SY -9)"] 
= E[(SY ~ SA9)(SY - 549)" ] 
= Е 5 (У ~ A9)(Y - A9) ST] 
= $ Е - A9XY - 49)Т IS". 
注意 到 49 是 的 期 望 值 ( 见 式 (9.2.24))， 故 有 
V(O) = 5У(Т)5Т. (9.2.26) 


该 等 式 可 改写 成 
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SVS" =[(A'V ТА) ТАТИ АТ ТА) АТИ 
+5 (АТУ А) АТУ] 
xVfS (АТУ! А) ATV ТТ. (9.2.27) 
式 (9.2.27) 中 右边 的 两 项 都 是 二 次 型 VYU ” ， 根 据 矩 阵 代数 ， 二 次 型 矩阵 的 对 角 元 


素 都 是 非 负 值 . 上 式 中 只 有 第 二 项 与 8 有 关 . 当 第 二 项 的 对 角 元 素 为 0 时 ，VY(t) = 
SV(Y)ST 的 各 对 角 元 素 达到 极 小 ， 也 有 即 参数 8 的 方差 最 小 ， 这 要 求 


S=(A'V "A) ATV. 


代入 式 (9.2.25) 得 知 ， 这 样 的 估计 量 ! 正 是 式 (9.2.17) 最 小 二 乘 估计 量 9 的 表达 式 ，; 
代入 式 (9.2.26) 得 知 ， 该 估计 量 + 的 方差 正 是 式 (9.2.18)V(9) 的 表达 式 .证 毕 . 


9.2.3 ”线性 最 小 二 乘 估计 举例 
例 92 抛物线 拟 合 
设 我 们 有 一 组 相互 独立 的 观测 值 ， 如 表 9.1 所 示 . 


表 9.1 
i 1 2 3 4 
x -0.6 -0.2 0.2 0.6 
Уд; | 5+2 3+1 5+1 8+2 


根据 对 于 观测 量 的 了 解 ，y 与 x 应 当 有 抛物 线 函 数 关系 . 因此， 问题 化 为 对 抛物 
线 方程 

FA D, 3; х) = 9 + 9,x + 9,x2 (9.2.28) 
中 参数 品 ,名 ,名 的 估计 问题 ， 理论 模型 f 是 参数 8= {3, 咏 , 员 } 的 线性 函数 ， 可 
用 线性 最 小 二 乘 估计 的 公式 . 由 观测 值 可 写 出 4x3 系数 矩阵 А ( 见 式 (9.2.12) 和 
式 (9.2.13)) 


l x x | |1 -06 (-0.6)2 
И. д |_|1 -02 (02) | 
ln G| | 02 02 

lx x| |1 0.6 06 


. 300 · 实验 物理 中 的 概率 和 统计 


测 其 值 拓 量 Y 和 对 和 角 协 方差 矩阵 则 为 
5 of 0 22 0 
2 2 
Y= 3 U y= с; Я 1 
5 Ë Gà 1? 
8 0 o2| |0 22 


对 角 阵 Y 的 逆 阵 V 容易 由 下 式 求 得 ， 

УГ =)”. 
为 了 计算 如 的 最 小 二 乘 估计 ， 根 据 式 (9.2.17)， 必 须 首先 知道 矩阵 ATV A 是 否 为 
非 奇异 矩阵 ， 写 出 4TV-14 为 


1 l l l 
АТУА=| -0.6 -02 02 06 
(-0.6)? (-0.2)? (0.2)? (0.6)? 


0.25 о 111 -0.6 (0.6)? 
1 1 -0.2 (-0.2)2 
| 1 1 0.2 0.2 
0 025] í 06 0.6? 
25 0 0.26 
= 0 026 0 


0.26 0 0.068 


该 矩阵 是 非 奇 异 的 ， 行 列 式 不 为 0， 求 得 其 逆 阵 为 


(AVA =| 0 3.85 0 


-2.54 0 24.42 


0.664 0 Я 


由 式 (9.2.17) 求 得 8 的 最 小 二 乘 估计 总 ， 
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9= (АТУ! 4) ATV Y 


a 1 
= 3.85 -0.6 -0.2 0.2 0.6 
-2.54 24.42 || 0.36 0.04 0.04 0.36 


0.25 


5 

3j 
` 5 

8 
于 是 对 于 数据 点 的 最 小 二 乘 拟 合 的 抛物 线 方程 为 

ñ= f(9; х) =3.68+3.27х+17.8152. 
8 的 误差 由 协 方差 矩阵 V(8) 表示 , ЕЛЕ НИ (ATV Ay. Q 0012845 
HEVA 的 对 角 元 素 的 平方 根 表示 ， 即 
Aĝ =0.81, AQ =1.96, AÑ, =4.94. 


由 于 协 方差 矩阵 中 存在 不 等 于 零 的 Vi3(9) ， 故 知 参数 9 与 9, 是 相关 的 .依照 
相关 系数 的 定义 ， 有 


. Va(9) -2.54 


3= = =-0.63. 
AJAL 0.81х4.94 


9193 两 个 独立 的 实验 结果 的 合并 

粒子 物理 实验 表明 ， 奇 异 粒 子 的 半 轻 子 弱 训 变 一 般 地 遵从 AS = AQ =t 选择 
规则 ，AS 、AQ 分 别 表示 衰变 前 后 强 子 的 奇异 数 变化 量 和 电荷 变化 量 ， 该 规则 表 
明 ，AS =AC =t+! 的 误 变 发 生 的 可 能 性 比较 大 ， 以 及 "介子 的 衰变 为 例 ,， 今 


БЛ (К° э n I7) 
“反应 振幅 (Ko > ГУ) 


x 值 的 大 小 反映 了 对 于 该 规则 “破坏 ”的 程度 ， 其 中 x，1，v 分 别 表示 7 介子 ， 轻 
РРР. x 是 一 个 复数 量 ， 设 其 实 部 和 虚 部 的 真 值 用 力 m 表示 .实验 4 对 
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т, т НЕЕ 
уй =0.12, уй =-0.25, 


RANI а) Е 


9» 


0.01 | 


А) — 
о (а 0.04 
实验 8 只 测量 了 nm 


yP +o? =0.01+0.08. 


求 两 个 实验 结果 的 最 佳 合并 数据 . 
该 问题 中 ， 未 知 参数 矢量 、 观 测 值 矢量 及 其 真 值 f 分 别 为 


y | [0.12 т 
А | [0.25 
пл) зр л 
т : з š 
yË 0.01 m 
观测 值 矢量 y 的 协 方差 矩阵 扩展 为 
001 -001 | 0 
-0.01 004 | 0 
V(y) = | 
мБ. Ra 
0 0 | 0.082 


FEIRE p 的 最 小 二 乘 估计 7 ИУ), 


V= (AVA = 0.0039 -0.0039 
У Ра 0.0039 0.0346 |’ 
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0.052 
0.183) 


пита 
由 协 方差 矩阵 存在 不 等 于 0 的 非 对 角 项 可 知 ， 功 与 办 相互 关联 因此, 尽管 办 的 


测量 值 只 有 一 次 y , IB n, 的 估计 值 遍 却 与 类 不 同 , 这 是 由 于 力 的 测量 值 在 两 个 
实验 中 y 5 并 不 相同 ， 而 力 与 力 存 在 相互 关联 造成 的 . 


924 ”一般 多 项 式 和 正 交 多 项 式 拟 合 
在 例 9.1 和 例 9.2 中 ,讨论 了 变量 x 的 一 次 和 二 次 多 项 式 (直线 、 抛 物 线 ) 的 最 
小 二 乘 拟 合 .但 常常 会 遇 到 zx 的 高 次 多 项 式 的 拟 合 问题 ， 即 理论 模型 可 写成 
n = 5119 (9.2.29) 
1=1 


这 里 ,办 仍然 是 参数 8 的 线性 函数 ,问题 的 求解 仍 可 沿用 9.2.2 节令 述 的 方法 和 公 
式 ， 但 当 多 项 式 告 次 增高 ， 甜 阵 求 逆 的 问题 越 来 越 复杂 ， 而 且 运 算 中 的 舍 人 误差 
导致 的 不 精确 性 也 越 来 越 严重 . 

利用 变量 x 的 正 交 多 项 式 ， 可 将 形式 如 式 (9.2.29) 的 线性 模型 重新 改写 ， 引 和 人 
正 交 多 项 式 的 好 处 在 于 能 产生 容易 求 道 阵 的 对 角 矩 阵 ， 从 而 避免 矩阵 运算 中 的 舍 
入 误差 . 

我 们 来 考虑 测量 互相 独立 、 而 且 测 量 误差 o 相同 的 情形 ， 这 时 ， 测 量 值 的 协 
方差 矩阵 及 其 道 阵 可 写 为 

у =o УЕ. 
Гед 

1 表示 N x N 阶 单位 矩阵 ， 对 式 (9.2.5) 表 示 的 线性 模型 ， 将 上 述 Y-1() 表达 式 代 
人 式 (9.2.17)， 求 得 等 权 最 小 二 乘 估计 为 


9=(АТА) ТАТУ. (9.2.30) 
设 存在 一 组 世 个 多 项 式 所 (xz) ， 它 们 是 相互 正 交 的 ， 即 满足 


N 
УЕ (я) = ди, k,l=1,2,..…,L. (9.2.31) 
i=] 


代入 线性 模型 式 (9.2.29)， 有 
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L 
т = > (х;)@, 
l=} 


其 中 四 是 工 个 新 参数 ;利用 这 些 新 参数 ， 系 数 矩 阵 4 的 元 素 为 
Ау = (АТ) = a; =&(х,). 
R АТА 的 元 素 可 写成 
N N 
(АТА) = УА) (А), =) (x)6 (x) = би , 
i=l i=l 


即 
A'A=L. 


代 人 式 (9.2.30)， 得 到 新 参数 矢量 w 的 最 小 二 乘 估计 
ф=АТУ, 

对 于 参数 矢量 的 各 分 量 ， 写 出 显著 表达 式 

N 

ô = (АТУ), = У`&(ж)у,, 1=1,2, --., L; 

i=l 

17 ó ВУНЬ EEE 
У(@) = (АТУ КУА)" = о, 


而 心 各 分 量 之 间 不 相关 联 ， 是 互相 独立 的 . 


(9.2.32) 


(9.2.33) 


(9.2.34) 


可 见 ， 在 这 种 条 件 下 ， 参 数 的 最 小 二 乘 估计 非常 容易 求 出 ， 关 键 在 于 能 找到 
满足 正 交 条 件 (9.2.31) 的 正 交 多 项 式 , 并 将 理论 模型 式 (9.2.29) 用 正 交 多 项 式 表示 为 


式 (9.2.32) 的 形式 
# 9.4 直线 拟 合 (2) 


利用 正 交 多 项 式 方法 求解 直线 拟 合 问题 . 设 有 NN 对 独立 的 实验 观测 值 (xi уп), ~", 


(ху, Ум), P yi,(i=1,…, 入 ) 有 相同 的 测量 误差 oc. 求 最 佳 的 拟 合 直线 . 


直线 的 理论 模型 现在 用 两 个 参数 o,o ЛМЕ 4 iÑ 6 (x), 6, (x) 5 


出 . Ж 


Я G) =1, é (x;) = x; — X, i=1,2,, N, 
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其 中 


ЖИ (х,) #1 &, (х;) 8 EFFE, Bp 
N 
асе, (х) =0. 
izl 

但 它们 没有 归 一 性 ， 因 为 


N 2 А 2 
УМА)? = №, УД) = - x). 
і=1 i=) 


由 此 带 来 的 与 本 节 导 出 的 公式 的 不 一 致 将 在 下 面 很 容易 地 加 以 处 理 . 
HA 20) 和 多 (发 ) 直线 的 参数 表示 是 


2 2 
т =) 60) = ayo, = ад + (xi — Я)». 
I=1 1=1 


ЯНИЕ A JE: N x 2 Е 


1 Хм -х 


由 于 归 一 条 件 不 再 成 立 ， 维 数 2x2 的 矩阵 乘积 АТА 不 再 是 单位 矩阵 


ИМ 0 
А 1 l + 1 1 x-x 
saf х х В гор У „| 
м-х 0-Х + Xy XJ: : 0 У(х-х) 
1 XN 一 无 ml 
容易 求 出 它 的 逆 阵 
м! 0 
(АТА)! = N A 
0 Р 
і=1 


因此 ， 参数 w 的 最 小 二 乘 解 为 


. 305 . 
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N 
> AN 
i=l 


@ = (АТА) И АТу = У = 
= у= | у; -Ty |. 
i=1 i=} 


i= 


N 
У - 5) | 


i=] 


通过 简单 的 代数 运算 可 知 ， 上 述 结果 与 例 9.1 相 一 致 . 
HF N 对 实验 观测 值 是 独立 地 得 到 的 ， 观 测 值 的 协 方差 矩阵 是 对 角 和 矩阵 


V(y)= oy . 
因此 ，w 的 协 方差 矩阵 为 
У(6) = (АТУ КУДА" = (о 2ATAY' 


М! 0 


0 а-ә | 


2 


如 果 利 用 通常 的 方法 (9.2.22)， 则 上 的 协 方差 矩阵 可 表示 为 


可 见 ， 利 用 正 交 多 项 式 协 方差 矩阵 是 对 角 和 抢 阵 ， 比 通常 的 方法 简单 . 


93 ” 非 线性 最 小 二 乘 估计 


现在 我 们 来 讨论 更 一 般 的 最 小 二 乘 估计 问题 : 理论 模型 f 是 待 估计 参数 8 的 
非 线性 函数 ， 在 这 种 情形 下 ， 不 可 能 如 线性 模型 那样 写 出 参数 吕 的 严格 解 ， 通 常 
利用 迭代 法 求 出 @ 的 极 小 来 寻找 站 的 近似 值 . 

在 第 十 二 章 中 我 们 将 介绍 求 函 数 极 小 值 的 一 般 方法 ; 这 里 将 引用 该 章 的 结果 
来 讨论 最 小 二 乘 估计 中 形式 为 


0? =Y -VIY -m) 
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的 极 小 化 方法 ， 在 上 式 中 ，Y 是 观测 值 矢量 ，Y(Y) 是 其 协 方差 矩阵 ，7 是 理论 模 
型 的 预测 值 ， 它 是 待 估计 参数 &={&, 包 ,…,9 } 的 非 线 性 函数 

п= f(9, X). (9.3.1) 

我 们 用 13.3.2 节 将 介绍 的 牛顿 法 求 @ 的 极 小 . 假定 在 第 v 次 迭代 后 找到 了 参 


数 98 的 一 组 比较 好 的 近似 值 
P =(9', 9%, ---,9}. (9.3.2) 


对 应 于 这 组 参数 值 的 @ 值 等 于 QC?， 我 们 希望 在 第 v+1 次 迭代 中 找到 更 好 的 近似 


на", 0848 
0: <Q? ? 


并 且 在 多 次 迭代 后 趋 近 于 Q2,， 如 12.3.2 节 所 述 ， 满 足 这 一 要 求 的 迭代 公式 是 
P = 9" -G (9) 8(9°), (9.3.3) 


其 中 g(9") 和 G(9") 分 别 是 量 O 对 于 83 的 梯度 矢量 和 二 阶 导数 矩阵 在 9=9" 处 的 
值 ， 即 


 _ 9) (9.3.4) 
"09 |. 

220°(9) 
ры 9.3.5 
; 2809 |, ади 


A ЕЕ РАНЕ REE F Chka r: 
1, 1/2 
lem р 8" -| E 
i=] 


2 是 一 个 给 定 的 小 数 ， 或 者 是 


LE. 


oeo 
如 果 Q? 是 8 的 二 次 函数 ( 即 是 参数 的 线性 函数 ), 那么 二 阶 导数 矩阵 G HE 
阵 元 是 常数 ， 与 参数 8 无 关 ， 只 需要 一 次 迭代 就 能 得 到 О? 的 严格 极 小 ,因而 8 的 
解 是 严格 的 ， 与 9.2 节 中 线性 最 小 二 乘 估计 的 结果 完全 一 致 
对 于 非 线性 模型 ， 即 f 是 8 的 非 线 性 函数 ， 最 小 二 乘 估 计量 没有 线性 模型 情 
形 下 的 最 优 性 质 ， 一 般 地 它 是 有 偏 估计 量 ， 其 方差 不 是 最 小 方差 
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例 9.5 带电 粒子 的 螺旋 线 径 迹 参数 


作为 迭代 法 求 未 知 参数 的 一 个 例子 ， 我 们 来 讨论 带电 粒子 在 均匀 、 恒 定 的 磁 
场 中 运动 轨迹 参数 的 最 小 二 乘 估计 .为 简单 起 见 ， 假 定 粒子 动量 为 常数 ， 粒 子 的 
轨迹 是 轴线 平行 于 磁场 方向 的 螺旋 线 . 待 解 的 问题 是 根据 粒子 径 迹 的 一 系列 测定 
点 坐标 来 确定 螺旋 线 参 数 的 最 优 值 . 

设 磁场 沿 着 直角 坐标 的 z 方 向 . 假定 粒子 径 迹 的 起 始点 坐标 (4, В, OWBM, 
粒子 径 迹 上 的 Е мех, У, Z), i=1, 2, =, М. 将 起 始点 (4， 
B,，O) 作 为 第 二 个 坐标 系 (X',，Y'，2Z”) 的 原点 ,Z' 轴 平 行 于 Z 轴 , Y' 轴 通过 点 (4，, В, 
O) 且 平行 于 径 迹 在 XY 平面 内 投影 的 切线 方向 (图 9.1)， 在 (X'"，Y'，2Z") 坐 标 系 中 ， 
螺旋 线 方程 可 表示 为 

x = р(соѕф – 1), y'= рѕіпф, z' = pétan 4; 
其 中 p 是 径 迹 在 XY' 平 面 中 投影 圆 弧 的 曲率 半径 ，4 是 XY 平面 与 螺旋 线 切线 之 
间 的 夹 角 ( 称 为 倾角 )， 乡 是 轨迹 在 XY 平面 上 的 投影 从 起 始点 到 某 一 测量 点 之 间 的 


圆 弧 对 于 xyz 坐标 系 原点 所 张 的 角度 ， 而 在 (X，Y, DERAH, IERT EE 
x= A+ x'cos f – у'ѕіп Д, 
у= B+ x'sin J + у'соѕ Д, 
z= C+*?', 


图 9.1 带电 粒子 在 磁场 中 的 螺旋 线 轨迹 
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其 中 B 是 X 与 X' 轴 之 间 的 夹 角 . 
对 应 于 一 组 观测 值 (Xi ,7Z,Z)，i=1l 2,…, N, 相应 的 人 轨 角 记 为 众 ， 
i=12,…,N . 可 得 到 一 组 模型 预测 的 华 标 什 x  ，》 у, G, АЯ 


x; = À + р(соѕф, – 1)соѕ В - ряш é, sin Д, 
y; = B + р(соѕф, – 1) ѕіп В+ psing cos В, pi =1,2, +, N. (9.3.6) 
z; = C + рф tan À. 
为 简单 起 见 ， 首 先 我 们 考虑 测量 误差 可 以 忽略 的 情形 ， 根 据 式 (9.1.3)， 待 求 
极 小 的 量 为 
0? =D, =) +(Y, - yi)? + (Z, -2)]. (9.3.7) 


р, BA tan4 作 为 螺旋 线 的 未 知 参数 ， 对 О? 的 极 小 化 最 易于 实现 ， 在 这 种 
情形 下 ，Q 的 梯度 矢量 8 的 分 量 8o, gp, 81 有 如 下 表达 式 ， 


202 _ -—2 2 
=—=——[(X, — x; )(x; _- А) + (У, — У, У, _- B)+(Z, = z;)(z; -C)], 


8 
P” ар P ia 
90? N 
вр =g =-2> 1-Х; Ху, - B) + - У) - А), 
В і=1 
90° __ 
я 2092 - z)h; - 
二 阶 导数 矩阵 G 的 各 个 元 素 为 
920? 2 N 
G, = р = А + (y; – B)? + (z, – С)?], 


2 N 
Сов = Ср = 221 = ху, — B) — (Y, — у); - A)], 


N 
G, =G = lO (Z; —z,)]ó, , 


920? N 
би 2х, - Ах, — А) + (Y, — ВХу, – B)] , 
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迭代 的 初始 值 tan 49, оо 和 8 可 按 如 下 方法 求 得 : 在 (XY',2Z) 坐标 系 中 ，N 
个 测定 点 到 原点 的 距离 令 为 Si(i=1,2,…,N) ,由 NN 对 (5!,2)) 作 直线 最 小 二 乘 拟 合 
所 得 的 值 可 作为 tan 入. 

曲率 半径 p 和 角度 B 的 初 值 20 和 10 ， 可 对 通过 测定 点 在 XY 平面 上 投影 值 
(X,,Y,) 的 圆 作 线性 最 小 二 乘 拟 合 求 出 ， 圆 的 方程 可 表示 为 


(х-А)? +(у- В)? + 2а(х– А) + 26(у– В) =0, 


参数 a,b 的 估计 值 给 出 20 80, 


ро = (4? +62)", В = arctan(Ë / á). 
测定 点 的 方位 角 多 可 表示 为 
Y -(В-һ) | 
= arctan 一 一 一 一- =1,2,…, М. 
$ ха | 


НЕ 00, Д0, лапд0, ， 可 按 一 阶 导数 矢量 和 二 阶 导 数 和 矩阵 8 ，G 的 
表达 式 求 出 8" G°, НКА ЗО З.З) ИИН о, 2’, tand. Ш 
复 和 迭代 下 去 ， 直 到 获得 О? 的 满意 的 极 小 值 为 止 . 

在 实际 问题 中 , 径 迹 起 始点 (4, B，C) 为 已 知 这 一 假定 并 不 一 定 能 满足 . 因此 ， 
我 们 容许 坐标 4，B，C 变化 ， 这 样 ， 螺 旋 线 的 待 估计 参数 可 以 取 为 4，C，p，A， 
tan A BR В, С, р, В, tand, А ВЯ С 的 初始 值 可 选 为 第 一 个 测定 点 的 坐 
标 值 , p 和 的 初始 值 的 确定 与 前 面 描述 的 方法 相同 , 但 此 时 需 对 投影 圆 作 待 估计 
参数 的 非 线性 最 小 二 乘 拟 合 . 

更 为 一 般 的 情况 是 ， 粒 子 径 迹 上 各 点 位 置 的 测定 值 存在 一 定 的 误差 AX;， 
ЛҮ, AZ; ， 而 且 它们 之 间 存 在 相互 关联 ， 这 样 ， 要 利用 式 (9.1.7) 关 于 Q 的 一 般 
性 公式 来 求 极 小 ， 相 应 的 公式 也 就 更 为 复杂 ， 这 里 不 再 介绍 ， 求 得 螺旋 线 参数 
的 最 小 二 乘 估计 值 之 后 ， 可 以 根据 这 些 估计 的 参数 值 求 得 与 原来 N 个 测量 点 相 
对 应 的 测量 拟 合 值 . 由 于 原 测定 值 存在 测定 误差 ， 而 这 些 拟 合 值 是 通过 О? 的 极 
小 化 求 得 的 ， 可 以 认为 拟 合 值 较 之 原 测量 值 更 接近 于 真 值 ， 因 此 ， 也 可 称 为 优 
化 测量 值 . 


例 9.6 ИЕН 


在 粒子 物理 的 正 负 电子 对 挤 实 验 中 ， 往 往 利用 螺旋 管 磁场 ， 带 电 粒 子 作 螺旋 
线 运动 、 粒 子 轨迹 通过 粒子 击 中 探测 器 (漂移 室 、 多 丝 正比 室 ) 的 位 置 来 确定 .这 
些 探 测 器 的 安排 一 般 沿 z (磁场 ) 方 向 测量 误差 较 大 ， 而 击 中 点 的 x，y 坐标 测量 误 
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差 很 小 . 因此 , 粒子 寻 迹 主要 依 束 于 从 许多 击 中 点 的 x，y 坐标 来 拟 合 出 螺旋 线 径 
迹 在 x，? 平面 上 的 投影 圆 弧 . 


设 圆 弧 径 迹 的 圆心 坐标 为 品 ,名 ， 半 径 为 负 ， 这 是 要 求 的 三 个 未 知 参数 ， 利 
用 探测 器 测量 到 粒子 径 迹 的 М 个 击 中 点 坐标 为 (x;, y;),i=1,2,…, N ， 半 径 的 “ 测 
ВИН” стек 
п = [(8 -х,)? +(% -yy 2, i=1,2,.…,N. 
各 击 中 点 坐标 独立 地 测定 ， 故 当 iz# j 时 ，o(#) 与 o(7)) 相互 独立 .根据 误差 传播 
法 则 ，o(n) 可由，y 的 测量 误差 o(x;)，o(y,) 表示 


2 (nY 2 әү Әп On 
с wm-| 本 C (x,)+ ду, CO (у) +2 ax, Oy, соу(х;, у;) 


l 
= [9758 - x)? чо - y)? 
+ 2(8 – x;)(9, - y,)cov(x,, y;)], (9.3.8) 


其 中 cov(x;, y;) E Xi» У; 之 间 的 协 方差. 
按照 最 小 二 乘 原 理 ， 使 


2 
0?(9) = Е 1) ; (9.3.9) 


і=] 


达到 极 小 的 参数 值 避 = (入 ,名 ,页 ) 即 是 它 的 最 优 拟 合 值 ， 一 般 地 ， 该 О? 函数 的 极 


小 化 不 能 解析 地 求 得 ， 而 需求 助 于 迭代 方法 (第 十 三 章 ). 
下 面 对 击 中 点 位 置 的 两 种 测定 方法 分 别 进行 讨论 : 


(1) 每 个 击 中 点 的 x，y 坐标 独立 地 测定 . 
每 个 击 中 点 的 两 个 坐标 值 x, yi 相互 独立 地 测定 ， 并 且 测 定 误差 相同 ， 即 


а(х) = o(y,)= c, i=1,2,.…,N. 
此 时 ，Q?(9) 函数 简化 为 
N 
OLESNO 
С iz] 


由 于 常数 o” 在 求 极 小 时 不 起 作用 ， 故 Q*(9) 可 表示 成 


2 N 2 N 2 
COX B-r => в - -9+0,-87]. 0310 
і=1 і=1 
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该 式 比 式 (9.3.9) 简 单 了 许多 ， 但 由 于 存在 平方 根 项 ， 仍 然 需 用 迭代 方法 求解 .如 
果 考 虑 函数 

0? (9) = ў 8 - №), (9.3.11) 


i=1 


EO (9) T 9,,9,, 9, 的 偏 导数 等 于 零 ， 以 求 它 的 极 小 


20° аў х -9HR - (х; – 9)? - (у; -9,)2)=0 (9.3.12) 
09 各” Ы | ü 
20” -他 -HAUR (х – 9) -O - 9,2)=0 (9.3.13) 
28, = 和 Yi í я =%, Ке 
20? аач 0 9) - O - 9) =0 (9.3.14) 
оа аа Е 


这 三 个 联 立 的 三 次 方程 组 初 看 起 来 难以 求解 .但 式 (9.3.14) 表 明 ， 在 Q? (9) 的 极 小 
值 处 有 


N 
DR - (x – 9) - (у: 5) )}=0, 


і=1 


这 时 式 (9.3.12)、(9.3.13) 可 化 简 为 %, 包 , 岛 的 二 次 方程 
$18 -G; - 9) - (y, -%)} 
i=l 


N 
=D xN - 9 -R-X -y +28x +2% y;}=0, 


i=1 
N 
> y 19; — (a; -8)? — (y, -9)?} 
i=] 
N 
= y [9 -Я-Я-№-у+28х +268,y,) = 0. 
i=} 


由 式 (9.3.14) 还 可 求 得 


2 oo 1) 2, №2 
8292—92 Трк Èy заў а-аа). (9.3.15) 
= i= і=1 і=1 
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代入 以 上 两 式 ， 整 理 后 得 
aQ +69, =c, а'9 + b'9, =с', 
其 中 


b'= у 1»). 


i=l 


5 "Ўй 154 ра РУ | 


i=l =] i=l 


і=1 i=l i=l 


2 Ера wÈ (5) (9.3.16) 


由 此 立即 得 到 参数 外, 9, 的 估计 


8 = ст % = A EPE (9.3.17) 
RRAR(9.3.15), RIRH Š, ВИН. 
上 述 结果 可 进一步 简化 ， 作 坐标 平移 
x; = X; + x, y; =Y, + y, 

其 中 

Е Е. __ 14 

x 2,9 y Syo” 
则 有 


fE x-y fl X-Y 坐标 系 中 ， 圆 弧 径 迹 的 圆心 和 半径 分 别 是 久 , 9, GAMA, 5, 3, 
故 有 
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将 这 些 表达 式 代入 式 (9.3.16) 与 式 (9.3.17)， 即 得 


Â =Х+ х+9, 
â B? — АВ' Я 
a-  BC-AC'__ y 
=y+ = y+ 
Ко 


其 中 


1 N N 
с- [хи +} 


i=l i=l 
这 些 式 子 的 计算 量 比 式 (9.3.10)~(9.3.17) 要 小 得 多 . 
H TR Q? (9) 极 小 得 到 的 参数 估计 完全 是 解析 运算 ， 故 比 通 常 的 0?(9) 极 小 
化 ( 见 式 (9.3.10)) 的 迭代 解法 速度 快 得 多 ， 另 一 方面 ， 这 两 者 有 如 下 联系 ， 令 ór = 
п-%, ， 于 是 
07(9)= у-у -218- -(% +87} P 


= $28.51 +(ón)?] = ARY (Sn) 
і=1 і=1 


-423 1-9), 


i=1 


РЕ Ө, > ón АНИ F, ВОЗ НЕВЕ ЕЖИК, A 


0? (9) =492Q2(9). 
这 样 , Ж Q? (9) 的 极 小 是 与 求 2?(8) 的 极 小 是 相当 的 ,而且 @2 (9) 可 由 下 式 求 得 : 
02, (8) = с a 


(2) 每 个 击 中 点 的 p, 4 坐标 独立 地 测定 . 
正 负电 子 对 挤 实 验 中 普遍 使 用 轴线 相同 、 半 径 不 同 的 多 层 圆柱 面 漂移 室 ， 它 
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所 测量 的 是 粒子 径 迹 在 各 层 圆柱 探测 面 上 击 中 点 的 ро, ó 坐标 ， 而 且 两 者 相互 独立 
( 见 图 9.2)， 设 测量 标准 误差 为 co 和 cy ， 这 相当 于 用 ро, p 两 个 相互 独立 的 随机 变 


量 来 描述 击 中 点 的 位 置 . 


击 中 点 在 xy 平面 上 的 投影 


图 9.2 粒子 螺旋 线 轨迹 击 中 多 层 圆柱 面 漂移 室 ， 击 中 点 在 雹 平面 上 的 投影 
极 坐标 可 方便 地 转换 为 直角 坐标 
x= рсо$ф, y= рѕіпф. 


由 (Xx,，y) 构 成 的 随机 向 量 Z 和 (p, Ф) 构成 的 随机 向 量 U ИУ ЗЕЕ РЕЈЕС, 
由 误差 传播 公式 给 出 


4 V, 
其 中 
дх ах 
с 0 -psi 
v=| 7 | s= др 98 [2 | 
0 с ду ду sing pcosø 
др 9$ 


因此 
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с? =V, = със cos G+osp’ sin? ф, 


ay =V, = съ sin? ф+афр? cos? é, 
cov(x, y)=V,, =V,, = (02 -o4p 2)ѕіпфсоѕф. 
代 人 式 (9.3.8)、(9.3.9), 190209), ERARO O 的 极 小 ， 即 得 出 参数 8 的 
最 优 拟 合 . 
94 最 小 二 乘 拟 合 


941 测量 拟 合 值 和 残 差 
本 章 前 面 各 节 阐 明了 如 何 应 用 最 小 二 乘 原理 从 个 测量 点 入 ={X1,…, Хы} 
的 观测 值 Y = (У, ---, Yy 确定 未 知 参数 9 = {01,…, 0,}(L< NN) 的 估计 值 ， 其 中 参数 
9 不 可 直接 测量 ， 而 是 通过 某 个 确定 的 函数 与 观测 量 Y 的 真 值 发 生 联系 ( 见 9.1 
节 ) 
п; = f(9, X;). (9.4.1) 
特别 对 于 线性 模型 ， 有 ( 见 式 (9.2.13)) 
n = A9. 
测量 值 Y 与 真 值 之 差 定义 为 测量 误差 e ， 
==У-п, (9.4.2) 
表达 式 (9.1.7) 可 改写 为 
Q =Y -m VIY -) =e Ve. (9.4.3) 
最 小 二 乘 原 理 表示 ， 参 数 9048 9 T 0? 求 极 小 求 得 ， 因 此 О? 的 极 小 值 可 
表示 为 
Qin =[Y -DTV У - 709). 
对 2 的 极 小 化 求 得 的 尹 的 估计 值 六 = 7(8)， 称 为 测量 拟 合 值 ， 可 以 认为 ， 它 比 存 


在 测量 误差 的 原 观测 值 Y 更 接近 真 值 了 
最 小 二 乘 估计 的 残 差 二 定义 为 原 观测 值 了 5316186 22 
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&=Y 一介， (9.4.4) 


于 是 Q? 的 极 小 值 O2 可 表示 为 加 权 残 差 平方 和 
Oia =E= (У -0 V (Y - 0. (9.4.5) 
HE HM 225EREV(Y) 具有 常数 乘 因 子 ac2 Bh 
V(Y)=o”V,(Y), 


定义 量 Q2, 为 残 差 平方 和 
QY =, (9.4.6) 


TAR, 02. 502. 有 简单 的 关系 
02 =0 О. (9.4.7) 


.对 于 9.2 节 所 叙述 的 线性 最 小 二 乘 估计 问题 ， 显 然 测 量 值 Z 的 拟 合 量 闻 及 其 


协 方差 矩阵 可 表示 为 
ñ= 49 = ACAV A ТАТУ, 


(9.4.8) 
Ү(ф) = ACAV TA'AT. 
ОЕ УЖО, 和 О? 可 表示 为 
Q2n = (Y - AÑ)" V! (Y - А), (9.4.9) 
Q? =Q, +(9-8)Т АТУ-14(9 - 9). (9.4.10) 
残 差 & 可 表示 为 
ê= De = (1, – А(АТУ ТА) АТУ "E. (9.4.11) 


我 们 来 证 明 最 后 一 个 公式 .应 用 式 (9.4.4)、(9.2.13)、(9.4.2) 和 式 (9.4.9)， 得 
ë=Y-ñ=(A9+8)-A(AV "А AV (A9+8) 
= А9 + – А(АТУ A AVAS -ACTV AJ АТУ 
=А9+5-А9- А(АТУТ'А) ATV "5 
= (1 - А(АТУ А) ATV le. 


证 毕 . 
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当 各 测量 点 的 观测 相互 独立 ， 而 且 测量 误差 c 相同 的 情形 ， 测 量 的 协 方差 矩 
阵 为 V(Y)=o?1,， 如 线性 模型 利用 正 交 多 项 式 台 (x) 改写 ( 见 9.2.4 节 )， 待 估计 参 
数 令 为 w={@,…, w;} ， 则 容易 证 明 ， 残 差 平方 和 有 简单 的 形式 


Р N 
02, =) Y - Уор = ҮТҮ -%'%. (9.4.12) 


在 许多 问题 中 ， 未 知 参数 本 身 就 是 可 测量 的 ， 但 测量 具有 一 定 的 误差 ， 如 
例 9.3 的 情况 ， 这 时 ， 观 测 值 Y 及 其 协 方差 矩阵 VY(Y) 可 以 作为 待 估计 参数 7 E (Ë 
及 其 协 方差 窍 阵 的 初步 估计 .把 ?作为 未 知 参数 ， 式 (9.4.2)~(9.4.8) 仍 然 适用 . 

例 9.7 直线 拟 合 (3) 


给 定 一 组 N 对 相互 独立 的 实验 观测 值 (x1，y1),…, (xw，yw) ， 攻 的 测量 误差 
Oi, i=1,2,.…,N. BE x, У y, KRE n, RJ, BZ £ 


N =A +9, 


求 最 优 拟 合 参数 总 ,页 及 其 误差 ， 以 及 测量 值 y; AMAR 7, iB 
本 问题 中 理论 模型 表示 为 


7= 49, 
故 系数 矩阵 为 
| х 
>|. ® 
1 хұ 
由 yy; 测量 独立 性 和 测量 误差 知 
с? 0 
22 
Ү(Ү) = š 
0 oh 


H 9.2.1 节 的 加 权 最 小 二 乘法 ， 本 问题 的 解 如 式 (9.2.17) 和 式 (9.2.18) 给 出 


- 319. 
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(АТУ 1А)! 


(9) 


~ 


V 


其 中 


a 


参数 估计 值 8 则 是 


测量 点 У; 的 拟 合 值 


该 拟 合 量 方 的 协 方差 矩阵 由 式 (9.4.8) 知 


АТ 


(9) 


)=A(ATV AJ ТАТ = АУ 


Я 


( 


у 


) 的 对 角 元 素 ， 即 y ИЗДАНИЯ, 的 方差 为 


ñ 


计算 结果 表明 ，V( 
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当 从 点 碟 处 的 测量 拟 合 值 雇 (i=1,2,…, М) 外 推 到 x; =0 处 的 测量 拟 合 值 方 HER 
准 误差 有 简单 的 表达 式 


9.4.2 ”线性 模型 中 o? 的 估计 


在 9.2.1 节 里 我 们 已 经 指出 ， 为 了 求 得 线性 最 小 二 乘 问题 中 未 知 参数 的 解 ， 
如 果 测 量 值 Y 的 协 方差 矩阵 可 表示 成 


У(У) =о7У, (У), 


其 中 o ?是 未 知 的 常数 乘 因 子 , 那么 只 需要 知道 W 就 可 以 了 ( 见 式 (9.2.20)). 但 是 要 
找 出 估计 值 & 的 协 方差 V( 加 ， 就 必须 知道 VY(Y) ( 见 式 (9.2.18)). 

然而 ， 在 只 了 解 VW(7) 的 情形 下 ， 我 们 可 以 从 残 差 平 方 和 @2i 来 估计 未 知 的 
он, ATREVO 的 近似 表达 式 ， 以 得 到 页 的 协 方差 矩阵 . 

我 们 来 证 明 ， 量 

S? =Q? AN - L) (9.4.13) 

是 ”的 无 偏 估计 . 这 里 N 是 观测 数 , 工 是 待 估计 参数 的 个 数 , 这 样 就 可 以 将 5? 作 
为 o 的 估计 值 . 

首先 ， 就 测量 具有 相同 误差 并 且 相 互 独立 这 种 最 简单 的 情况 证 明 式 (9.4.13). 


这 种 情形 下 ， 有 
У) = сы. 


代入 式 (9.4.11), 得 


E+ DEXXX 
HRE D ERSTER, ЖЕ 


于 是 残 差 平 方 和 变 成 


, N 
Qrin =ê" Iné =(De)" (De) = 8" De = Die?) +> Буве}. 
=) 


{= 
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已 经 假定 测量 是 相互 独立 的 ， 所 以 
Е(Е;ё,) = 0, iz j. 


РЖ, ХОР, RAMEN, Уре, 这 一 项 的 贡献 等 于 0， 


iz j 
, N N 
E(Q2i) = 2р Dje? J = o°) Di =o?trD. 
і=1 i=l 
符号 trD RIRE D 的 迹 ( 对 角 元 素 之 和 )， 由 D 的 定义 得 知 
ир=и( 1») -tr{(A(ATA) АТ} 
= (1) - ЩАТА(АТ А)" } 
=tr(Iv)—tr(l,)=N-L. 
故 
E(O2 )=a2(N - D. 


注意 到 无 偏 估计 量 的 定义 式 (7.3.1)，Q2,/(N - 工 是 o? 的 无 偏 估计 量 . 
现在 再 就 测量 误差 互 不 相等 、 测 量 不 相 独 立 的 一 般 情 形 证 明 式 (9.4.13). 这 时 ， 
残 差 平方 和 可 写成 


О = 701 = (рету (De) = (рту; D)s, 


其 中 
D=ly – АКАТА) АТИ. 


该 矩阵 有 如 下 性 质 ; 
р"у;р=Ұ;'р= рту. 


由 协 方差 的 定义 E(&i))=V ,车 G 为 与 YY) 维 数 相同 的 NxN 和 矩阵， 那么 有 
м 


N М N 
E(s!G8)= Е [чан =2.>. 651, =tr(VG). 


i=l j=l i=l j=l 
利用 上 面 这 两 个 公式 ， 残 差 平 方 和 的 期 望 值 为 
E(Oxin) = E(ëTV;!ë)= Efe" (DTV D)e} = E{eTV7LD6} 


= (УУ; р) = o?tr(V,V; D) = o?trD; 
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i trD=tr[[v) -tr{(A(A Vs AAT) 
=N-tr{A' Vs AA V A) 
=N-tr[l,)=N - L. 
因此 ， 有 
ЕО) =М-Г. 
证 毕 . 


9.4.3 正 态 性 假设 ， 自 由 度 


在 9.2.2 节 已 经 证 明 , 对 于 线性 模型 , 最 小 二 乘 估 计 给 出 了 参数 9 的 无 偏 、 最 
小 方差 估计 量 ， 在 9.4.2 节 又 给 出 了 o 的 无 偏 估计 量 5*( 见 式 (9.4.13))， 推 导 这 些 
性 质 时 引入 的 唯一 假定 是 测量 误差 < 的 期 望 值 ELe) = 0 ， 而 与 测量 值 的 具体 分 布 


EK. 因此， 线性 模型 的 最 小 二 乘 估计 量 的 这 些 性 质 是 分 布 自由 的 . 
现在 我 们 假定 ， 测 量 误差 的 各 分 量 &,i=1,2,…, М 是 相互 独立 的 ， 并 服从 均 


值 为 0、 方 差 o2 的 正 态 分 布 ， 这 等 价 于 NN 个 测量 值 Y 相互 独立 ， 并 且 是 均值 7 ， 
TEC HESAN. A, O 的 表达 式 可 写成 ( 见 式 (9.1.4)) 


N у _» 2 y 
o= y n) _ |. (9.4.14) 


CÈ N 个 独立 的 标准 正 态 变量 的 平方 和 ， 因 而 是 自由 度 М 的 好 变量 ( 见 
式 (4.14.14)). 

但 是 参数 的 真 值 是 未 知 的 .我 们 可 以 通过 求 О 的 极 小 值 2; 得 到 力 的 估 
Нл, КЛОН ЗЕ A 


к-а 
о’. => [ий (2) | (9.4.15) 
可 以 证 明 , 在 包含 工 个 独立 参数 的 线性 模型 中 , 利用 个 独立 测量 7 的 正 态 假 设 ， 
Q2 可 表示 为 (N - 攻 个 相互 独立 的 标准 正 态 变量 的 平方 和 ， 于 是 QI E B HE 
N -LH g E zN - D. 

如 果 L 个 未 知 参 数 不 独 立 ， 而 由 K 个 线性 方程 相互 关联 ， 则 独立 参数 只 有 
L-K, ERP On R& N-(L- K) hyri, НОР, ВА ХМ - L+ K) 
分 布 ， 因此， 不论 是 否 存在 参数 的 约束 方程 ， 线 性 模型 中 Caxin 的 自由 度数 总 是 等 
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于 独立 测量 个 数 与 独立 参数 个 数 之 差 . 
对 于 N 次 测量 不 独立 的 一 般 情形 ， 只 要 测量 值 是 多 维 正 态 变量 ， 即 测量 误差 
£ =Y -n 是 均值 为 0 的 多 维 正 态 变量 , 并 且 存 在 非 奇 异 (行列 式 不 为 0) 的 协 方差 矩 
阵 V(Y) ， 则 可 以 证 明 ， 加 权 平方 和 
Ола ау -AWV (Y, - 8) (9.4.16) 
i=] j=1 
对 于 工 个 参数 、 存 在 到 个 约束 的 线性 模型 将 是 自由 度 N -L+K 的 Xx? 变量 . 
需要 强调 指出 , 以 上 这 些 结论 仅 适用 于 参数 的 线性 模型 对 于 非 线性 模型 ， 
如 9.3 节 所 述 ， 最 小 二 乘 估计 是 有 偏 估计 量 ， 方 差 也 不 是 最 小 可 能 的 方差 ， 它 
的 Q2; 的 严格 分 布 是 未 知 的 . 但 是 可 以 证 明 , 当 N 值 很 大 时 , CH 02 МАЕ T 22 


分 布 . 
9.4.4 WERE 


9.4.3 ПЕНН, ЧН У 服从 正 态 分 布 时 , 加 权 残 差 平方 和 @2i, E 
ХУ, 这 一 事实 具有 重要 的 实际 意义 .这 意味 着 , 利用 最 小 二 乘法 进行 参数 
估计 得 出 的 32i 值 定量 地 表征 了 拟 合 量 六 和 测量 值 了 之 间 的 整体 一 致 性 ， 换 句 
话说 ，Q2;, RIET HARRE. 

由 式 (9.4.16) 可 见 ， 如 果 测 量 值 与 拟 合 值 完全 相同 ， 则 O2i 等 于 0， 由 于 存在 
测量 误差 se, 实际 上 0%, 不 可 能 等 于 0. 但 若 理论 模型 正确 地 描述 了 测量 值 了 的 
真 值 与 参数 9 、 自 变量 天 之 间 的 函数 关系 ， 那 么 02i 应 当 合理 地 小 ， 这 表示 拟 
合 优 度 较 好 ; 反之 ， 过 高 的 02, 值 显然 反映 了 理论 模型 与 测量 值 之 间 存在 明显 
的 差别 ， 两 者 的 一 致 性 很 差 ， 即 拟 合 优 度 差 . 

假定 我 们 处 理 的 是 包含 v 个 自由 度 的 问题 ，Q2;, ММУ, ХЕ 
应 的 ?概率 PP; 为 


Pa. = j: flu;v)du =1— F(Q; v), (9.4.17) 


其 中 РО; V) 是 自由 度 v 的 累积 x? 分 布 函 数 . 对 于 一 组 特定 的 观测 值 Y， 利 用 
最 小 二 乘法 求 得 其 Crin N Oain 由 上 式 求 出 其 对 应 的 已 : . 显然 较 小 的 P,, (СК 
№ Оли, ) 对 应 于 较 差 的 拟 合 ， 而 较 大 的 已; (小 的 Qi ) 对 应 于 较 好 的 拟 合 ， 因 此 ， 


最 小 二 乘法 中 的 理论 模型 和 对 观测 值 的 正 态 假设 是 否 正确 地 反映 了 的 分 布 ， 取 
АР 值 (相应 地 Crin 值 ) 的 大 小 ,大 致 地 说 ， 当 @mis 与 自由 度数 v 接 近 , 或 比 
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大 出 不 多 ， 拟 合 是 比较 好 的 .从 观测 值 求 得 的 2; 提供 了 关于 未 知 参数 估计 
值 的 拟 合 优 度 ， 这 是 最 小 二 乘法 的 特点 ， 其 他 的 参数 估计 方法 则 不 能 提供 这 种 
可 能 性 . 

由 于 任意 连续 随机 变量 的 累积 分 布 函数 服从 [0, 1] 区 间 的 均匀 分 布 ( 见 4.7 节 )， 
因而 由 式 (9.4.17) 知 ，P, 也 应 当 服 从 相同 的 分 布 ， 利 用 这 一 性 质 可 以 对 测量 的 正 


态 性 假设 或 最 小 二 乘 估 计 中 的 理论 模型 的 合理 性 作出 推断 ， 对 于 多 组 Y 测量 值 ， 
求 出 其 对 应 的 已 ; ПЗЕ P a 不 服从 [0, 1] 区 间 的 近似 均匀 分 布 , 那么 有 理由 怀疑 测 
量 值 不 服从 正 态 分 布 ， 或 者 理论 模型 不 恰当 ， 或 者 两 者 兼 而 有 之 ， 这 时 需 作 适 当 
的 修正 , 例如 ，P,; 在 [0, 1] 区 间 0.5~1 内 出 现 较 高 的 密度 , 可 能 反映 了 测量 值 Y 的 
误差 o 取得 过 大 ， 而 P, 集中 于 0-05 区 域 ， 则 可 能 是 取得 过 小 的 表现 . 

当 利用 О2, 作为 拟 合 优 度 时 ， 应 当 注意 到 一 种 在 实际 测量 中 不 太 少见 的 情 
况 ， 有 时 C2i 非 预想 地 大 ， 但 如 检查 一 下 全 部 N 个 测量 点 的 残 差 8 会 发 现 ， 大 部 
分 点 的 残 差 全 数值 比较 小 而 且 接 近 ， 只 有 个 别 点 的 残 差 瑟 例外 地 大 ， 因 而 对 C2i 
的 贡献 很 大 ， 使 得 Q2;, 的 值 超过 了 容许 的 水 平 ， 在 这 种 情况 ， 首 先 应 当 考 虑 检查 
这 个 别 实验 点 数据 的 可 靠 性 ， 而 不 是 简单 地 否定 最 小 二 乘 估计 中 采用 的 假设 和 理 
论 模型 ， 有 时 对 数据 的 检查 会 立即 发 现 这 个 别 点 的 数据 由 于 某 种 原因 是 错误 的 ， 


改正 这 一 错误 或 合 弃 这 一 错误 数据 即 得 到 满意 的 拟 合 . 
各 测量 点 数据 的 合理 性 可 用 如 下 方法 来 检查 ， 设 观测 值 },i=1,2,…,N 相互 


独立 ， 那 么 对 于 每 个 观测 点 
á _ 1-0 
ol) о(&)' 


i=1,2,,N , (9.4.18) 


БСВ Y WI 8 У, ХУРДА 7, RZAD, HF N 次 独立 的 测量 值 
Y Yas Уу 和 线性 佑 计 问 题 ， 我 们 有 


a’ (ê) =V, (Y - ñ) 
=V; (¥)-2cov(Y, 9); +V) 


=V,(Y)—-V, (f). (9.4.19) 
于 是 Zi 可 表示 成 
Ре Г. (9.4.20) 
М2) о) 


2(9.4.20) 9 АЕ БЕН + Y, A 0, E IERI2C ЕН. 预期 Z; 的 分 布 
非常 接近 于 标准 正 态 函 数 N(0, 1). 对 于 一 组 特定 的 测量 作 最 小 二 乘 估 计 ， 如 果 大 
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多 数 测量 点 的 Qi; 相互 接近 ， 而 个 别 测量 点 2, 相差 甚 远 ， 则 可 以 合理 地 认为 ， 最 小 
二 乘 估计 的 理论 模型 是 对 测量 值 的 正确 描述 ， 而 个 别 2, 值 例外 的 点 远离 了 模型 的 
预测 ， 很 可 能 该 测量 值 是 不 正确 的 . 

如 果 对 一 个 特定 的 测量 点 作 多 次 观测 ， 求 得 的 2, 的 分 布 比 NO, 1) ARENG 
多 ， 则 该 测量 点 的 误差 到 可 能 选 得 过 小 (或 过 大 ); ШЖ 2, 的 平均 值 不 等 于 零 ， 则 
反映 了 该 点 的 观测 值 7 可 能 有 系统 的 偏差 . 


95 ”最 小 二 乘法 应 用 于 直方 图 数据 


在 许多 实际 问题 中 ， 在 对 参数 进行 估计 之 前 ， 测 量 数据 往往 已 按照 某 种 分 类 
方式 作 了 归并 和 分 组 ， 例 如， 测量 数据 以 直方 图 的 形式 表示 . 

设 随 机 变量 X (表示 一 维 或 多 维 变量 ) 的 取 值 域 按 某 种 方式 划分 为 N 个 互 不 相 
FEFK, HHn WW X, X... X, 中 落 人 第 i 个 子 区 域内 的 个 数 记 为 
п. 对 于 X 是 一 维 变量 的 情形 ， 这 就 构成 了 一 维 直方 图 形 的 数据 ， 当 XX 是 S 维 变 
М, n НУ N 个 S 维 子 体积 (不 一 定 是 S 维 超 立 方 体 ) 内 的 计数 值 ， 在 6.4 节 中 
已 经 说 明 ,我 们 用 直方 图 数据 这 一 名 称 来 表示 这 类 广泛 意义 上 的 数据 表示 方法 . 第 


八 章 极 大 似 然 法 中 8.7 节 所 指 的 直方 图 数据 亦 应 作 如 此 理解 . 
假定 我 们 知道 一 个 观测 落 在 第 i 子 区 间 的 概率 是 未 知 参数 9= {多 ,…, 9, ) 64 


数 ，p; = pi:(9). 若是 连续 变量 ，p; 可 由 关 的 概率 密度 在 i 子 区 间 Ax, 上 的 积分 
求 得 . 当 共 有 nn 次 观测 ，i 子 区 间 内 的 观测 数 的 理论 频数 为 


f:(9)=np,(9), (9.5.1) 
N 
归 一 化 条 件 p, =1 要 求 
i=} 


2,7 (9) = п. (9.5.2) 


[= 
т zt- 


Ж 
ХРА па, МАУ л, 4 G =1,2,..., М) 观测 值 的 概率 服从 多 
项 分 布 ( 见 4.2 节 )， 其 协 方差 矩阵 可 表示 为 


np(l- р) -PPa ~, -pipv 
—п (1— ) ie -n 

paje Om Ma R I (9.5.3) 
—npi Py —npypy  … npy(1- ру) 


НРА ЖЕНЕ, EEV РЯ, В У|=0. 归 一 化 条 件 相 当 于 一 个 
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线性 约束 ,任意 略 去 一 个 nn( 如 nw), 余下 的 (N -了 ) 个 nn 将 是 独立 的 ， 相 应 的 协 方 
差 矩 阵 为 (W-Dx(N -1) 阶 , 记 为 V'(Y) ,可 由 V(Y) 删 去 第 NN 行 N 列 得 到 . V° (Y) 
一 般 是 非 奇 异 的 ， 于 是 对 量 
О? =Y —np) (V) (Y -np) 
М-1М-1 


= У 2 (n -np V" Dyn; пру) (9.5.4) 


i=] j=l 


求 极 小 ， 可 得 到 参数 9 的 最 小 二 乘 估计 ， 注 意 该 式 中 向 量 Y 和 REN -1 个 分 
В. AWEH, УМЕ 


Pi + p Рм Рм 
куут Ц РИ РР ” Ри (9.5.5) 
> п : : : š 
pi! ph! 5 Phat ру 
于 是 式 (9.5.4) 可 改写 为 
N-l p _ N-1N-1 
0? 1 s e np;) puki (п; —пр, (п; =npj) 
n| pi PN i=l jal 


2 N (т -np) № т; — пр; | | 
Cera А (9.5.6) 


注意 上 式 的 求 和 从 i= 1 直到 N， 该 式 与 式 (9.1.4) 形 式 相同 ， 其 中 办 =np,, Vnp; 对 
应 于 观测 误差 o;, 这 相当 于 将 n FERA пр, 的 泊 松 变量 ， 由 式 (9.5.1), 立即 有 


N in fy 
Py m. 09.5.7) 


ФО? 对 参数 {中 ,…, 9, 的 导数 等 于 零 ， 可 求 出 8 的 最 小 二 乘 估计 
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2 м _ f} 
a _, nat, aA? 0. jn 938) 
99 alfi 2 р 199 


该 方程 组 解析 求解 通常 相当 困难 ， 因 此 需 利用 第 十 二 章 介 绍 的 数值 极 小 化 方法 求 


得 参数 的 最 小 二 乘 估计 值 . 
当 观 测 总 事例 数 n 充分 大 ， 每 个 子 区 间 内 的 理论 频数 fi 不 太 小 时 ， 应 有 
и -Л/Л<1, 因此 , 式 (9.5.8) 方 括号 内 第 二 项 比 第 一 项 的 贡献 要 小 ， 如果 作为 近 


似 忽略 第 二 项 的 贡献 ， 则 得 到 较为 简单 的 表达 式 


Е 
00 ут Мо 1-2. (9.5.9) 
28, ii А 99 


式 (9.5.9) 的 求解 显然 比 式 (9.5.8) 容 易 得 多 . 
可 以 将 式 (9.5.7) 中 分 母 fi 用 观测 值 作为 近似 ， 于 是 有 


р. 
0? = уал (9.5.10) 


i=l ni 


用 它 来 估计 参数 5 时 ， 观 测 数据 的 统计 涨 落 的 影响 更 为 灵敏 ， 但 当 n 很 大 ， 每 
个 子 区 间 内 观测 到 的 事例 数 不 太 小 的 情形 下 ， 式 (9.5.7) 和 式 (9.5.10) 求 得 的 参数 
估计 值 是 十 分 接近 的 . 还 可 以 证 明 , 由 这 两 个 公式 求 得 的 解 具有 渐 近 的 最 优 性 质 ， 
它们 是 一 致 估计 量 ， 具 有 最 小 方差 ， 而 且 渐 近 地 服 从 正 态 分 布 吕 . 

由 于 n; 可 看 作 真 值 np, 的 泊 松 变量 ,在 n 很 大 的 极限 情形 下 ，n; 近似 地 服从 
ESSM, FEN -Ni R a-f 为 近似 的 标准 正 态 变量 .从 而 
式 (9.5.7) 所 示 的 Q 将 是 x*(N -1) 变量 ， 自 由 度 等 于 入 -1 是 因为 在 N 个 观测 值 


中 ， 归 一 化 条 件 n =n 的 存在 相当 于 一 个 线性 约束 条 件 ， 故 只 及 -1 个 观测 
i=] 


是 独立 的 . 
按照 9.4.3 节 的 讨论 ， 对 式 (9.5.7) 所 示 的 Q2 函数 求 极 小 得 到 的 Q2,, 近似 地 服 


从 X(N -1- 几 分 布 , 工 是 待 估计 的 独立 参数 的 个 数 ，Q%, 以 及 相应 的 P , 值 可 作 


为 拟 合 优 度 的 标志 . 

对 于 随机 变量 值 域 划分 为 互 不 相 容 的 М 个 子 区 间 ,， 子 区 间 数 目 、 边 界 和 大 小 如 
何 确定 没有 严格 的 方法 ， 在 许多 实验 中 ， 测 量 仪器 本 身 已 对 数据 作 了 分 组 处 理 ， 例 
如 , 为 了 测量 从 某 一 中 心 点 飞 出 的 各 个 方向 的 粒子 ,可 以 围绕 该 中 心 点 在 4r 立体 角 
内 布置 多 个 粒子 探测 器 ， 每 个 粒子 探测 器 所 占 的 空间 立体 角 就 是 对 粒子 飞 出 方向 的 
自然 划分 . 如 果 这 种 划分 没有 事先 给 定 ,一 般 可 以 通过 两 种 方式 来 进行 :中 等 宽度 (对 
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多 维 随机 变量 是 等 体积 ) 方 式 一 变量 取 值 域 剖 分 为 等 宽度 的 N 个 子 区 间 . 如 果 取 
值 域 为 无 穷 ， 可 对 观测 到 的 数据 所 对 应 的 变量 值 域 作 等 宽度 划分 ，@ 等 概率 方式 
一 一 变量 取 值 域 划 分 为 理论 概率 值 相 等 (1/N) 的 N 个 子 区 间 . 

H T REREH Oin 来 估计 拟 合 优 度 ,如 前 面 所 述 , (и, - Л) АА, 或 (mn; - Д/Д 
应 近似 于 标准 正 态 变量 ， 这 样 ， 每 个 子 区 间 内 的 观测 数 必须 足够 大 ， 通 常 应 
该 有 n>5， 如 果 自 由 度 v 比较 大 ， 如 v >6 ,利用 等 宽度 划分 ， 一 个 或 两 个 子 区 
间 内 的 观测 频数 可 容许 小 于 5 而 不 至 于 严重 影响 正 态 性 假设 ， 变 量 X 取 值 域 
的 上 下 两 端 尾部 的 概率 一 般 比 较 小 ， 在 这 些 区 域 常 常 将 子 区 间 取 得 比较 宽 ， 以 
获得 足够 大 的 观测 频数 n,， 此 外 ， 在 确定 子 区 间 的 划分 时 ， 还 应 考虑 到 计算 的 


方便 . 
例 9.8 反 质 子 极 化 实验 (2) 


我 们 用 8.4.3 节 中 利用 极 大 似 然 法 讨论 过 的 反 质 子 极 化 的 例子 来 说 明 直 方 图 
数据 的 最 小 二 乘法 处 理 . 

假定 观测 到 个 双 散 射 事例 ， 两 次 散射 平面 的 法 线 间 夹 角 为 G6 , 令 x=cosy ， 
x 的 取 值 域 为 [-1, 1], 将 x 取 值 域 剖 分 为 N 个子 区 间 , 第 i 区 间 (x 值 为 x 一 x + Ах,) 
内 包含 个 双 散 射 事例 .已 经 知道 + 的 概率 密度 为 


f)= 10 +an, 
а 为 待 估计 参数 ， 第 i 区 间 中 的 理论 频数 由 f(x) fE х, — х, + Ах, 中 的 积分 求 得 


T+Ax ] 
f =} 二 (1+ ax)dx = па, + ba), 
x, 2 I 了 


利用 式 (9.5.7) 表 示 的 Q? 求 a 的 最 小 二 乘 估计 , 必须 解 方程 组 (9.5.8) 或 (9.5.9). 将 
上 述 fi 的 表达 式 代 人 ， 得 到 的 是 参数 a 的 2N 次 和 N 次 方程 ， 难 以 用 解析 方法 求 
解 ， 因 此 ， 参 数 估计 值 & 及 其 误差 必须 用 第 十 二 章 的 数值 极 小 化 方法 求 出 . 

但 车 利用 式 (9.5.10) 的 @? 表示 作 最 小 二 乘 估计 ， 则 有 


N În. —n(a, + bay 
g = yana tb (9.5.11) 


i=l i 


HJ 407 /da =0 求 得 参数 a 的 估计 值 
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м p, "40 
А РЭС п J 
&=— ВА (9.5.12) 
n Уа 
i=l "li 
利用 估计 值 4 ，Q@? 可 表示 为 
2,2 
Q? =Q а-а? (9.5.13) 
i=l i 


这 是 一 个 关于 参数 a 的 二 次 (抛物 线 ) 函 数 ， 由 9.9.1 节 的 讨论 将 知道 ， 式 (9.5.13) 
右边 第 二 项 中 (a - а) 项 的 系数 正 是 参数 估计 值 人 方差 的 倒数 ， 因 此 ，@ 的 误差 
的 公式 为 


м 2X12 
ла -1 b | . (9.5.14) 
і=1 H; 


例 9.9 粒子 角 动 量 分 析 (1) 


设 有 如 下 粒子 反应 : 


n+N>N+B 
(9.5.15) 


Ta 十 TD ， 


其 中 , N 分 别 表示 介子 和 核子 , В 表示 自 旋 整 数 的 玻 色 子 . B 只 是 一 个 中 间 态 ， 
很 快 训 变 为 两 个 r 介子 .该 反应 可 观测 到 的 产物 是 N，r。 和 xz ， 但 我 们 可 通过 对 
粒子 末 态 的 研究 来 推定 B 的 存在 及 它 的 某 些 性 质 .方法 之 一 是 测量 粒子 B 的 静止 
系统 ( 即 x, 和 m, 总 动量 等 于 0 的 系统 ) 中 n, B n, 的 角 分 布 . 

设 J 为 粒子 B 的 自 旋 角 动 量 , 豪 变 角 = (9 从 定义 为 妃 粒 子 静 止 系统 中 粒 
子 飞行 方向 与 B 的 自 旋 量 子 轴 的 夹 角 ， 按 照 量子 力学 的 一 般 原理 ， 衰 变 角 分 布 
WCD) 可 写成 球 谐 函 数 Y”(cos9,g) 的 线性 和 

j=2J m=+j 


И (12) = jcosg.p)= У > с„Үу'(с059, Ф). (9.5.16) 
]=0,2,4,... т=-ј 


该 式 只 包含 j ЗИ, ARRAREN 7 的 玻 色 子 В Мт 
时 , 角 分 布 是 cos9 ИВА, RAKKE 27. 9.5.16) ЖЖ с „НХ 
了 待 估计 的 一 组 未 知 参数 . 对 于 一 定 的 了 值 , 式 中 的 双 求 和 号 共 包含 (2J +1)(J +1) 
项 ， 因 此 ， 参 数 向 量 e 的 元 素 个 数 也 是 (2J + D(V +). 它们 并 不 都 是 独立 参数 ， 


. 330 · 实验 物理 中 的 概率 和 统计 


因为 尚 需 满 足 归 一 化 条 件 
J "ао zi: (9.5.17) 


在 式 (9.5.15) 所 示 的 反应 中 ,zs An, EH В 粒子 衰变 而 来 , AE, (п, + mp) Ж 


统 的 不 变质 量 与 粒子 В 的 质量 一 致 ， 在 实际 测量 中 ， 由 于 存在 着 测量 误差 ， 只 要 
(п. + Tp) 系统 的 不 变质 量 落 在 В 粒子 质量 附近 的 一 个 区 域内 ， 就 可 能 是 一 个 式 
(9.5.15) 所 示 的 事例 ， 现 假定 共 测 到 个 这 样 的 事例 .将 4r 立体 角 空 间 划 分 为 N 
个 互 不 相 容 的 立体 角 元 AQ2 ， 一 个 事例 落 人 АО 中 的 概率 是 


p;(C) =| WDA = У bafo YAN,  i=1,2,,N, (9.5.18) 
í j. m i 


对 下 标 j,m 的 求 和 遍及 (2J +007 +1) 种 组 合 。 于 是 n 个 事例 中 落 和 立体 角 元 A 人 2 
的 理论 预测 事例 数 f(C) 为 

f,(C)=np,(c), i=1,2,.…,N, (9.5.19) 
而 观测 到 的 事例 数 是 


Y={n,n,,.…, nw}, 
而 且 必 然 有 
N N 
Ув = 2 fi(e)=n. (9.5.20) 


将 ,的 这 些 值 代入 式 (9.5.7) 或 式 (9.5.10) 的 0? 表达 式 ， 并 解 方 程 组 


2 
29 = 0, 1=0,2,...,2/, m=-j,-(j-1)}--,j-l, j, 
С 


ja 
就 得 到 e 的 估计 值 ， 求 解 方程 组 都 需要 利用 第 十 二 章 的 数值 极 小 化 方法 . 

在 实际 实验 测量 中 , 确定 系数 cm 值 可 用 于 不 同 的 目的 . 首先 , 如 果 粒 子 B 
的 自 旋 7 为 未 知 ， 可 通过 系数 cm 的 研究 来 确定 ， 从 最 低 可 能 的 自 旋 值 开始 逐 
渐 增 大 , 如 7 =1,2,3,.-., 计算 出 相应 的 参数 值 60,62,68,.… ,j=0,2,…, 2/ ， 
m=-j sj; 以 及 对 应 的 拟 合 优 度 Oin (1), Orin (2), Oin (3), ---. "4 J 到 达 某 个 
НАЛ Л = J max 以 后 ,7 再 继续 增 大 其 拟 合 优 度 Orin (I > J mar) HER EE Qin (O mar) 有 
明显 的 改善 ， 所 有 的 j > 2Jmu 的 系数 cm 接近 于 零 ， 这样 Л 就 确定 了 玻 色 


子 8 的 自 旋 值 的 下 限 ， 换 句 话说， 反应 (9.5.15) 中 的 В 如 果 存 在 ， 它 的 自 旋 角 
动量 J> Joax RZ, 如 果 反 应 中 B 的 自 旋 J 已 经 知道 , 那么 系数 6 的 数值 可 
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以 给 出 下 粒子 产生 过 程 的 信息 ， 从 而 检验 这 一 产生 过 程 的 物理 模型 ， 此 外 ,不 
同 лт М ЖЖ С и 的 行为 有 时 提供 了 在 系统 的 某 个 质量 区 内 存在 一 个 以 上 的 共 


振 的 证 据 . 
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迄今 为 止 ， 本 章 各 节 的 讨论 是 基于 如 下 的 假设 ; 最 小 二 乘法 中 采用 的 理论 模 
型 直接 描述 了 实验 观测 的 真 值 ， 事 实 上 ， 实 验 观测 得 到 的 分 布 一 一 实验 分 布 ( 见 
4.17 节 的 讨论 ) 与 理论 模型 往往 有 所 不 同 , 一般 要 考虑 两 种 修正 . 一 种 是 测量 的 随 
机 误差 导致 的 畸变 ; 另 一 种 是 探测 仪器 的 探测 效率 的 修正 .前 者 可 由 测量 的 实验 
分 辨 函 数 对 理论 模型 进行 修正 得 到 “修正 ”理论 模型 ,然后 与 观测 值 作 直接 比较 . 后 
者 可 通过 两 种 途径 加 以 处 理 : 

(1) 严格 方法 ， 如 果 对 于 被 观测 量 的 整个 可 能 取 值 区 间 探 测 效 率 的 函数 形式 
都 为 已 知 ， 并 且 可 对 理论 模型 作 修正 写 出 “修正 ”理论 模型 ， 则 可 直接 与 观测 值 
比较 . 

(2) 近似 方法 ， 如果 (1) 的 条 件 不 满足 ， 则 只 能 采用 近似 方法 ， 即 对 每 个 观测 
到 的 事例 ， 指 定 不 同 的 权 因 子 ， 修 改 原始 观测 值 后 再 与 理论 模型 比较 .对 第 i 个 
观测 事例 ， 其 权 因 子 W 等 于 探测 到 该 事例 的 探测 效率 的 倒数 ， 换 句 话 说 ， 如 果 在 
探测 效率 e 时， 观测 到 一 个 事例 ， 则 当 探 测 效 率 是 100% 时 ， 实际 应 存在 W 个 事 
例 ， 后 者 才 可 与 理论 模型 作 比 较 . 

显然 ， 只 要 理论 模型 可 以 正确 地 修正 ， 得 到 的 “修正 ”理论 模型 可 与 实际 测 
量 的 数据 一 起 ， 直 接 用 前 面 各 章 描述 的 方法 作 最 小 二 乘 估计 .事实 上 ， 最 小 二 乘 
法 对 理论 模型 的 唯一 重要 限制 是 : 理论 模型 的 预期 值 与 观测 值 的 期 望 值 应 当 一 
致 、 如 果 原 理论 模型 满足 这 一 要 求 , 那么 “修正 ”理论 模型 同样 满足 这 一 要 求 . 但 
若 利用 近似 方法 ， 参 数 的 最 小 二 乘 估计 就 出 现 一 些 问题 ， 特 别 是 求 得 参数 估计 值 
的 误差 比较 困难 . 

我 们 来 讨论 直方 图 实验 数据 ， 设 变量 X 的 取 值 域 被 划分 为 N 个 互 不 相 容 的 
子 区 间 , i 子 区 间 内 观测 到 的 事例 数 为 n; ， 理 论 模型 预期 该 子 区 间 内 的 事例 数 是 
Л. 由 于 探测 仪器 的 探测 效率 不 是 处 处 为 100%, п, Уу f, 不 能 直接 比较 . 按照 近 
似 方 法 ， 如 果 探 测 效率 为 100%， 那 么 i 子 区 间 内 观测 到 的 事例 数 不 是 n; ， 而 应 


当 是 
n! - W, , (9.6.1) 


W, Jë í 子 区 间 中 事例 j 的 探测 效率 的 倒数 对照 式 (9.5.7) 和 式 (9.5.10)， 可 以 通 
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, 2 
o= y = f) (9.6.2) 


N ' 2 
0? = yw Л (9.6.3) 
i=l i 


求 极 小 ， 得 到 未 知 参数 的 最 小 二 乘 估计 .如 果 有 Е) = 请， 并 且 正 态 假定 近似 地 
аи, IMA 02, 可 以 表征 拟 合 优 度 . 

如 果 所 有 的 权 因 子 Wi 数值 不 大 ， 而 且 相 互 差别 不 大 ， 那 么 式 (9.6.2)、(9.6.3) 
求 得 的 估计 值 比较 可 靠 .经 验 表 明 ， 如 果菜 些 事例 有 很 大 的 权 因 子 值 ， 则 参数 估 
计 值 及 其 误差 不 太 可 靠 .， 在 这 种 情形 下 ， 例 弃 个 别 权 因子 值 很 大 的 事例 再 作 最 小 
二 乘 估计 可 改善 估计 值 的 可 靠 性 ， 一 般 地 说 ， 将 权 因子 大 的 事例 包含 在 内 会 增 大 
估计 值 的 误差 ( 见 9.4.4 节 的 讨论 )， 

最 后 ， 我 们 提 一 下 处 理 探测 效率 的 介 于 严格 方法 和 近似 方法 之 间 的 途径 . Е 
的 基本 思想 是 : 观测 值 保持 不 变 ， 而 “修正 ”理论 模型 对 i 子 区 间 内 的 事例 数 户 
用 原理 论 模 型 预期 值 f; 乘 上 i 子 区 间 内 的 平均 探测 效率 D, 来 表示 


fi= f- D, D,=— > —. (9.6.4) 


这 样 ，Q? 的 表达 式 成 为 


2 
оў). 09.6.5) 


显然 ,引入 平均 探测 效率 本 身 就 包含 着 误差 ， 因 此 ， 用 式 (9.6.5) 的 @? 作 最 小 二 
乘 估 计 得 到 的 参数 估计 可 靠 性 不 够 好 .相对 地 说 ， 如 果 权 重 W 值 都 很 小 而 且 
接近 ， 估计 结果 比较 可 信 . 如 果 所 有 Wi 都 相等 ， 式 (9.6.5) 和 式 (9.6.2) 得 到 相同 


的 结果 . 
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在 许多 参数 估计 问题 中 ， 观 测量 的 真 值 7 = {mh,7,,…, nw} 的 各 分 量 之 间 存 在 
必须 满足 的 某 种 约束 方程 ， 而 待 估计 的 参数 与 这 些 真 值 之 间 存在 着 函数 关系 ， 实 


际 的 观测 值 由 于 存在 测量 误差 ， 因 而 只 是 近似 地 满足 约束 方程 ， 在 进行 参数 估计 
时 ,使 测量 拟 合 值 六 严格 地 满足 约束 方程 是 比较 合理 的 .因此 ， 这 种 情形 下 需要 


处 理 的 是 满足 约束 方程 的 Q? 极 小 化 问题 . 
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约束 极 小 化 问题 的 解法 有 许多 种 ,在 13.7 节 中 将 介绍 变量 代 换 法 和 罚 函 数 法 ， 
这 里 对 消去 法 和 拉 格 朗 日 乘 子 法 作 一 简短 的 讨论 . 

所 谓 消去 法 ， 是 利用 约束 方程 消去 几 个 未 知 参数 ( 即 用 其 余 未 知 参 数 来 表示 )， 
然后 由 余下 的 参数 构成 2 函数, 实行 极 小 化 后 求 得 参数 的 估计 值 .而 拉 格 朗 日 乘 
子 法 则 是 将 每 个 约束 方程 乘 上 一 个 拉 格 朗 日 乘 子 , 后 者 为 一 个 附加 的 待 估计 参数 ， 
与 原 有 参数 一 起 构成 @” 实行 极 小 化 ， 通 过 未 知 参数 的 “消去 ”或 “增加 ”， 这 两 
种 方法 都 将 约束 极 小 化 问题 化 为 无 约束 极 小 化 问题 ， 然 后 用 本 章 前 面 各 种 描述 的 
方法 作 参 数 估计 . 

我 们 先 从 两 个 简单 的 例子 着 手 ， 对 有 约束 的 这 两 种 最 小 二 乘 估计 方法 加 以 说 
明 ， 然 后 对 拉 格 朗 日 乘 子 法 作 一 般 性 的 讨论 ，. 


例 9.10 通过 固定 点 的 直线 拟 合 


设 有 N 对 测量 数据 (x;, y,),i=1,2,…, №, y; 的 测量 误差 为 0;, y, 与 ;符合 直线 
关系 ， 并 必须 通过 某 固定 点 (xo, yo) ， 求 最 佳 的 拟 合 直线 . 
直线 通过 固定 点 (xo, уо) 相当 于 一 个 约束 条 件 , 满足 该 约束 的 最 小 二 乘 估计 是 


Q (8,9,)= | а= 9-48 i =min, 


у= 9 + 90. 
ІНК, МЕЛ, ARA n| 9 表示 
Я = yo 9х0, 
RALA R), BA 
02(3,)= yD = yot hloz 


i=] Oi 


ШО) 15 FRETE, 189, 的 估计 


20°(%) №9 
=0=》 -一 
29, 2 


[y; = yo + 9,(xo — x;)](xo — х;), 


即 得 
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代入 约束 方程 ， 求 出 


Q = уо- фло. 
根据 误差 传播 法 ， 则 求 出 页 4 的 误差 
a 1 _ iya Г à 
те VÀ) = жу(8,). 


#] 9.11 三 角形 的 角 
对 一 个 三 角形 的 三 个 角 作 独立 测量 ， 得 到 的 测量 值 为 y, = 63°, у, = 34° ， 
у=85°. 测量 误差 相等 cC=1?. КЕТГАН m. m, m 的 最 小 二 乘 估计 . 
因为 三 角形 三 个 角 之 和 必须 为 180"( 约 束 条 件 )， 故 满足 约束 的 最 小 二 乘 估 
计 是 
3 ‚= П. 2 
отъ") = minimum, 
izl i 


т 


Pm -180°=0. (9.7.1) 
i=] 
首先 用 消去 法 求解 。 待 估计 参数 力 可 用 另 两 个 参数 志和 ,表示 
т =180°- m – 7, 
代入 式 (9.7.1)， 即 有 


onm = (ит) (т ? Ds -080-7 — т)? 
с с 2 


с 
= min imum. (9.7.2) 
这 就 成 为 无 约束 的 Q (т, п) КЛМ. Н 
202 
?2 ZLo 
Om Om 
容易 解 出 
arad 1° 
m РО — у) Е Š 


> e] 1° 
7 = 30180°- у; +25) 3 š 
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然后 根据 约束 方程 求 得 访 的 估计 值 
îs =180°_ ñ - ñ =843 
如 果 采 用 拉 格 朗 日 乘 子 法 ， 待 求 极 小 的 量 Q' 需 写成 


3 3 
E | а-в) (9.7.3) 


i=1 i=l 


即 等 于 无 约束 条 件 下 的 2 加 上 拉 格 朗 日 乘 子 4 与 约束 方程 函数 的 乘积 . 因为 对 于 
待 估计 参数 的 估计 值 7 , 式 (9.7.3) 右 边 第 二 项 等 于 0, 所 以 无 约束 的 CO2(7 n, m, А) 


的 极 小 化 与 有 约束 的 O h, m m) УМЕН. НН О? т, т, т, А) 对 四 
2 т.т, т, 4 作 最 小 二 乘 估计 ， 正 规 方程 变 成 


2 2 ð 2 2 
o = - o- 0=22----00- т) +24, 


д 2 д 

не , O А (9.7.4) 
0=—=-— +24, 0=—— = 2 ; -180° , 

тав (3 — Th) Эд (Èn J 


WB k= 23 т, љ.тљ18 3] А 7 


由 此 得 到 4 的 估计 


代入 式 (9.7.4) 求 出 角度 ;的 估计 值 广 
А 3 
ñ; = У; -0 Â= У; -Èn о 
i=l 


如 果 用 测量 值 六 代 人 上 式 ， 即 得 到 与 消去 法 相同 的 结果 . 

H 0, 5 У, Уо, 为 的 上 述 函数 关系 ， 应 用 误差 传播 公式 容易 写 出 估计 值 儿 的 协 
方差 矩阵 
1 
1 
1 


-1/3 2/3 -1/31. 
-1/3 -1/3 2/3 


2/3 -1/3 -1/3 
(I 1 )) =o2 


VD = -10 
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与 测量 值 的 协 方差 矩阵 V( 态 ) 相 比 ， 


HIAR, ТАНА 7, KAEVA 的 对 角 项 ) 比 原 测量 误差 小 ， 但 增加 了 非 零 的 关 


联 项 ( 非 对 角 项 ). 
现在 我 们 来 讨论 线性 约束 条 件 下 ， 线 性 最 小 二 乘 估计 的 拉 格 朗 日 乘 子 法 的 一 


ЖА. 估计 问题 可 表示 为 
0?(8) = (Y - АЗ)ТУ-ЦУ - 49) = minimum, 
B9-b=0. (9.7.5) 


其 中 第 二 个 式 子 表示 L 个 参数 8={3, 岛 ,…, 91} 的 KK 个 线性 约束 方程 ， 矢量 b 有 
КАЛЕ, 8 是 KxL 阶 和 矩阵, 其 他 符号 与 无 约束 线性 最 小 二 乘 估计 问题 中 有 相同 
的 含义 ( 见 9.2 节 ). 
引入 有 天 个 分 量 的 拉 格 朗 日 乘 子 矢量 4 = (Д, А0, --, и} , 式 (9.7.5) 代 表 的 约束 
极 小 化 问题 可 改写 为 了 + 天 个 未 知 参数 如 ={8 ,2 4=1 A RARR 
性 极 小 化 问题 
0?(9, х) = (У - АЯ)ТУ-КУ – А9) + 247(В9-Ь) 


= minimum. (9.7.6) 


SH Ull DMAE ЮВ 0, ВНЕ, НМ 
记号 可 写 为 
V Q? =-2(ATV Y – ATV 1A9)+2BTA = 0, (9.7.7) 


V.Q2=2(B9-b)=0. (9.7.8) 


这 是 L+K 个 未 知 参数 的 L+K 个 线性 方程 ， 式 (9.7.8) 正 是 约束 方程 ， 而 式 (9.7.7) 相 
当 于 无 约束 情形 中 的 式 (9.2.15)， 由 于 存在 着 约束 ， 增 加 了 含 拉 格 朗 日 乘 子 4 的 修 
正 项 ， 式 (9.7.4) 是 这 两 个 公式 的 特殊 情形 . 
引入 记号 
Cs=s4IV-4， c= 4IV-Y (9.7.9) 
上 面 两 个 式 子 可 写成 
С9+ВТА-с,  B9=b. (9.7.10) 
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如 果 С 的 逆 矩 阵 存在 ,将 式 (9.7.10) 中 的 第 一 个 式 子 左 乘 BC , 求 得 ВЯ 的 表达 式 
再 代入 第 二 个 公式 ， 则 得 到 乘 子 4 的 方程 
b+BC 'В'А = ВС ce. 
іс 
У, = ВСВ", (9.7.11) 


Vs ЖАНРЕ, BEV 存在 ， 则 拉 格 朗 日 乘 子 的 解 为 


Á=V; (BC ''c -b). (9.7.12) 
将 条 代入 式 (9.7.10) 导 出 参数 9 的 估计 
С= 816 - СВТ; (BCe - b). (9.7.13) 


式 (9.7.12)、(9.7.13) 右 边 的 所 有 和 矩阵 和 矢量 都 是 已 知 量 ， 因 而 给 出 了 线性 约束 的 线 
性 最 小 二 乘 估计 问题 的 严格 解 . 将 式 (9.7.9) 与 无 约束 问题 中 的 公式 (9.2.17) (9.2.18) 
HATUA, Сс МС 是 无 约束 条 件 下 线性 估计 问题 中 的 参数 估计 值 占 及 其 
方差 V(9) ， 式 (9.7.12)、(9.7.13) 中 的 因子 (BCG-te - b) 事实 上 代表 了 约束 问题 中 观 
WEY 对 于 约束 方程 的 偏离 程度 ( 见 例 9.8)、 约 束 条 件 下 的 参数 估计 值 引 的 表达 式 
(9.7.13) 表 明 , 它 可 以 看 成 无 约束 条 件 下 的 解 C-le 和 正比 于 对 约束 方程 的 偏离 的 修 
正 项 所 组 成 . 

从 不 和 上 的 表达 式 可 知 ， 它 们 是 观测 值 矢量 了 的 线性 函数 (注意 c 的 表达 式 
(9.7.9))， 作 期 望 值 运算 ， 有 


Е(С с) = С 'Е(с) = С АТУТЕ(Ү) = С"АТУ"49=9. 


xt ÂR 
E(Â) = ВУЗ (ВС 'с - b)])V =УЛЕ(ВС с — b) 


=V; (B9-b)=0. 
将 这 些 期 望 值 代入 式 (9.7.13)， 显 然 有 


E(Á)= 0, E(9)= 9. (9.7.14) 


这 表明 线性 约束 条 件 下 的 线性 最 小 二 乘 估计 是 无 偏 估 计 , 与 无 约束 时 的 情形 一 样 . 
由 于 多 是 测量 值 矢量 了 的 线性 函数 ， 可 以 运用 通常 的 误差 传播 法 则 来 求 点 的 
协 方差 矩阵 ， 注 意 到 e 的 表达 式 (9.7.9)， 我 们 有 
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VO)=[C"A'V -CB Va BC A V IVICA" 
-CB'Vs BC 4VY T. 
注意 Vs 的 定义 以 及 C С", Ув, ， 人 好 都 是 对 称 和 矩阵， 上 述 表达 式 可 简化 为 


V(Š = С – ВТУ BC!) 
或 

V( 包 =C--(BC-UDIVLCBC-D， (9.7.15) 
WEER, C 是 无 约束 情形 下 参数 6 的 协 方差 矩阵 ， 上 式 中 第 二 项 
(BCH Vç (BC 的 对 角 元 素 总 是 非 负 的 ， 因 此， 由 式 (9.7.15) 可 知 ， 约 束 条 件 
下 参数 上 9 的 误差 ( 即 协 方差 矩阵 的 对 角 元 素 ) 比 无 约束 条 件 下 外 的 误差 为 小 . 但 对 于 
非 对 角 元 素 一 般 不 能 作出 同样 的 结论 . 

类 似 地 可 以 证 明 ， 拉 格 朗 日 乘 子 4 的 估计 值 称 的 协 方差 矩阵 可 表示 成 


VÂ) =V5', (9.7.16) 
ПНВ 9 MRR H Улан, BD 
cov(ĝ, Â) =0. (9.7.17) 


МИНА = AŠ 及 其 误差 由 下 式 给 定 : 
N= ДС e- C ВТУ (ВС с -Ь), 


У(ф) = ACA" - ABC" V; (BCA . (9.7.18) 
其 残 差 可 表示 为 
ё=Ү -n= Ds 
= -4C 4V +4C B V; BC "AVY". (9.7.19) 
其 中 = 是 了 的 测量 误差 与 无 约束 条 件 下 对 应 的 表达 式 (9.4.11) 相 比较 ， 只 增加 了 
最 末 一 项 . 
当 各 个 测量 3,Y,,…, Yy 互 不 相关 ， 而 且 测量 误差 相等 ， 则 有 
V(Y)=o?ly , 
р 的 表达 式 可 简化 为 


Р=1у – А(АТА) A" 


+4(474) B 'IB(ATA) И ВТ! В(АТА) "АТ. 
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与 无 约束 条 件 下 的 情形 相 比 ，D 的 表达 式 增加 了 最 末 一 项 ( 见 9.4.2 节 的 讨论 )， 而 


且 这 里 加 也 是 一 个 吞 等 矩阵 ， 即 满足 
р'=р, DID=D. 


参照 9.4.2 节 的 讨论 ， 可 以 证 明 ， 不 论 测量 是 否 相互 独立 ， 量 


о 2 _ АТу-1А š 
N-L4K (Qnin =Ê V; ê RÆ FHA) 


是 ce 的 无 偏 估 计量 ， 其 中 测量 的 协 方差 矩阵 YI ) 与 c2 У, 有 如 下 关系 ; 
V(Y)=o2V,. 


过 和 天 分 别 是 独立 参数 和 独立 约束 方程 的 个 数 . 因此 , У, (Y) НИЙ o? RA, 
则 后 者 可 从 残 差 平方 和 @2 估计 . 
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本 节 讨 论 最 一 般 的 最 小 二 乘 估 计 问 题 . 

设 观测 值 向 量 为 了 = {7\,…,Yy} ， 测 量 误差 由 其 协 方差 矩阵 V(IY) 表示， 它 的 
Айл = {nh,…, ww } 是 未 知 的 待 估计 参数 . 此 外 , 还 存在 一 组 /个 不 可 直接 测量 的 
变量 = { 包 ,…,)} ,WN 个 可 测定 参数 7 和 J 个 不 可 测定 参数 & 是 相关 的 ， 满 足 一 
组 天 个 约束 方程 

f (n, ё) =0, Е=1,2,..., К. 
要 求 参 数 和 上 的 估计 值 . 
按照 最 小 二 乘 原理 ， 未 知 量 w 和 的 最 好 估计 应 使 下 式 得 以 满足 : 


Q2(m) = (У – р)ТУ (УХУ – n) = min imum, 
0, Ф) =0. (9.8.1) 


式 (9.8.1) 可 用 消去 法 求解 ， 即 利用 天 个 约束 方程 消去 K Жа, RAQ H 
对 其 余 的 N+J -个 参数 求 极 小 值 ， 这 种 方法 的 缺点 是 消去 的 KK 个 参数 是 可 以 
任意 选择 的 ， 而 当 约 束 方程 为 非 线性 时 ， 消 去 的 K 个 变量 的 不 同 选择 会 导致 估 
计 值 有 不 同 的 结果 .但 在 拉 格 朗 日 乘 子 法 中 ， 任 何 未 知 参 数 具 有 “同等 ”的 地 
立 , 即 正 规 方程 对 于 未 知 参数 有 形式 上 的 对 称 性 . 因此 , 尽管 这 种 方法 在 对 02 极 
小 化 的 过 程 中 引入 了 附加 的 未 知 参数 ( 即 拉 格 朗 日 乘 子 向 量 ), 但 在 实际 中 仍然 广 
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泛 地 使 用 . 
9.8.1 拉 格 朗 日 乘 子 法 


利用 拉 格 朗 日 乘 子 法 求解 式 (9.8.1) 的 估计 问题 ， 需 要 引入 К 个 拉 格 朗 日 乘 子 
4={4，…… 么 } ， 约 束 极 小 化 问题 于 是 可 以 重新 表述 为 无 约束 极 小 化 问题 


Q?2(n,£,4)=(Y -MVY р) +247700, E) 


= min imum. (9.8.2) 


现在 共有 N +J + 个 未 知 参数 ， 令 0 对 所 有 这 些 未知 参 数 的 偏 导数 等 于 O, 48 
到 如 下 的 一 组 方程 : 
VC =-2V Y -0)+2F7A=0 (N JE, 


VQ’ =2Е74=0 (J 个 方程 )， 
у,0° =2f(n,6)=0 (kK 个 方程 ). (9.8.3) 
HEPER E (K x N 维 ) 和 EF(K x J 维 ) 定 义 为 


ду ду 
(Е,)ы = TA (Fe)y = aE (9.8.4) 


去 掉 不 必要 的 常数 2， 式 (9.8.3) 可 重 写 为 


Vn-Y)+ EA4=0, (9.8.5) 

ЕРА =0, (9.8.6) 

f(m.2)=0. (9.8.7) 

对 于 不 存在 不 可 测量 的 未 知 参数 以 及 线性 约束 的 估计 间 题 ， 式 (9.8.5)~(9.8.7) 立 


即 简化 为 式 (9.7.10). 
一 般 情 形 下 ，N+J+ 天 个 未 知 参数 的 方程 组 (9.8.5)~(9.8.7) 必 须 用 迭代 法 求 

Ж. 假定 已 进行 了 v 次 迭代 ，N +J 了 + 个 未 知 参数 的 近似 解 表 为 7',E",4"， 相 

应 的 @? 值 用 Q?(v) 表示 .现在 的 问题 是 怎样 进行 下 一 次 迭代 ,使 得 迭代 后 的 近似 

fn Д Ekm, EA SESAO, EEO’ +1) <Q2(v) , HARRE 

断 进 行 下 去 时 收敛 向 Cnin , ATIE n, E A 的 最 小 二 乘 估 计 ， 具 体 方法 如 下 : 
EAN, £”) 对 约束 方程 (9.8.7) 作 泰勒 展开 
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v М у v+] v уя j v+l v 
E+ | (ee)+...=0, 
j DA аа) 7-р 
k=1,2,.…,K. 
作为 近似 只 取 一 次 项 ， 上 式 变 成 
нЕ т) + (Е -Ẹ")=0. (9.8.8) 
式 (9.8.5)、(9.8.6) 现 在 可 写 为 
Ир) Е)" =0, (9.8.9) 
(ЕГ) д" =0. (9.8.10) 


ЖХ ААА у CRC 318 "А FH v+ KARKAA n, 


gt A | 
№209.8.9) т”", #КЛ 9.8.8), PAREN ME 83: g 


ў" + БУ УСЕТ) А") р) ЕЕ" -2”)=0. 


1 
r= f"+E (Y -n), (9.8.11) 
S= ERY (9.8.12) 
式 (9.8.12) 可 写 为 
г РЕ" -2°) = 547+ . (9.8.13) 


显然 5 是 KxK ИХ. 57 ERROS), В’ 的 表达 式 并 代入 
式 (9.8.10)， 导 出 只 含 未 知 参数 &"+1 的 方程 


(E) Sir ЕЕ" -Ẹ")]=0. 


HARRIE E ОИЕ AREIRO.8.13), RH A! PE! , 241 的 解 代入 式 (9.8.9) 
得 .它们 依次 可 表示 为 


д Е E Е (ESE, ES № x (9.8.14) 


a = Sir + F, (g 一 此")] ， (9.8.15) 
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v+l Tav+l 
1 =Y -VETA (9.8.16) 


由 此 可 见 ， 方 程 (9.8.8)~(9.8.10) 的 求解 过 程 是 : 首先 解 出 不 可 测 的 未 知 参数 6 ， 
然后 是 拉 格 朗 日 乘 子 tr+l ， 最 后 才 是 测量 的 拟 合 值 7"*. 

在 式 (9.8.14)~(9.8.16) 的 表达 式 中 , EE E, Fr 5 和 矢量 r EEA "НЯ 
0, WH SAEF 5 应 的 道 矩阵 必须 存在 . 

利用 v+1 次 迭代 的 参数 估计 值 6" A lmt PPW Н +), У 
Q) 进行 比较 .一般 地 有 Q*(v +1) 020). 迭代 可 按照 上 述 步 怠 重复 进行 ， 直 
到 找 出 Cri 为 止 ， 很 难 给 出 已 经 达到 Оп, 的 一 般 性 收敛 判 据 ， 是 否 已 经 接近 Omin 
要 视 具体 问 题 具 体 地 确定 .通常 使 用 的 判 据 是 在 接连 两 次 迭代 中 ， 求 极 小 的 目标 
БАЖИН (02) 之 差 足够 小 ( 见 第 十 三 章 的 讨论 )， 在 我 们 的 情形 下 ， 检 查 w,¢ 估计 值 
之 差 是 否 充分 小 也 是 必要 的 . 

为 了 使 得 达到 02, 所 需 的 迭代 次 数 尽 可 能 少 ， 选 择 一 组 好 的 迭代 初始 值 
п, 十 分 重要 ， 对 于 可 测量 的 参数 ， 初 值 可 选 为 测量 值 罗 = 了 ; 对 不 可 测量 
的 未 知 参数 6 ， 初 始 值 6° T h y (UË n ) 代 入 最 容易 计算 的 约束 方程 得 到 . 

概括 起 来 ， 闪 代步 又 可 陈述 如 下 : 

(1) MEAE 70, 0; 

(2) 由 式 (9.8.11)、(9.8.12) 计 算 矢量 r MER S ; 

(3) 根据 式 (9.8.14)~(9.8.16) 计 算 E”*,4 НТ; 

(4) 按 式 (9.8.2) 计 算 Q@2(v+D=Q2(E A д"); 

(5) Ш Q) (v+) f1Q2(v) ， 根 据 某 种 判 据 ， 确 定 Q*(v+1) 是 否 为 2;, 的 满 
意 近 似 ， 若 近似 不 满意 ， 则 令 v+1-*” ， 转 向 (2) 进 行 新 的 迭代 ;否则 和 迭代 终止 ， 
пме ARASAN, E, НЕ 9.8.2 节 的 方法 计算 廊 ，& 的 协 方 
2. 02, 的 收敛 判 据 可 以 是 满足 下 列 三 个 不 等 式 : 


|0? ("+1 - 0? (| < 0, 


N 
Уо -m Зе. 
i=1 


其 中 во, Ep Ee 为 指定 的 小 正 数 . 
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可 以 证 明 ，v+1 次 迭代 的 @? 值 可 表示 为 
OV+D= A SR A уч, (9.8.17) 
其 中 矩阵 8 是 v 次 送 代 中 的 计算 值 . 这 样 , 上 述 步 又 (4) 也 可 按 该 式 计算 CO?(v+1) 


$] 9.12 V "事例 的 运动 学 分 析 (]) 
设 在 泡 室 中 观测 中 性 粒子 A9 的 衰变 


A? >p +77, 


泡 室 中 看 不 到 中 性 粒子 A? 的 径 迹 ， 只 能 看 到 它 的 衰变 粒子 (带电 粒子 )p* 和 JE 
成 的 径 迹 ， 这 两 条 径 迹 形成 英文 字母 V 形 ， 称 为 V" 事例 ， 如 图 9.3 所 示 . 


р" 


1 
I A° 
р 
1 
I 
l 
| 
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通过 径 迹 的 曲率 半径 (假定 泡 室 处 于 磁场 中 ) 求 出 了 p” 和 x 的 动量 p,, p. , IË 
fA Op, Ox 27а Pps r BENE, 以 及 这 几 个 变量 的 协 方差 矩阵 . 现在 要 求 A0 粒 
子 的 三 个 未 知 参 数 (不 可 测量 的 参数 ) 
$ = (Рл, бл, в} 


和 六 个 可 测量 的 参数 
n= (рр, 9,, 办 ， Pr， 1А Ф.) 


的 最 小 二 乘 估计 . 
按照 物理 规律 ， 误 变 过 程 必须 满足 动量 守恒 和 能 量 守恒 定律 ， 于 是 有 


fi = -PA Sin 9, cosé, + p, sin 9, cos é, + p, sin 8, cos, = 0, 


Л =-рл Sin @, Sin é, + pp sin@, sin é, + p, sin 8, sin é, = 0, 
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№ = —PA COS Š, + pp Cos 8, + p, cos 9, =0, 


А = урл +тА + | рр + m + J ps +m; = 0; 


Jr m,,m,, m RRA, pt, 的 静止 质量 ， 是 已 知 常数 ， 因 为 问题 含有 三 个 不 可 


测量 的 未 知 参数 的 四 个 约束 条 件 ， 实 际 上 独立 的 约束 条 件 只 有 一 个 ， 可 以 看 到 ， 
这 些 约 束 对 于 待 估计 的 参数 5,7 是 非 线性 的 . 
根据 式 (9.8.4) 的 定义 ,和 矩阵 瑟 (4x6 阶 ) 和 Е, (4х3 阶 ) 是 四 个 约束 函数 


fi(k =1,2,3,4) 对 可 测量 的 六 个 未 知 参数 和 不 可 测量 的 三 个 参数 5 求 偏 导数 求 
得 ， 具 体形 式 为 


ѕіп 9, соѕф -p,cos9 cost ~p,sing,sing, sin9.cosh. -р, 60$ 9, cosø, -—p,sin 9, sin é, 


ѕіп 9 sing, -р,с059 sing, p,sin9 соѕф sin 89 sing, -p,cos 9 sing, р, ѕіп 9 cos, 


F= 
F. 
cos 9, р, sin 9, 0 cos 9, p.sin 9, 0 
Д 0 0 p 0 0 
р> +m pi+m 


-sin 9, соф, pacos9\ cosd,  pasin® sin g 


Е, = 
—cos 9, -pasin 9, 0 
РА 0 0 
VPA + Тл 


为 了 进行 迭代 ， 参 数 7 的 初始 值 7? 取 为 等 于 测量 值 7? Вр 
m =Y ={p?, 90,09, ро, 90, 60}, 


代入 约束 方程 i =0, f, =0, А =0, ЖЕ EE = (ро, 90,40}. МЛ, fo f, 
KMEC 是 因为 它们 的 表达 式 比较 简单 ，6? 容易 求 出 ; f 的 表达 式 含 参数 的 根 
号 项 ， 处 理 起 来 要 麻烦 得 多 .这 样 选 定 的 10 ME 显然 使 动量 守恒 定律 得 到 满足 
(= 0 = 3 =0), 但 约束 函数 有? 则 不 一 定 等 于 0， 于 是 根据 式 (9.8.11) 将 有 矢量 
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r 的 初 值 
го = f° = (0,0, 0, f). 


利用 式 (9.8.12), HEME (07, EO КА Ep Е; , 可 求 出 矩阵 如 ,Fe 以 及 4x4 阶 矩阵 
S= ЕРУ(Ер)'. 


RE SHARES 254, 2 9.8.14)-(9.8.16) 77548 E, A,n 的 值 , 这 就 容易 求 出 
0Q”(1)， 重 复 以 上 迁 代 过 程 ， 直 到 找 出 满意 的 O WE, HEMA é, Â, 0 ВЭ] 
题 的 解 . | 

9.8.2 误差 估计 


假定 根据 上 节 描 述 的 迭代 步骤 在 第 v+1 次 迭代 后 的 未 知 参 数值 +1,&" 是 


满意 的 估计 值 ， 即 І 
=, Ё- р А 


它们 的 误差 可 利用 误差 传播 法 则 导出 ， 将 四 上 考虑 为 测量 值 了 的 函数 
j=g(Y),  Ê=hY), (9.8.18) 


函数 8 和 有 的 具体 形式 由 式 (9.8.14) 和 式 (9.8.16) 表 示 ， 如 将 其 中 的 r 用 式 (9.8.11) 代 


А, WA 
8 =Y -VE SUL - EEF SED EF STIS + ЕУ -n)), 
(9.8.19) 


ВЕ (ЕТ) SIS + E,(Y 0), 


其 中 矢量 w,6 ， 函 数 ER Е, 5 都 是 v 次 迭代 中 的 值 ， 在 把 考虑 为 Y 的 线性 
函数 的 近似 下 ， 由 误差 传播 法 则 (3.9.15) 可 导出 六 和 上 的 协 方差 矩阵 


у) = (&)у®(*). 
уф-(% koZ F (9.8.20) 


соу(й, Ê) = [ *J)a)[39) | 
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其 中 g 和 h 对 Y 的 导数 分 别 是 Mx N BEBERI J x N ЗЕРЕ. 由 式 (9.8.19) 可 直接 


dh iy -VWYETs IE, -FIST FEIS ip, FISE), 


p (9.8.21) 
wo ZS E) ESE 
引入 下 列 记号 ; 
G=ETS' E, Н= ЕТТЕ, U =F E, — 0822) 
经 过 简单 的 运算 ， 式 (9.8.20) 可 写 为 
У) =V - (С - HUH VY)), 
УФ =Ц, 
cov($,É)=-V(V)HU. (9.8.23) 


Марий, ЖАН 0 КЗ V (0) 的 对 角 元 素 ) 小 于 观测 值 
Y 的 误差 ， 同时， 即使 测量 是 相互 独立 的 ， 但 拟 合 值 之 间 也 将 是 相关 的 ， 因 为 协 


方差 矩阵 一 般 有 不 等 于 0 的 非 对 角 项 . 
利用 误差 传播 公式 还 可 证 明 , 4 У 之 间 考 虑 为 线性 近似 时 ‚5 =Y -n 


的 协 方差 矩阵 可 表示 为 
У) =ИТ)+У(Я) – 2cov(V, ñ) = УТ) -V Ñ) 


=V(Y XG- HUH" W (Y). (9.8.24) 


99 最 小 二 乘法 求 置信 区 间 


在 讨论 最 小 二 乘法 对 未 知 参 数 作 区 间 估 计 之 前 ， 首 先 回顾 -- 下 前 面 已 经 导出 
而 下 面 还 将 用 到 的 一 些 结果 . 
对 于 参数 8 的 线性 模型 ，Q? 函数 的 一 般 表 达 式 为 


0?(9) = (У - А )ТУ-КУХУ - А9). 
如 果 测 量 值 向 量 Y 的 协 方差 矩阵 V(Y ) БАНЗ 9 ЗЕ, 则 如 的 最 小 二 乘 估计 
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及 其 误差 可 表示 为 
= (АТУ AY ATV Y, VÂ = (АТА 
(参见 9.1、9.2 节 )， 而 按 式 (9.4.10)，Q? 与 加 权 残 差 平方 和 Q2;s。 有 如 下 关系 : 
0?(9)=02„+(9-9)7У-(9(9-3). (9.9.1) 


该 式 是 利用 最 小 二 乘法 确定 未 知 参数 9 置信 区 间 的 一 个 基本 关系 式 . | 

当 观 测 值 矢量 是 期 望 值 为 真 值 7 = 49 ЖЕНЕ, НА 9 СЕ 
У 的 线性 函数 ) 也 将 服从 正 态 分 布 ( 见 4.12 节 )， 这 时 式 (9.9.10) 中 的 三 个 项 C2(8) , 
O n AMO- ÂV ÂI- 9) 8 х2 ER. Ain, E 943 节 中 已 经 阐明 ， 当 观 
测 值 Y = {7i,…, Y } 之 间 相 互 独立 ，C"(8) 服从 Xx*(N) 分 布 . 若 存在 工 个 独立 的 待 
估计 参数 (参数 之 间 不 存在 约束 方程 ), ОД ~ 20У - 1); 若 参数 间 存 在 天 个 独 
立 的 线性 约束 ， 则 2 ~ ДМ - 工 + 天 ) .由 入 分 布 的 可 加 性 立即 知道 ， 在 存在 
约束 和 不 存在 约束 这 两 种 情形 下 ， 式 (9.9.1) 的 第 三 项 分 别 为 (L) M g L-K) 变 
量 ， 一 般 我 们 所 要 寻找 的 置信 区 间 是 由 QC*(9) 表面 与 


0*(9)=Q2n +a (9.9.2) 


平面 的 截 线 求 得 ,该 置信 区 间 包 含 参 数 9 真 值 的 概率 量 由 自由 度 等 于 独立 的 待 估 
计 参 数 个 数 (L 或 L-) 的 x ?分布 和 a 值 决定 ( 参 见 7.6 节 的 讨论 ). 

WERO 不 是 参数 9 的 二 次 函数 ， 例 如 ， 描 述 测量 值 真 值 的 理论 模型 不 
是 参数 2 的 线性 函数 ,或 者 测量 值 向 量 Y 的 协 方差 矩阵 V(Y) 不 独立 于 参数 如， 这 
НУ, OO) 的 严格 分 布 是 未 知 的 ， 故 利用 式 (9.9.2) 来 确定 置信 区 间 不 是 严格 正确 
的 .但 习惯 上 仍 使 用 这 种 方法 来 建立 参数 的 近似 置信 区 间 . 


9.9.1 单个 参数 的 误差 和 置信 区 间 
当 参 数 估计 问题 只 含 一 个 未 知 参数 时 , 将 @ (9 函数 在 极 小 点 2=5 作 泰 勒 展 
开 ， 由 于 在 该 点 一 阶 导 数 等 于 0， 所 以 有 


29-0 LEC] (992+... 
Q (9) = Qa +5 32 A ) 十 …， (9.9.3) 
为 了 保证 所 求 得 的 C2i EO (9) 的 极 小 值 ，Q2? 对 9 的 二 阶 导数 在 9 = 总 点 的 值 应 
大 于 0. 
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对 于 线性 最 小 二 乘 估计 问题 ,， 并且 观 测 值 的 协 方差 矩阵 等 于 常数 (与 参数 9 无 
Ж), RA O (O) 是 参数 9 的 二 次 函数 ( 见 关 于 @? 的 一 般 表 示 式 (9.1.7)), 这 时 , О? 
对 8 的 二 阶 导 数 等 于 常数 ， 泰 勒 级 数 式 (9.9.3) 中 只 包含 两 项 


420? aa 
209) = O2 pa (9- 9°. (9.9.4) 
009) = Qrin ав? kai 


这 是 关于 8 的 一 个 抛物 线 方程 .从 式 (9.9.1) 知 ， 这 时 应 有 


2 9 = 2. L 9 9 2 ` 9.9.5 
Q ( ) Qnin + V( p. ) ( ) 


-1 -1 
vô) = (E2) Z P: | | (9.9.6) 
40? Js (40 


对 于 非 线 性 最 小 二 乘 估计 问题 ， 或 者 Q2(9) 函数 不 是 严格 的 抛物 线 方程 的 一 
般 情 况 ， 仍 可 从 公式 
-1 
V(9)= Al 3 | (9.9.7) 
40? /5-5 
找到 估计 值 如 的 近似 方差 ， 只 要 式 (9.9.3) 中 的 高 次 项 很 小 ， 上 述 结 果 是 相当 好 的 
近似 . 
如 果 观 测 值 是 期 望 值 为 真 值 7 了 的 正 态 分 布 ， 可 以 通过 (严格 的 或 近似 的 ) 抛 物 
型 函数 Q”(9) 与 直线 
Q2(9)=Q2 +а (9.9.8) 
的 两 个 相交 点 来 求 出 (严格 的 或 近似 的 )9 的 置信 区 间 . а КИНА 12, 22, 32 对 应 于 
置信 概率 68.3%，95.4%，99.7%， 当 Q*(9) 是 9 的 严格 二 次 (抛物 型 ) 函 数 时 ， 这 对 
应 于 一 个 、 二 个 和 三 个 标准 差 (10, 20, 3c ) 的 置信 区 间 ， 可 以 看 到 ， 从 0? 函数 作 
区 间 估 计 与 8.6.1 节 中 讨论 的 单个 未 知 参数 的 似 然 区 间 的 确定 方法 十 分 相像 . 


992 多 个 参数 的 误差 和 置信 域 


9.9.1 节 的 讨论 可 以 直接 推广 到 多 个 参数 的 估计 问题 .将 Q*(9) 函数 在 极 小 点 
加 = 的 邻 域 作 泰 勒 展开 
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0? 
0?(9) = 02, + 二 [а (9-98, -9) + (9.9.9) 
9=9 


对 于 线性 模型 ， 在 协 方差 矩阵 V(Y ) 与 参数 8 无 关 的 条 件 下 ，@C?(8) 是 8 的 二 次 函 
Ж, 07(9) 只 含 两 项 


OD = 02, + E z) (9-9, - Š). (9.9.10) 
21 9 )9-д 
从 而 估计 值 的 协 方差 矩阵 可 表示 为 
eal 920? 
у (9) = Í 3435, |. (9.9.11) 


在 不 满足 上 述 两 项 条 件 时 ， 式 (9.9.11) 只 是 近似 地 正确 . 

在 观测 值 服 从 期 望 值 为 真 值 的 正 态 分 布 、 并 满足 上 述 两 项 条 件 这 种 最 简单 情 
形 下 ， 式 (9.9.10) 右 边 的 第 二 项 是 (L-K 变量 , 工 是 待 估计 参数 的 个 数 , 是 独 
立 的 线性 约束 方程 个 数 ， 特 别 当 只 有 两 个 独立 参数 (L- 开 =2) 时 ，@2(8) 表面 和 
一 组 平面 

0°09) = 02. +а 


(а 取 不 同 数值 ) 的 截 线 构成 一 组 同心 椭圆 , 这 组 同心 椭圆 确定 了 两 个 参数 的 联合 置 
信 域 ,该 置信 域 包 含 参 数 8 真 值 的 概率 量 由 x*(2) 和 a 的 数值 决定 . 当 a = 12.22 32 
时 ， 求 得 的 椭圆 置信 域 的 联合 置信 概率 量 为 39.3%，86.5% 和 98.9%， 这 与 8.6.3 
节 中 讨论 的 两 个 参数 的 联合 似 然 域 的 确定 方法 相似 ， 在 一 般 的 多 个 未 知 参数 的 估 
Я, 0209) 超 表面 与 

0209) =Q +a (9.9.12) 


ЖУШИЩАНХ Г #Ж 9 =9, 9.) 的 超 椭圆 联合 置信 域 ， 置 信 概 率 由 
XY L-K) 的 概率 密度 的 积分 (下 限 为 -< ,上限 为 a) 给 定 . 对 于 同样 的 a 值 , 独立 
参数 越 多 ， 对 应 的 置信 概率 越 小 ; 反之 , 要 保持 相同 的 置信 概率 ,独立 参数 越 多 ， 
a 值 就 越 大 . 

对 于 非 线性 模型 的 估计 问题 ， 置 信 区 间 仍 由 式 (9.9.12) 确 定 ， 不 论 02(9) 是 不 
是 参数 的 二 次 函数 ， 也 不 论 观测 值 是 否 服从 正 态 分 布 ， 置 信 概 率 都 可 由 相应 自由 
度 的 x” 分 布 概率 密度 积分 来 估计 (下 限 为 -oo , 上限 为 给 定 值 a, 其 中 a=1 对 应 的 
置信 域 相当 于 参数 的 标准 误差 )， BR, 这些 都 只 是 近似 的 结果 ， 近似 程 度 的 好 坏 
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БОЕ 0209) 表达 式 中 纺 高 次 项 的 大 小 ， 以 及 观测 的 分 布 对 于 正 态 的 偏离 程度 . 


9.10 协 方差 矩阵 未 知 的 多 个 实验 结果 的 合并 


如 9.1 节 所 述 ， 若 在 М 个 观测 点 X... Ху 得 到 测量 值 Y,…, Y ,相应 的 测量 
ER mo on 为 未 知 ， 假 定理 论 模型 


m = f(9,::: 9; Х,), L<N 


ПЖ ГАУ, 5 X, 的 函数 关系 ,该 函数 与 待 估计 的 未 知 参数 品 = ([9..-..9 Н, 
则 最 小 二 乘 原理 告诉 我 们 ，3 的 最 优 估计 值 是 使 量 


0? = -> -VYD (У, -7)) 
i=l j= 
ЖЭН 9. КРУС) E NARRE Y,, ---, Yy 的 协 方差 矩阵 

本 章 此 前 的 全 部 讨论 都 建立 在 协 方差 矩阵 V(P) 已 知 的 基础 之 上 . 然而 实际 情 
况 中 不 乏 只 知道 了 的 数值 、 并 知道 不 同 的 测量 值 了 ,之 间 存 在 相互 关联 ， 但 其 协 方 
差 矩阵 V(Y) 不 确切 知道 或 无 法 定量 确定 的 情况 这样， 此 前 叙述 的 方法 不 能 用 来 
求 得 未 知 参数 9 的 估计 及 其 误差 . 

本 节 将 讨论 测量 值 协 方差 矩阵 V(Y) 未 知情 形 下 估计 未 知 参数 及 其 误差 的 方 
法 .我 们 来 讨论 一 种 比较 简单 的 情形 .假定 个 实验 对 同一 个 物理 量 进行 测量 得 
到 了 WN 个 测量 值 Y + o, (i= 1…, №). 按照 惯常 的 理解 ,7 是 第 i 个 实验 对 物理 量 
的 最 优 估 计 ，Y to 确定 了 7 的 68.3% 置 信和 度 的 区 间 ， 我们 的 问题 是 怎样 从 这 N 


个 测量 结果 求 得 物理 量 及 其 误差 的 合并 估计 . 
在 这 一 问题 中 ， 观 测 值 真 值 是 一 个 数值 而 不 是 矢量 ， 而 且 它 本 身 就 是 待 


估计 的 未 知 参 数 ， 由 上 述 的 一 般 最 小 二 乘 原理 可 知 ， 这 种 情形 下 7 的 最 优 估计 
是 使 量 
м N 
о = УУК -7 У), -7 ) (9.10.1) 


i=l j=l 


达到 极 小 来 求 得 ， 其 解 为 


N Гм i 
‚$ wy] P (v м | (9.10.2) 
i, j=l 


i,j=1 


而 放 的 方差 则 为 
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N -l 
o? -| > у» (9.10.3) 


i, j= 


( 见 (9.1.7) 式 ， 注 意 此 时 仅 有 一 个 未 知 参量 7 ， 即 式 中 的 及 需 用 代替 )， 若 协 方差 
矩阵 V(Y) 已 知 ， 据 此 即 可 求 得 物理 量 及 其 方差 的 最 优 估计 方 ，cj. 

当 这 N 次 实验 测量 结果 是 相互 独立 、 不 相关 联 的 ， 协 方差 矩阵 仅 对 角 元 不 为 
0， 式 (9.10.1) 简 化 为 


N (y. _ n) 
од 2) ' (9.10.4) 
i=1 i 
n 的 最 优 估计 及 其 方差 则 为 
N 
>Y, 
jan, (9.10.5) 
>, 
i=] 
) Й 
o = ——, (9.10.6) 
2,0; 
i=l 
1 
@, = 一 (9.10.7) 


可 以 看 到 ， 这 与 利用 极 大 似 然 法 对 同一 物理 量 作 N 次 独立 观测 求 期 望 值 及 其 方差 
的 公式 (8.2.2)~(8.2.4) 完 全 相同 . 

假定 测量 值 7 是 期 望 值 7 ,方差 02 的 正 态 变量 ， 式 (9.10.4) 表 示 的 Q? 是 N-1 
个 独立 的 标准 正 态 变量 的 平方 和 (有 一 个 待定 参数 )， 因 而 是 自由 度 N-1 067 T 
E, O) KIEA N-1( 见 4.14 节 )， 可 见 ， 在 测量 值 服从 正 态 分 布 的 假设 下 ， 
量 Q?( 人 的 值 与 自由 度 N-1 的 差异 可 以 反映 不 同 测量 值 Y 之 间 的 关联 程度 ， 当 
QM) ВЯ N-1， 各 测量 值 之 间 是 相互 近似 独立 的 . 反之 , #07) 与 N-1 差别 
明显 ， 则 可 能 是 各 次 测量 报导 的 误差 ci 不 精确 ， 或 者 各 次 测量 之 间 存 在 不 可 忽略 
的 相互 关联 ， 下 面 我 们 来 讨论 后 一 种 情况 . 

即使 在 多 次 测量 存在 关联 的 情形 下 ， 式 (9.10.5) 求 得 的 参数 估计 值 虽然 不 一 定 
是 最 优 估 计 ， 但 仍然 是 7 的 一 个 有 效 估计 ， 由 于 我 们 现在 处 理 的 是 协 方差 矩阵 未 
知 的 情形 ， 无 法 用 式 (9.10.2) 求 得 7 的 精确 估计 ， 所 以 我 们 仍然 用 式 (9.10.5) 计 算 
的 估计 值 六 ， 以 下 的 讨论 集中 在 如 何 处 理 多 次 测量 存在 关联 ， 但 协 方差 矩阵 未 知 
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条 件 下 方差 с? 的 估计 问题 . 

(1) Q) >N-1 的 情形 . 

这 种 情形 对 应 于 多 次 测量 值 之 间 存 在 负 关 联 ， 即 协 方差 矩阵 的 非 对 角 和 矩阵 元 
为 负 值 ， 文 献 [56] 建 议 的 处 理 方法 是 定义 标 度 因子 


f= Qñ) (N-1), (9.10.8) 


49.10.71): ог HS КЕКВ со, 这 相当 于 将 原来 的 方差 增 大 了 上 倍 . 这 
样 得 到 的 方差 可 能 是 偏 大 的 ， 因 而 是 保守 的 ， 因 为 在 负 关联 的 情形 下 ， 式 (9.10.6) 
求 得 的 方差 值 已 经 大 于 真实 的 方差 了 ， 这 种 保守 的 处 理 是 为 了 保证 实验 结果 的 稳 
健 性 (robustness). 

(2) Q) <N-1 的 情形 . 

这 种 情形 对 应 于 多 次 测量 值 之 间 存 在 正 关联 ， 即 协 方差 矩阵 的 非 对 角 和 矩阵 元 
为 正 值 ， 这 时 用 式 (9.10.6) 求 得 的 方差 cj 可 能 比 真实 的 方差 小 ， 文 献 [57] 对 这 种 情 
况 建 议 的 处 理 方法 是 建立 一 个 等 效 的 协 方差 矩阵 C ， 其 矩阵 元 为 


G=0, CG=foo, iwj, jale N, (9.10.9) 


即 认 为 不 同 测量 之 间 的 关联 系数 同 为 正常 数 f，f 由 下 式 求 得 : 


N 
20) = 2a - ÂY; -MC Dy =N -1. (9.10.10) 
¿j= 
由 此 可 求 得 估计 量 方 的 方差 
N 
> WO 3С, 
оё = Ë . (9.10.11) 


N N N 
4 /=0, C;=0G= j), У оос, = УС, =》w,， 式 (9.10.11) 回 复 到 NN 次 独 
1 i=] 


ij= i=l 


立 测量 情况 下 оу 的 表达 式 (9.10.6) 
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皮尔 逊 引 入 的 矩 法 是 最 古老 的 估计 方法 ， 应 用 和 矩 法 求 未 知 参数 的 估计 量 直观 
而 又 简便 ， 它 不 需要 知道 总 体 的 分 布 函 数 ， 而 是 只 包含 子 样 测定 值 的 特定 函数 的 
计算 ， 矩 法 估计 量 是 一 致 估计 量 ， 但 由 于 没有 利用 总 体 的 分 布 函数 ， 矩 法 估计 量 
一 般 不 是 有 效 或 充分 估计 量 ， 虽 然 它 缺乏 理论 上 的 最 优 性 质 ， 由 于 其 易 行 性 ， 在 
某 些 问题 中 仍然 广泛 地 使 用 . 

10.1 简单 的 矩 法 

从 辛 钦 大 数 定理 知 道 (5.1 $), 若 总 体 X 有 有 限 的 数学 期 望 ECX) =u, WF 

PH SX 依 概率 收敛 于 人 这 使 我 们 可 以 设想 ， 在 利用 子 样 测 定 值 ) 对 总 体 中 
i=] 


BERRAR SIE, TARER РЕН S IK X КАТИ. 
设 Xis Xas X, 是 总 体 X 的 一 组 观测 ( 子 样 )， 总 体 X 的 概率 密度 函数 f(x19) 
中 包含 待 估计 的 未 知 参数 8= {9,---,9,}. 总体 的 r 阶 原点 矩 按 定义 为 (2.4 节 ) 


209) = |719, ғ=1,2,--., (10.1.1) 
其 中 Q, 为 变量 X 的 取 值 域 ， 而 子 样 {Xi, Xe X.) 的 各 阶 原点 矩 定义 为 (6.2 35) 


п 
Е У г=1,2,---. (10.1.2) 
nia 


KTERE NEER АЕ 889 HRO, MAEN 
值 相 等 ， 得 到 一 组 方程 


А09) = ДХ, Х), -, Хи), 
2,09) = ЛХ, X,,…， Xn), 


4,09) = A,(X,, Xas Xn). (10.1.3) 


该 方程 组 的 解 Š =Š (X,, X,,---, X.) , j=1,.…,k 称 为 参数 8 的 矩 法 估计 量 
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5={%,…,&、 因 为 有 限 阶 的 子 样 矩 不 能 包含 总 体 的 全 部 信息 ,一 般 说 来 ， 拢 法 


估计 量 不 是 总 体 的 充分 估计 量 ， 其 有 效 性 也 较 极 大 似 然 估 计量 为 差 . 
式 (10.1.2) 中 A, 是 44; 的 无 偏 估计 量 ， 因 为 


BC- 全 好 -= (10.1.4) 
п 


1=1 


与 无 偏 性 的 要 求 一 致 . 
现在 推导 A, 的 方差 


V(A,)= ЕКА, - 4,)2]= Е(Л2) – 4? 


“ея 


1 r а r r 
р +) Х, 好 | 


i=} jżi 
1 2, 32 
= In, +n(n-1)4/]- 4; , 


其 中 已 用 到 了 各 X; 之 间 的 相互 独立 性 ， 于 是 最 后 有 


V(A) =, - 42). (10.1.5) 
由 相似 的 推导 可 得 协 方差 的 表达 式 
cov(A,, A,)= Si -#,4,). (10.1.6) 
п 


显然 ， 当 r=1 时 ， 得 到 总 体 一 阶 原 点 矩 ( 即 总 体 期 望 值 ) 的 矩 法 估计 量 


而 总 体 方差 可 表示 为 ( 见 2.4 节 ) 
o (X)= = 4-4). 
所 以 它 的 矩 法 估计 量 为 
д? =A- A= TY 2 -K2, 
i=1 
而 及 的 方差 根据 式 (10.1.5) 有 
2 22 
ИО) = 104 0) = 9. 
п п п 
式 (10.1.5) 表 明 ，r 阶 子 样 矩 的 方差 与 总 体 更 高 的 2r НН. РЖ, H 
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使 子 样 容量 很 大 ， 如 果 总 体 概率 密度 有 比较 长 的 尾巴 ，V(4,) 的 值 与 4, 的 值 相 
比 仍然 不 很 小 ， 即 估计 量 的 误差 不 很 小 ， 因 此 ， 式 (10.1.3) 的 简单 矩 法 估计 在 实际 
中 使 用 不 多 . 
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对 于 总 体 X， 简 单 的 矩 法 是 利用 X 的 各 阶 子 样 矩 作为 和 的 各 阶 矩 的 估计 量 ， 
由 于 后 者 是 总 体 包含 的 未 知 参数 8 的 函数 ， 故 通过 各 阶 和 矩 与 参数 9 的 适当 变换 即 
得 到 &8 的 德 法 估计 量 ， 而 在 一 般 的 矩 法 中 ， 首 先 要 选择 总 体 天 的 一 组 适当 函数 ， 
然后 用 子 样 测定 值 构造 这 些 函 数 的 估计 量 , 通过 函数 与 待 估计 参数 8 之 间 的 变换 ， 
即 得 到 上 的 估计 量 . 由 此 可 见 ， 简 单 矩 法 是 一 般 矩 法 的 特例 . 
在 下 面 的 讨论 中 ， 变 量 x 可 以 包含 一 个 以 上 的 分 量 ( 即 x 可 以 是 矢量 )，X, 表 
示 第 i 个 事件 中 所 有 分 量 的 测量 值 . 
首先 讨论 总 体 只 含 一 个 待 估计 参数 的 情形 . 这 时 只 需 考 虑 选择 一 个 函数 
8(x). 令 总 体 概率 密度 为 f(x19) ， 则 g(x) 的 期 望 值 是 
Elg(x)] = y(9) = J: gf ald. (10.2.1) 
取 g(x) 的 子 样 平均 作为 x(9) 的 估计 量 
ZOETIG s15), (10.2.2) 
і=1 


其 方差 为 


i=ł 


хр. 
У) = (z) Ир g(X, 小 2018050), (10.2.3) 

其 中 V[g(x)] 可 代 之 以 从 子 样 得 到 的 估计 值 
V[g(x)] = 52 = L Pla) -gx . (10.2.4) 

— 1 jal 


于 是 有 
l g 一 
V()]x— a w— .)— 2 
(#) п) 21800) go), (10.2.5) 


2 
A 1 Я 1 п 
á i X, БЕ і sds 
re (Xi) by | (10.2.6) 
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这 样 ， 式 (10.2.2) 和 式 (10.2.6) 给 出 了 函数 yY(9) 及 其 方差 的 矩 法 估计 量 , 通过 参数 3 
与 7(9) 之 间 的 变换 ， 便 可 求 得 2 及 其 方差 的 矩 法 估计 量 . 

现在 假定 总 体 概率 密度 SAID PE k ARABI =19,.--,9,} ,选择 一 组 人 
个 线性 独立 的 函数 g (x), &2(х), g(x) ， 它 们 的 期 望 值 是 


Elg, 01=7,(9)= | в, f (x19)dx, r=l,-.,k. (10.2.7) 
она НРА, CHET OA 
509) 00) 0 ТЯ (10.2.8) 
РР = (7, A 中 各 分 量 之 间 的 协 方差 矩阵 元 素 ， 我 们 有 


= gys- gw [в,()-8,0| 


бах )g,(X, Ер JP ]; (10.2.9) 


~ 1) 


如 果 总 体 概率 密度 可 用 一 组 个 正 交 函数 如 (x)] 来 表示 ， 


f(x19)= +Y, (10.2.10) 
r=] 
其 中 8 是 归 一 化 常数 ， 则 矩 法 估计 变 得 十 分 简单 ， 正 交 函 数 (x) 满足 
6.006.008 = 6, r,s =1,2,.--,К, (10.2.11) 
fsadr=0, =12 (10.2.12) 


(x) 的 期 望 值 为 


Е, (= f ES Ddk 

4 (10.2.13) 

7 в], $, (х)ах + Laf é (х)&, (х)ах = 9. 
s=] 


Eie, BA o, 的 无 偏 估计 量 可 用 函数 筷 (x) 的 子 样 平均 表示 


== У(Х, га. (10.2.14) 
П izl 
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由 函数 上 (x) ЛЕЗВИЯ, 4 r= ЕЯ, Aco, 9.) =0. # 9 МЕНЕ 
近似 公式 (10.2.9) 求 得 


д ооа | r=1,2,.…,k. (102.15) 
п-п. 


如 果 半 充分 大 ， 方 括号 中 第 一 项 近似 地 等 于 1， 于 是 有 
У, (9) 252 101-0), r=1,2,.…,k, (10.2.16) 
= 
HPS E £ (x) 的 子 样 方差 . 


利用 正 交 函 数 的 另 一 个 突出 优点 表现 在 对 参数 作 区 间 估 计 十 分 方便 ， 从 中 心 
极限 定理 可 知 ， 当 nn 很 大 时 ， 有 


n x. T 9 
26 (X) n gg 
Упс, с, In 


Ниро, E $ (a) 5 T 9 МИ. 当 n 很 大 时 ， 未 知 量 ox 可 用 子 样 方差 5? 作为 近 
似 , 后 者 如 式 (10.2.16) 所 示 ， 代 入 上 式 ， 即 得 


= №0, 1), г=Ь2, ...,К, (10.2.17) 


= №(0, 1), г=1, 2, .-.,К. (10.2.18) 


因此 ， 从 观测 值 算得 点 м5 后 ， 即 可 由 标准 正 态 分 布 来 求 出 9 的 近似 置信 区 
间 ， 当 r#s，9, 与 9 之 间 是 相互 独立 的 ， 故 这 样 求 得 的 参数 89= {中 ,…, 9.} 的 各 
个 分 量 的 置信 区 间 也 是 相互 独立 的 . 


10.3 2 例 


例 101 反 质 子 极 化 实验 (3) 


在 8.4.3 节 和 9.5 节 中 已 经 分 别 用 极 大 似 然 法 和 最 小 二 乘法 讨论 了 反 质 子 极 化 
中 极 化 量 的 估计 问题 ， 这 里 用 正 交 函 数 的 矩 法 来 进行 估计 ， 两 次 散射 平面 的 法 线 
之 间 的 夹 角 乡 的 分 布 已 知 为 式 (8.4.13) 所 示 


Гоха) = 1+ acosó), —1<cosé < 1, 


其 中 待 估计 的 未 知 参数 是 w ， 它 等 于 极 化 量 РИД, BDa-=P2. 
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f(cosg1a) 的 形式 与 用 正 交 函 数 表示 的 概率 密度 式 (10.2.10) 不 同 ， 为 此 ,我 
们 引入 新 的 变量 
х=с0$ф, 29-4, a' =T- (10.3.1) 
于 是 fcospla) 可 写成 
Пома) = жа). 


ВИЖ 2(х) 满足 式 (10.2.11)、(10.2.12) 的 要 求 ,因此 ,可 直接 引用 式 (10.2.14) (10.2.16) 
的 结果 ， 得 到 cx 的 无 偏 估计 


â' = (х) ois 2 ок 
П = 2 Е 


其 方差 近似 地 等 于 
У(@’) = l аа”). 
п- 1 


根据 a 与 a' 的 关系 ， 立 即 有 
4= Y cosg, Р (10.3.2) 


і=1 


(б) 1_(3-02). (10.3.3) 
п-1 


如 果 利 用 较为 精确 的 式 (10.2.15) 来 估计 方差 ， 则 有 
人 
Е ов ф.-& } (10.3.4) 


将 这 些 结果 与 极 大 似 然 估计 值 作 一 比较 . 由 8.4.3 节 的 讨论 可 知 , 当 n 充分 大 
BJ, а 的 极 大 似 然 估 计 值 的 方差 达到 最 小 方差 界 ， 其 表达 式 由 (8.4.14) 给 出 


Е 2a? 
ne рар уй 
下 标 ML 是 极 大 似 然 法 的 缩写 ， 用 MM ЖЕН УУ, а 的 矩 法 估计 量 的 有 效 
Же(@мм) 可 表示 为 
2.20 
мам) -LÔ _ nin + 0) 1—9) 20, 


(10.3.5) 
п-1 
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当 n 充 分 大 并 且 & «1, AMA 


A 4. 
е(@мм) =1- 154 (10.3.6) 


因此 , 当 极 化 量 P(= Va) 很 小 时 , 和 矩 法 估计 量 的 有 效率 接近 于 1. 如 已 =0.1 和 0.3, 
和 矩 法 估计 量 的 有 效率 分 别 是 0.99997 和 0.998. 
Я 102 粒子 角 动 量 分 析 (2) 


在 9.5 节 中 利用 最 小 二 乘法 对 粒子 反应 
п+М№М>М№М+В 


Na +T 


中 粒子 妃 的 自 旋 角 动量 了 进行 了 分 析 ， 现 在 我 们 用 正 交 函数 的 矩 法 来 进行 讨论 . 
自 旋 为 /的 B 粒 子 衰变 为 两 个 介子 的 角 分 布 公式 如 式 (9.5.16) 所 示 ， 


j=2J m=j 
(0) = /(с089,ф)= У, > С,„Ү"(с0ѕ9, ф), 


]=0,2, 4... т=-ј 


其 中 六" 是 球 谐 函数 ， 它 有 如 下 人 性质 : 


J. Yr (OY (0)*40 = ó ó, , 
], 1700 =0, 


РАО. РЕ. YL CoS, p) 为 一 常数 Yo = я ， 故 当 J=0 时 
(0) = Сү = тә . 


为 了 满足 归 一 化 条 件 | уомо-1, 28 Са = р, ЕЙ) 
改写 为 


д] w n 
Cif D). (10.3.7) 


1 2 
№(02) = — + 
4n j=2, 4, #58 m=- j 


ЖИВ W(OQ) АНА (0.210, HAY (2) 具有 正 交 性 ， 故 可 用 
式 (10.2.14) 和 式 (10.2.16) 来 估计 参数 „ 及 其 方差 
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Cim =7" (0) = 工 》ym(cosb ,oh)， 
(10.3.8) 
VEm) 1-С), Jaziah Cy 
可 见 ， 对 系数 Cimn 的 正 交 函 数 矩 法 估计 比 9.5 节 叙 述 的 最 小 二 乘 估计 的 计算 要 容 
易 得 多 . 
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假定 利用 同一 组 正 交 函 数 在 两 个 实验 中 求 得 同样 参数 8 的 矩 法 估计 9 和 
9'”， 两 个 实验 的 事例 数 分 别 是 和 n,， 那 么 9 的 第 + 个 分 量 的 实验 合并 结果 可 


2: +m А А 
Ë 1 У х= 1.804 m д 


n +n, iz ni +m, п +n, , 


г=1,2,:-:,К. (10.3.9) 


这 正 是 两 个 实验 各 自 的 矩 法 估计 量 的 加 权 求 和 ， 其 方差 是 


l 
п +n, -1 


MB |F ЕЛЕ 28300 EETEX 3 9 ЕАН, ДЗЕН EX 
角 的 协 方差 矩阵 元 素 有 关 ， 就 不 存在 式 (10.3.9)、(10.3.10) 的 简单 关系 ， 合 并 估计 
值 及 其 误差 必须 用 更 精细 的 计算 方法 ， 例 如 ， 用 9.2.3 节 描 述 的 最 小 二 乘 途径 . 
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当 根 据 一 组 实验 数据 来 确定 一 组 未 知 参数 的 估计 值 及 其 误差 时 ， 可 以 选择 不 
同 的 参数 估计 方法 ， 例 如， 第 八 章 、 第 九 章 和 本 章 讨论 的 极 大 似 然 法 、 最 小 二 乘 
法 和 和 撼 法 .选择 哪 一 种 方法 首先 取决 于 该 方法 所 得 估计 量 的 统计 性 质 ， 第 七 章 里 
已 经 阑 明 ， 一 个 好 的 估计 量 应 有 如 下 的 一 般 统 计 性 质 : 

(1) 一 致 性 一 一 当 观测 数目 ”( 子 样 容 量 ) 增 大 时 , 由 估计 量 算得 的 估计 值 收敛 
于 参数 真 值 ; 

(2) 无 偏 性 一 一 不 论 子 样 容量 п 的 大 小 ， 估 计量 算得 的 估计 值 与 参数 真 值 不 
存在 系统 的 偏离 ; 

(3) 有 效 性 一 一 估计 量 服 从 的 分 布 对 于 它 的 期 望 值 (对 于 无 偏 估计 即 为 参数 真 
值 ) 具 有 最 小 方差; 


У(9.)= (- 92), — r=l2,k. (10.3.10) 
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(4) 充分 性 一 一 估计 量 包含 了 观测 值 对 于 未 知 参数 的 全 部 信息 . 

其 次 ,估计 方法 的 选择 还 应 考虑 到 一 些 实际 的 因素 ， 例 如 ，(a) 估 计量 的 公式 
应 当 尽 可 能 简单 、 易 行 ; (b) 所 需 的 计算 机 程序 应 当 不 太 复杂 ， 尽 可 能 利用 计算 机 
程序 库 的 现 有 程序 ， 例 如 矩阵 求 着， 函数 极 小 化 程序 大 多 现成 可 得 ; (c) 计 算 估 计 
值 所 需 的 计算 机 内 存 和 机 时 应 当 尽 可 能 节省 等 . 

估计 量 的 统计 最 优 性 质 与 实际 因素 的 考虑 在 实际 问题 中 有 时 会 互相 抵触 .必须 
根据 问题 的 要 求 来 决定 哪些 因素 放 在 优先 的 地 位 ， 从 而 选择 适当 的 参数 估计 方法 

本 节 通 过 一 个 简单 的 例子 ， 即 8.4.3、9.5 和 10.3 节 中 讨论 过 的 反 质 子 极 化 实 
验 的 模拟 数据 ， 利 用 三 种 不 同 参数 估计 方法 估计 同一 个 待定 参数 及 其 误差 ， 以 对 
这 三 种 方法 进行 比较 . 
10.4.1 反 质 子 极 化 实验 的 模拟 


在 质子 、 反 质子 双 散 射 中 ， 两 次 散射 的 散射 平面 法 线 之 间 的 夹 角 a 的 理论 分 
布 是 ( 见 式 (8.4.13)) 
Гола) = +ах) -1<х<1, (10.4.1) 


其 中 x= соѕф. 符合 这 种 理论 分 布 的 双 散 射 事 例 可 以 用 蒙特 卡 罗 方 法 ( 见 第 十 四 章 ) 
用 计算 机 进行 模拟 ， 设 > 为 [0，H 区 间 内 均匀 分 布 的 随机 数 ， 令 
соѕф, =2к –1. (10.4.2) 
对 于 给 定 的 w 值 ， 如 果 满 足 
flos 1а) = (+ас05#)> в, (10.4.3) 


那么 就 构成 一 个 模拟 “事例 ”， 该 “事例 ”的 cosg 测量 值 如 式 (10.4.2) 所 示 . 

对 于 两 个 a 值 : a=0.09( 极 化 量 P=Va =0.3) 和 a=0.25(P=0.5) 各 产生 了 容 
Жл =10,100,1000,10000 四 组 模拟 子 样 值 ， 这 也 就 是 八 个 模拟 的 反 质子 极 化 实验 
的 “事例 数据 ”. 图 10.1 是 这 八 个 模拟 实验 中 “测量 ”到 的 事例 cosg 值 的 直方 
图 , 图 中 虚线 是 “理论 ”分 布 f(x1a) ,以 “实验 事例 ”总 数 n 作为 归 一 化 因子 . 由 
图 可 直观 地 看 到 ，“ 实 验 测量 ”与 “理论 分 布 ”合理 地 一 致 .下面 利用 这 些 子 样 
观测 值 通过 三 种 不 同 的 参数 估计 方法 来 估计 “未 知 ” 参 数 w 及 其 误差 ， 并 考察 所 
得 结果 与 а 的 实际 值 (a = 0.09 和 0.25) 的 符合 程度 . 


10.4.2 不 同 估计 方法 的 应 用 


通过 不 同 的 估计 方法 , 利用 图 10.1 所 示 的 模拟 数据 对 参数 a 及 其 误差 进行 估 
计 ， 其 结果 列 于 表 10.1 中 ， 下 面 我 们 逐一 地 说 明 这 些 结果 是 如 何 求 得 的 . 
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事例 数 事例 数 


(а) а=0.09 п= 10 


101 反 质 子 极 化 实验 的 蒙特 卡 罗 模 拟 数据 的 直方 图 
图 中 x= cos 办 а 是 与 极 化 量 P 有 关 的 参数 ，" 表示 事例 数 ， 虚 线 表示 理论 分 布 f(xla) 


(1) Ж. 
H 10.2 节 讨 论 的 正 交 函 数 矩 法 可 知 ，c 的 估计 是 
â= 25у, у (10.4.4) 
i=l 
当 子 样 容量 n 很 大 时 ，& 的 方差 
V(ó) -一 G- 的 ) (10.4.5) 


对 于 n<100 ， 采 用 小 样 公式 
vas a [322 -е) (10.4.6) 


п-1 П j=] 
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(2) 极 大 似 然 法 . 
本 问题 中 似 然 函 数 为 
LX1, Xa X, la) =] z+aX,), 


і=1 


似 然 函数 的 对 数 为 
nL=-nln2+Y (01 +ад). (10.4.7) 


і=1 
а 的 估计 值 及 其 误差 可 由 图 像 法 确定 . 图 10.2 是 八 个 实验 的 InL-a 标 绘 .InL 
的 峰值 对 应 的 a 值 即 为 其 极 大 似 然 估计 值 & , а 的 误差 由 InL 曲线 与 直线 InL= 


0.08 0.09 0.10 а 0.24 0.25 0.26 0.27 а 
图 10.2 反 质子 极 化 实验 模拟 数据 的 似 然 函数 图 
In 由 文中 式 (10.4.7) 表 示 ，e 为 待 估计 参数 ， 图 中 全 为 极 大 似 数 估计 值 ， 
ла, ‚ Аа, 分 别 是 “上 差 ” 和 “下 差 ” 
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In Ps -0.5 的 两 个 交点 确定 ,两 个 交点 对 应 的 cx 值 与 & 之 差 构 成 了 “上 差 ”Ady 
ж “22° Aâ .由 图 可 见 ， 即 使 子 样 容量 小 到 n=10 ，ln 工 也 几乎 是 对 称 的 抛 
物 线 ， 因 此 ， 误差 ла 可 近似 地 取 为 A&, 和 Ac 的 平均 值 . 

除了 用 图 像 法 确定 & 的 误差 外 , K 10.1 还 列 出 了 根据 解析 的 大 样 公式 (8.4.14) 
求 得 的 AC 数值 

№101 反 质子 极 化 实验 模拟 数据 用 不 同 的 估计 方法 得 到 的 参数 a 估计 值 及 其 误差 


模拟 实验 | 参数 合计 人 参数 估计 值 的 误差 A 
的 参数 方差 下 界 


(а) 


а= 0.09 0.54 
n= 10 
(b) 
а = 0.09 ML( 直 方 图 ) . р 0.173 
п= 100 LS 
LS( 简 化 ) 
а= 0.09 ML( 直 方 图 ) ] ! 0.054 
n = 1000 LS 
(d) 
а= 0.09 0.0173 
п = 10000 
(e) 
а = 0.25 0.54 
п= 10 
(9 
а = 0.25 0.170 
п= 100 
(g) 
а= 0.25 0.054 
n = 1000 
(h) 
а= 0.25 0.0170 
п = 10000 


注 : 表 中 MM ЖЖ, ML 为 极 大 似 然 法 ，LS 为 最 小 二 乘法 . 


daal l Ee (Zi FF、 


`a na. 
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1 223 
п іі +а)-ша-а)-2а` 


(3) 直方 图 数据 的 极 大 似 然 估计 . 

将 x=cosy 的 取 值 域 [-1，4 划 分 为 N 个 子 区 间 ， 第 i 个 子 区 间 中 包含 ni 个 事 
例 , 于 是 未 知 参数 a 的 极 大 似 然 估计 可 对 函数 求 极 大 值得 出 ( 见 8.7 节 ), 式 中 p;(a) 
是 对 于 给 定 的 参数 a 值 , 事例 落 在 i 子 区 间 的 概率 . 第 i 子 区 间 中 变量 x 的 取 值 为 
ху х, +A, КЖ pila) 可 由 概率 密度 在 该 子 区 间 的 积分 值 表 示 


V(&)= (10.4.8) 


s+Aç | 
pi(ay= | 501 +ахах =а, +ав , (10.4.9) 
фазл елдд). КЛЮЕВА, # 


InL(n,…, nw 19) = УА ніна + LA, 小 常数 ， (10.4.10) 
i=l 

直方 图 数据 的 极 大 似 然 法 只 对 大 子 样 容 量 才 有 实际 意义 ， 可 节省 计算 时 间 而 
估计 量 的 误差 与 实际 误差 很 接近 . 这 里 我 们 对 n< 100 的 小 子 样 事例 也 作 这 样 的 处 
理 ， 目 的 只 是 为 了 进行 比较 . 所 得 结果 列 于 表 10.1， 其 中 估计 值 的 误差 是 由 图 像 
法 (曲线 InL 与 直线 InL=In Zw 一 0.5 的 交点 ) 求 出 的 . 

(4) 最 小 二 乘法 . 

与 (3) 相 同 , 第 i 子 区间 中 的 事例 数 用 ni; 表示 ， 全 部 入 个 子 区 间 中 共有 n 个 事 
例 ， 用 最 小 二 乘法 作 参 数 估计 时 ，Q? 函数 的 形式 为 


g? $"P ， (10.4.11) 
i np,(a) 

其 中 p;(a) 已 由 式 (10.4.9) 给 定 . 

对 于 八 个 实验 , 函数 Q? 作 为 a 的 函数 的 标 绘 见 图 10.3, ЛМ ОЈ, 对 应 的 a 
值 即 最 小 二 乘 估计 G4， 函数 0 的 曲线 与 直线 0? = 02, +1 的 两 个 交点 确定 了 估计 
值 & 的 误差 .n=10 的 两 个 实验 中 的 某 些 观测 频数 过 小 ， 不 满足 应 用 最 小 二 乘法 
的 必要 条 件 ( 见 9.5 节 的 讨论 )， 故 其 数值 在 表 10.1 中 用 括号 括 起 来 以 示 区 别 . 

(5) 简化 最 小 二 乘法 . 

如 9.1 节 所 述 ， 对 于 简化 最 小 二 乘法 ，Q? 函数 的 形式 为 


Ор: 
gray BoR (10.4.12) 


i=l n; 
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本 问题 中 ，np;(a) 对 参数 a 有 线性 关系 , ШО 是 a 的 二 次 函数 , 最 小 二 乘 估计 人 
及 其 误差 由 解析 表达 式 (9.5.12) 和 式 (9.5.14) 表 示 


N b.) [х2 
2-15 -чА уш, (10.4.13) 


i=} "i 


0.08 0.09 0.10 a 0.24 0.25 0.26 0.27 a 
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?函数 由 式 (10.4.11) 表 示 ，a 为 待 估计 乘 数 ，6& 为 最 小 二 乘 估计 值 ， 
Aá, , Aâ, 分 别 是 “上 差 ” 和 “下 差 ” 
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| a ; (10.4.14) 


Дф a,,b, 的 意义 与 式 (10.4.9) 中 相同 ， 简 化 最 小 二 乘法 求 出 的 & 及 其 误差 列 于 
表 10.1 中 ,其 中 n=10 的 两 个 实验 观测 频数 过 小 ,不 满足 应 用 最 小 二 乘法 的 条 件 ( 见 
9.5 节 的 讨论 )， 故 其 结果 用 括号 括 起 来 以 示 区 别 . 


10.4.3 讨论 


(1) 参数 估计 值 及 其 误差 . 

根据 表 10.1 的 数值 结果 ， 可 以 得 出 以 下 结论 : 

(а) 除 子 样 容 量 过 小 (n = 10) 的 情形 外 ， 对 每 个 模拟 实验 ， 不 同 估计 方法 求 得 
的 参数 估计 值 & 一般 符 合 得 较 好 . 

(b) 对 同样 的 子 样 容量 n， 不 同 估计 方法 求 出 的 参数 误差 ла 大 致 相同 . 

(с) 估计 误差 A& 大 体 上 反比 于 Vn. 

结论 (a) 是 很 自然 的 ， 因 为 当 子 样 容量 充分 大 时 ， 这 五 种 估计 量 都 是 一 致 的 和 
渐 近 无 偏 的 . 当 n 很 小 (n = 10)， 即 使 利用 了 数据 全 部 信息 的 极 大 似 然 法 ， 其 估计 
а 与 真 值 (a = 0.09 ，0.25) 仍 有 很 大 差别 ， 考 虑 到 估计 误差 A& 相当 大 ， 所 以 估 
计 值 在 误差 范围 内 与 真 值 并 非 不 一 致 . 

估计 误差 A& 的 方差 下 界 可 从 克拉 美 - 罗 不 等 式 (7.4.6) 计 算 ， 对 于 本 问题 的 总 
体 分 布 ， 方 差 下 界 就 是 极 大 似 然 估计 的 大 子 样 方差 公式 (10.4.8)， 方 差 下 界 也 已 列 
在 表 10.1 中 .可 以 看 到 ， 对 于 四 种 n 值 ， 不 同 估计 方法 求 得 的 A& 与 方差 下 界 很 
接近 ， 这 表示 这 五 种 估计 方法 对 于 小 样 问题 也 有 很 高 的 有 效 性 ， 但 是 式 (10.4.1) 的 
概率 密度 不 属于 指数 族 ， 因 而 参数 a 的 充分 估计 量 不 存在 ， 这 五 种 方法 没有 一 种 
是 完全 有 效 的 ( 见 7.5 节 的 讨论 ). 

由 于 各 种 估计 方法 求 出 的 A& 值 与 式 (10.4.8) 代 表 的 方差 下 界 相近 ， 而 由 
式 (10.4.8) 知 

У) < 1, 
n 

所 以 结论 (c) 是 完全 合理 的 

表 10.1 中 某 些 误差 A& 值 小 于 方差 下 界 并 不 是 不 合理 的 ， 因 估计 方差 是 一 个 
随机 变量 ， 而 方差 下 界 是 估计 方差 的 期 望 值 的 下 界 ， 因 而 ， 若 有 天 组 容量 "的 子 
样 (测量 值 )， 对 每 组 测量 值 求 得 误差 估计 值 ， 这 K 个 误差 值 的 平均 ( 当 K 充分 大 ) 
总 是 高 于 方差 下 界 对 应 的 误差 值 ， 但 其 中 个 别 误差 值 却 可 以 比方 差 下 界 小 . 

(2) WERE. 

第 九 章 中 我 们 已 经 指出 ， 最 小 二 乘法 比 其 他 参数 估计 方法 的 优越 之 处 在 于 ， 
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最 小 二 乘 函 数 22 的 值 是 实验 数据 与 理论 模型 之 间 拟 合 优 度 的 定量 表述 ， 因 为 在 
— ЖК, 02, 具有 确定 的 分 布 性 质 . 如 果 事例 数 不 很 小 , Oin ~ zN -L), 
N 表示 独立 的 测量 个 数 ，L 为 待 估计 的 独立 参数 ( 见 9.4.3 节 的 讨论 )， 对 于 一 定 的 
Ола 值 ， 有 与 之 一 一 对 应 的 x 概率 P. Ош 比较 小 ( P,: 比较 大 )， 相 应 于 比较 


好 的 拟 合 优 度 ( 见 9.4.4 节 ). 
表 10.2 列 出 了 n=100,1000,10000 的 六 个 实验 用 一 般 的 和 简化 的 最 小 二 乘法 
求 出 的 Qain 值 及 对 应 概率 已; ， 本 问题 中 自由 度 是 (N -1) -1=N -2 ,NN 表示 子 区 


间 数 ， 因 为 存在 一 个 约束 条 件 n=n ， 所 以 独立 测量 数 只 有 N -1 个 ， 表 102 
і=і 

的 数据 表明 ， 这 两 种 最 小 二 乘法 在 本 问题 中 求 出 的 Р, 概率 是 相近 的 ， 随 着 子 样 

容量 И, Р, 值 也 增 大 , 即 拟 合 优 度 改善 ;特别 对 n=10000 的 大 样 情形 , P， 


接近 于 可 能 的 最 大 值 1， 这 表明 ， 蒙 特 卡 罗 模 拟 产生 的 模拟 事例 的 分 布 非常 接近 
于 式 (10.4.1) 的 理想 分 布 . 


Ж 10.2 反 质 子 极 化 实验 模拟 数据 的 最 小 二 乘 估 计 拟 合 优 度 


最 小 二 乘法 简化 最 小 二 乘法 
FKE N 


o e |a] o 


对 于 小 样 问题 ，Onr 的 分 布 性 质 未 知 ， 因 而 它 不 能 表征 最 小 二 乘 估计 量 的 拟 
合 优 度 ， 此 外 ， 甜 法 和 极 大 似 然 法 不 能 给 出 拟 合 优 度 . 

在 实际 问题 中 ， 如 果 统 计量 In Pax 的 分 布 性 质 为 已 知 ， 从 ln Psx 的 数值 也 可 
得 到 拟 合 优 度 的 信息 ， 一 般 地 说 ，In Pax 的 分 布 是 未 知 的 ， 但 对 于 一 定 的 GQ 和 n 
值 ， 可 以 构造 jn Pax 的 近似 概率 分 布 ， 方 法 如 下 : 利用 蒙特 卡 罗 技 巧 产生 若干 组 
容量 的 子 样 ， HER a 的 估计 值 ， 选 出 估计 值 与 给 定 的 & 值 相近 的 组 事例 
( 子 样 )， 如 天 充分 大 ， 这 天 组 事例 的 jn Ls 值 就 可 构成 In Lra 的 频率 分 布 ， 如 果 
某 一 组 实测 数据 对 应 的 ln Ceax 值 为 In Pa ， 那 么 该 组 实测 数据 的 拟 合 优 度 近似 地 
可 用 ln L,,,, 的 频率 分 布 从 ~ 一 In Pax 的 积分 值 (累积 分 布 ) 来 表示 , 称 为 “ 极 大 似 
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图 10.4 是 根据 100 组 子 样 容量 n = 10, 参数 估计 值 & 在 区 间 [0.37，0.41] 内 的 
独立 模拟 试验 得 出 的 ln Ln 频率 分 布 及 其 累积 分 布 . K 10.1 中 的 实验 (a) 和 (e) 的 参 
数 估 计 值 & 分 别 是 0.39 和 0.40, 所 以 这 一 频率 分 布 及 其 累积 分 布 可 以 作为 这 两 个 
实验 中 ln 的 近似 分 布 ， 实 验 (a) 和 (e) 的 In L,, 的 实际 值 分 别 是 -6.68 和 -6.79， 
从 图 10.4(b) 可 以 看 到 ， 表 征 这 两 个 实验 的 怠 值 拟 合 优 度 的 “ 极 大 似 然 概率 ”分 别 
是 0.46 和 0.04. 如 果 用 同样 的 方法 对 n= 100 的 两 个 实验 (b) 和 (产生 近似 的 In ах 
的 分 布 ， 相 应 的 “ 极 大 似 然 概率 ”分 别 是 0.55 和 0.12. 这 两 个 数值 与 表 10.2 中 给 
出 的 最 小 二 乘 у? ЖЖ Pa =0.80 #1 0.18 相对 应 . 


图 10.4 л=10,2є([0.37, 0.41) 的 100 个 反 质子 极 化 模拟 实验 得 出 的 mn Д, 分 布 
(а) 频率 分 布 ，(b) 累积 频率 分 布 
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科学 实验 中 经 常 遇 到 小 信号 测量 的 统计 推断 问题 ， 所 谓 小 信和 号 测量 ， 可 以 是 
待 测 物理 量 本 身 数 值 很 小 (接近 于 零 )， 或 者 待 测量 的 现象 (信和 号) 出 现 的 概率 很 
小 ， 同 时 ， 实 验 测量 值 往往 不 但 包含 信号 的 贡献 ， 还 有 来 自 非 信号 过 程 (本 底 ) 的 
贡献 ， 有 时 ， 后 者 的 贡献 甚至 要 大 于 前 者 ， 或 者 两 者 具有 相同 的 量 级 ， 问 题 的 复 
杂 性 还 在 于 信号 和 本 底 往往 是 随机 变量 , 都 存在 统计 涨 落 导致 的 统计 误差 ; 同时 ， 
由 于 测量 仪器 、 测 量 方 法 的 有 限 精 度 导致 测量 值 存在 系统 误差 . 

此 外 , 小 信号 测量 的 统计 推断 常常 需要 考虑 测量 值 真 值 的 物理 边界 约束 . 例 
如 ， 根 据 粒子 物理 当前 的 理论 预期 和 实验 测量 ， 中 微 子 质量 т, 可 能 等 于 零 、 或 
不 为 零 的 小 量 .实验 测量 中 中 微 子 的 能 量 、 动 量 ( 从 而 它 的 质量 ) 只 能 由 包含 中 微 
子 的 粒子 反应 中 其 他 粒子 的 能 量 、 动 量 推算 出 来 . 由 于 粒子 能 量 、 动 量 测量 中 
存在 误差 ，m 的 值 甚至 有 出 现 负 值 的 可 能 性 .然而 粒子 的 质量 只 可 能 大 于 或 等 
于 零 ， 因 此 在 利用 测量 值 对 m 真 值 作 点 估计 和 区 间 估 计时 ， 必 须 考虑 到 这 一 物 
理 约束 . 

北京 谱 仪 国际 合作 组 利用 e*e 对 撞 机 测量 质心 能 量 Е. = 3650, 3686,3773MeV 
处 e'e эру 的 反应 截面 "， 后 者 可 由 下 式 计算 : с=п, /Le ， 式 中 nig 是 


ee 一 pn 反应 信号 事例 数 ，L 是 对 撞 机 的 积分 亮度 ，e 是 探测 器 对 该 反应 末 态 
рту 的 探测 效率 .，L,e 都 是 可 测量 的 已 知 量 , WEWE с 完全 由 nig 所 决定 . 实验 
分 析 中 , 先 从 反应 末 态 中 选 出 一 个 p 粒 子 , ВЕЕ р Б ттл 不 变质 量 谱 M ет 
(mr F Bj Ed NT 末 态 ) 可 以 知道 是 否 存在 六 粒子 .图 11.1(a)、(b)、(c) 分 别 
ВЕ,» = 3650, 3686, 3773MeV 的 Me- 分布. 图 (b) 中 存在 M,.. -958 MeV (т 
粒子 的 质量 ) 的 一 个 小 峰 ， 表 明 存 在 WW 粒子， 而 图 (a)、(c) 中 看 不 到 7' 质量 峰 ， 此 
外 从 图 (b)、(c) 可 见 在 1 信号 区 间 里 ( 取 为 7 粒子 质量 958MeV 左右 各 50 Меу 的 
区 间 ， 相 应 于 M oe 不 变质 量 正 态 分 布 标准 偏差 的 +2.5 倍 ) 显 然 存在 本 底 的 贡 


献 ， 根 据 以 上 实验 观测 可 知 ， 在 Em = 3686MeV 4t, En ASKEA ete әрп 
信号 事例 数 ni 是 一 个 有 限 的 正 数 ， 实 验 可 给 出 反应 截面 c 的 测量 值 及 误差 ， 而 
在 Em = 3650, 3773MeV 处 ，nsig 可 能 是 一 个 非常 接近 零 的 小 数 ， 实 验 只 能 给 出 一 
定 置信 水 平 下 反应 截面 的 上 限 . 这 里 wsig 最 小 只 可 能 是 零 , 在 对 nsig 的 真 值 进行 参 
数 估计 时 ， 必 须 考虑 这 一 物理 约束 ， 对 于 ee — ри’ 反应 截面 测量 而 言 ， 每 一 个 
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ee > ри’ 反应 事例 是 其 总 体 的 一 个 子 样 , 所 以 信号 区 间 内 子 样 容 量 即 为 mie. 在 
这 三 个 质心 能 量 处 ， 子 样 容量 nig 都 很 小 ， 实 验 对 于 这 三 个 质心 能 量 处 的 反应 截 
面 都 只 给 出 一 次 测量 值 . 
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事例 数 /(15Mev/c”) 


М... (Gevic’) 


图 11.1 Em =3650(a), 3686(b), 3773(c) MeV 处 ete 一 pn' 候 选 事 例 的 M... 不 变质 量 谱 
图 中 虚线 所 示 的 峰 指 示 如 果 W 存 在 其 相应 的 位 置 和 形状 . 


综 上 所 述 ， 我 们 可 以 归纳 出 小 信号 测量 的 参数 估计 的 以 下 特点 : 

(1) 信号 的 实验 测量 值 (如 信号 事例 数 ) 通 常 是 小 量 , 因此 对 待 测 信号 的 实验 报 
道 ， 有 时 只 能 给 出 一 定 置信 水 平 下 的 上 限 . 

(2) 实验 测量 值 通常 同时 包含 信号 和 本 底 的 贡献 ， 而 且 信号 和 本 底 的 测量 都 
存在 统计 涨 落 和 系统 误差 . 

(3) 信号 的 测量 值 存在 物理 边界 值 (不 失 一 般 性 ， 后 面 的 讨论 中 假定 它 是 信号 
下 界 ， 且 数值 为 0). 

(4) 子 样 容量 小 ， 实 验 对 待 测量 物理 量 只 能 给 出 少数 ， 甚 至 只 有 一 个 测量 值 . 

本 章 针 对 小 信号 测量 问题 的 这 些 特点 ， 对 其 参数 估计 问题 进行 讨论 。 由 于 信 
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号 真 值 的 点 估计 总 是 利用 第 八 、 第 九 、 第 十 章 中 介绍 的 极 大 似 然 法 ， 最 小 二 乘法 
和 和 矩 法 之 一 来 进行 的 ， 所 以 本 章 着 重 讨论 区 间 估 计 问 题 ， 而 且 主 要 讨论 一 维 区 间 
估计 问题 ， 即 实验 只 对 一 个 未 知 参 数 进行 测量 的 情形 . 


lll 经 典 方 法 


经 典 方法 的 基本 思想 是 奈 曼 (J. Neyman) 提 出 的 ， 所 以 也 称 为 奈 曼 方法 多， 区 
间 估 计 经 典 方 法 的 一 般 原则 在 7.6 节 中 已 经 叙述 ， 对 于 实验 只 对 一 个 未 知 参数 进 
行 测量 的 简单 情形 ， 设 待 估计 参数 为 x ， 实 验 观 测 值 为 x， 所 谓 区 间 估 计 问 题 ， 
是 要 从 实验 观测 值 zx 来 确定 p 的 一 个 区 间 Awe[Am, 必 ] ,满足 


P(n emm] =>, (11.1.1) 


у 称 为 置信 水 平 ， 也 称 为 涵盖 (coverage. Ш д, д, 是 观测 值 x 的 函数 ,在 
4-x 的 标 绘 上 ， 对 于 一 个 确定 的 置信 水 平 y ， 满 足 式 (11.1.1) 的 置信 区 间 形 成 一 个 
置信 带 (confidence belt)， 如 图 11.2 所 示 . 


11.2 жаи 和 观测 值 x 的 置信 水 平 y 的 置信 带 


置信 带 是 这 样 构造 的 ， 对 任 一 特定 的 4 值 ， 找 到 相应 的 x 接受 区 间 [%,x] 满 

足 关系 式 
Р(хє[%.х,]|и)= у. (11.1.2) 
РА B] 8E05 u ААЛУ К) x 22 < 8] [х 的 集合 即 构成 置信 水 平 y 的 置信 带 ， 显 
然 满足 式 (11.1.2) 的 接受 区 间 有 无 穷 多 个 .通常 使 用 的 中 心 置信 区 间 和 上 限 置 信 区 
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间 则 是 唯一 确定 的 ， 所 谓 中 心 置 信 区 间 ， 是 指 [5,z] 满 足 
Р(х< ии) = (иж) =; 
fi EBR 848 НИ [ kw,o | 定义 为 (图 11.3) 
Р(х>х,„|и)=7. 
对 于 任 一 观测 值 + ， 这 样 确定 的 中 心 置信 区 间 满足 


Р(хи < А) = Р(х|и > № )= 
而 上 限 置信 区 间 满 足 


11.3 ”置信 水 平 y/ 的 上 限 置信 带 
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(11.1.3) 


(11.1.4) 


(11.1.5) 


(11.1.6) 


当 我 们 完成 了 置信 水 平 y 的 置信 带 的 构造 之 后 ,对 任 一 特定 的 实验 观测 值 zo ， 
画 一 条 平行 于 4 轴 的 直线 x= 加 ， 立 即 由 它 与 置信 带 的 交点 求 得 未 知 参量 u 的 中 
心 置 信 区 间 [A,A] 或 上 限 值 we TERASY д 的 区 间 估 计 问题 实际 上 是 置信 
带 的 构造 问题 ， 为 此 必须 了 解 观测 值 x 和 待 估计 参数 w 之 间 的 概率 密度 函数 . 


11.11 正 态 总 体 


首先 讨论 一 种 常见 的 物理 测量 问题 ， 即 实验 中 的 观测 值 x 服 从 正 态 分 布 ， 其 
期 望 值 是 待 估计 的 未 知 参数 w ， 而 且 它 的 方差 o ”已 知 (不 失 一 般 性 ， 这 里 假定 
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o =1)， 故 观测 值 与 未 知 参数 之 间 的 概率 密度 函数 为 


ка е0 | (11.1.7) 


TE р 的 物理 下 界 为 0(w 为 >0 的 正 数 )， 知 道 了 概率 密度 函数 式 (11.1.7)， 根 据 
式 (11.1.3)、(11.1.4) 立 即 可 画 出 = 90% 的 中 心 置 信 带 和 上 限 置 信 带 如 图 11.4(a)、 
(b) 所 示 . 


图 11.4 
(а) у= 90% 中 心 置 信 带 ; (b) у= 90% FR 8 (8 4F 


但 是 对 于 一 个 特定 的 实验 测量 值 * ,究竟 是 报道 р 的 中 心 区 间 [A,j] 还 是 上 
限 区 间 0, ] , 到 目前 为 止 没有 答案 , 而 需要 由 实验 者 根据 某 种 附加 的 要 求 来 确 


定 . 实验 者 或 许可 以 采取 如 下 的 方式 来 决定 : 若 测量 值 x< 3c ,报道 90% 上 限 区 
间 ; x>3o 报道 中 心 区 间 . 这 种 方式 我 们 称 为 基于 观测 值 的 突变 方式 (flip- 
flopping)， 同 时 由 于 4 的 物理 下 界限 定 ， 当 测定 值 x 为 负 值 时 ,为 了 保险 起 见 ， 把 
x 视 为 0 并 据 此 来 确定 其 置信 区 间 . 根据 这 种 策略 确定 的 置信 带 如 图 11.5 所 示 . 

根据 这 种 flip-flopping 策略 构造 的 置信 带 存 在 两 个 缺陷 ， 第 一 个 缺陷 称 为 涵 
盖 概 率 不 足 ， 即 对 于 待 估计 参量 的 某 些 值 ， 其 涵盖 概率 小 于 所 规定 的 y 值 ， 例如， 
Ми = 2.0, НИ 11.5 ЖЕНЯ] х =2-1.28 #1 x, =2+1.64 ， 这 一 区 间 内 


的 概率 含量 i PUxzlw=2.0)dx=0.85 ， 没 有 达到 规定 的 y = 90% 置 信 水 平 的 要 
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Ж. 经 典 方 法 确定 的 置信 带 的 另 一 个 缺陷 是 所 谓 的 空 集 问题 . 例如 ， 当 观测 值 
x=-1.8( 这 在 实验 中 是 可 能 出 现 的 ), 从 图 11.4 中 找 不 到 相应 的 [44,p] 或 Lo, 即 


4 的 置信 水 平 90% 的 置信 区 域 是 空 集 ， 或 者 说 对 于 观测 值 x*= -1.8 ， 用 经 典 方法 
推断 得 到 的 期 望 值 落 在 了 物理 上 不 容许 的 区 域 . 


2 3 4 


-2 -1 0 1 
观测 值 x 


# 11.5 正 态 假设 下 flip-flopping 策略 相应 的 y= 90% 置 信 带 


11.12 МАЖ 
假定 观测 值 x( 现 改写 为 观测 总 事例 数 n)， 服 从 期 望 值 + b 的 泊 松 分 布 


(ији) 07677 | (11.1.8) 
其 中 待 估计 的 信号 事例 数 服从 泊 松 分 布 ， 期 望 值 为 4 ; 本 底 事例 数 则 服从 期 望 值 
b (已 知 值 ) 的 泊 松 分 布 .利用 泊 松 分 布 的 性 质 可 计算 出 一 定 置 信 水 平 y， 一定 5b 值 
的 置信 带 ， 例如， 图 11.6 给 出 了 7y > 0.9, b=3.0 的 中 心 置信 带 和 上 限 置信 带 . 


因为 泊 松 分 布 是 离散 分 布 ， 现 在 中 心 置信 带 和 上 限 置 信 带 的 构成 要 求 是 
Р(иє[4,,])>7, Р(и<д,)>у, (11.1.9) 


这 是 比较 保守 的 做 法 ， 即 要 求实 际 涵 盖 概率 略 大 于 名 义 的 涵盖 概率 量 . 

但 利用 图 11.6 的 置信 带 来 确定 一 定 n 值 对 应 的 待 估计 参数 4 的 置信 区 间 时 ， 
会 出 现 正 态 分布 观 测量 中 类 似 的 问题 . 例如 , 这 里 采用 n<34 时 报道 y=90% 上 限 
置信 区 间 ，n > 3b 时 报道 中 心 置 信 区 间 的 flip-flopping 策略 ,同样 会 导致 实际 涵盖 
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概率 低 于 名 义 涵盖 概率 量 的 问题 ， 其 次 ， 当 b=3 ,观测 值 nx=0 时 ，4 的 y=90% 
置信 区 间 为 空 集 . 


信号 事例 数 期 望 值 4 


0123 4567 89 1011 1213 14 15 


信号 事例 数 期 望 值 w 


4 5 6 7 89 1011 1213 i4 15 
观测 事例 数 n 


(b) 


11.6 泊 松 变量 的 y>90% 的 中 心 置信 带 (a) 和 上 限 置 信 带 (b) 
(本 底 期 望 值 b= 3.0) 


0071573 
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由 此 可 以 得 出 结论 ， 对 于 实验 观测 量 服从 正 态 分 布 和 泊 松 分 布 这 种 大 量 遇 到 
的 实验 测量 而 言 ， 对 于 我 们 所 讨论 的 小 信和 号 的 区 间 估 计 问 题 ， 经 典 方法 既 不 能 在 
报道 待 估计 参数 的 中 心 置信 区 间或 是 上 限 置信 区 间 之 间作 出 合理 的 选择 ， 又 存在 
涵盖 概率 不 足 和 存在 空 集 的 缺陷 ， 因 此 不 是 一 种 适宜 的 区 间 估 计 方 法 ， 有 必要 发 
展 新 的 方法 来 解决 小 信和 号 的 区 间 估 计 问 题 . 


11.2 似 然 比 顺序 求 和 方法 


С. Feldman 和 В. Cousins 发 展 了 一 种 区 间 估 计 方 法 可 以 克服 经 典 方法 的 以 
上 困难 和 缺陷 ， 其 基本 思想 是 按照 似 然 比 大 小 的 顺序 对 概率 密度 求 和 ， 以 满足 式 
(11.1.1)、(11.1.2) 的 要 求 构造 置信 带 ， 对 于 规定 的 置信 水 平 y ， 这 一 方法 根据 实验 
测量 值 x 的 大 小 可 自动 确定 对 于 待 估 计 参 量 д 应 该 报道 中 心 置信 区 间 还 是 应 报道 
上 限 , 因此 这 一 方法 被 称 为 似 然 比 顺序 (likelihood ratio ordering) 求 和 方法 或 统一 方 


法 (unified approach). 
我 们 首先 从 观测 值 为 泊 松 变量 的 情况 出 发 来 讨论 该 方法 的 基本 思想 ， 然 后 推 


广 到 正 态 分 布 观测 值 的 情况 . 
11.2.1 激 松 总 体 


按照 式 (11.1.8) 定 义 的 泊 松 概率 分 布 ， 对 任 一 给 定 的 观测 总 事例 数 n 和 已 知 的 
平均 本 底 b， 使 概率 P(n1y) 达到 极 大 的 那个 4 值 定义 为 es ， 即 


P(n) дь.) > P(nl ш), А % Ду . (11.2.1) 
ХН REOR д > 0( 即 待 估计 参数 值 必须 >0)， 可 得 到 Ass 的 表达 式 为 
Hres (n,b)= max(0,n — Б). (11.2.2) 
定义 似 然 比 
P(nl u) u+b Y p 
К(д,п) = 一 一 一 一 一 =| ——T | e=", 2, 
(д,п) Раа) | е (11.2.3) 


РЕЖЕ АН, HEARKE [nn] 可 以 这 样 求 得 : 首先 用 式 (11.2.3) 算 出 
所 有 可 能 的 观测 值 n=0,1,2,… 对 应 的 似 然 比 R(u,n) 值 , 按 R 值 从 大 到 小 的 顺序 决 
定 每 个 观测 值 的 秩 r , EIR ERKKI n HRE r 定义 为 1, R 值 次 大 的 n 值 其 r=2， 
如 此 等 等 ， 然 后 按 r 从 小 到 大 的 顺序 对 观测 值 4 的 概率 P(n1y) 求 和 ， 直 到 满足 


> Рац D> y, (11.2.4) 
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n(r) rR ñJ3/]M8 п, ARAI n, 即 构成 该 4 值 对 应 的 置信 水 平 y 的 置信 区 间 . 对 所 
有 4X 值 算出 相应 的 nl 和 n。， 即 构成 了 置信 水 平 y 的 置信 带 . 

利用 似 然 比 顺序 求 和 方法 , 编制 了 计算 机 程序 计算 了 y= 0.6827, 0.90, 0.95, 
0.99， 本 底 事 例 数 期 望 值 р = 0~15， 观 测 总 事例 数 n= 0-20 情况 下 的 信号 事例 期 
望 值 4 的 置信 区 间 ， 列 于 书 末 附 录 表 10.1 到 表 10.4. 其 中 置信 区 间 上 、 下 限 的 精 
度 好 于 0.01. 图 11.7 则 给 出 平均 本 底 b= 3.0 时 置信 水 平 y =90% 的 置信 带 . 


信号 事例 数 期 望 值 w 


观测 事例 数 n 
# 11.7 平均 本 底 b=3.0， 置 信 水 平 Y/= 90% 泊 松 变量 的 置信 带 


与 经 典 方法 的 相应 置信 带 图 11.6 相 比较 ， 对 于 大 的 观测 值 六， 两 者 的 结果 是 
相近 的 , 似 然 比方 法 给 出 的 区 间 近 似 于 经 典 方法 的 中 心 置信 区 间 . 当 观 测 值 比 
较 小 ,与 本 底 期 望 值 b 接 近 时 ， 似 然 比方 法 自动 给 出 4 的 上 限 , 即 y 的 下 限 为 0. 
例如 ， 在 图 11.7 中 ， 当 ng<5 时 ,4 的 下 限 均 为 零 、 对 于 任何 观测 值 n ， 似 然 比 
方法 确定 的 置信 水 平 y 的 置信 区 间 的 上 、 下 限 是 唯一 的 , 它 的 涵盖 概率 量 要 求 由 
式 (11.2.4) 得 到 了 保证 ， 而 且 不 会 出 现 空 集 的 困难 .因此 似 然 比方 法 克服 了 经 典 方 
法 的 所 有 困难 . 


11.22 正 态 总 体 


泊 松 变量 的 似 然 比 顺序 求 和 方法 能 以 十 分 相似 的 方法 应 用 于 正 态 变量 .按照 
式 (11.1.7) 定 义 的 正 态 分 布 , 对 任 一 给 定 的 观测 值 x , 使 P(x1w) 达 到 极 大 的 那个 w 
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值 定 义 为 Hbest $ Вр 
P( x| esi )= тахР(х|и); (11.2.5) 


并 根据 物理 边界 要 求 Lees > 0 ， 可 得 到 д. 的 表达 式 


Дьо = max(0,x) , (11.2.6) 
于 是 有 
1 
—,, 4 x 2 0, 
“Ол 
P(x|uxa)= š (11.2.7) 
(3) М, 34 x <0. 
似 然 比 RO) 定义 为 
Р(хіш) о 当 *>0 
RO =] O Pren) | (11.2.8) 
и.) X х<0. 


对 于 任 一 给 定 的 4 值 ， 置 信 水 平 y ВАНН [xx] 由 


V2r 2 


决定 . 对 所 有 可 能 的 w 值 求 出 相应 的 置信 区 间 [х], 就 构成 置信 水 平 y 的 置信 带 . 

Feldman 和 Cousins 利用 数值 方法 求解 式 (11.2.9)， 对 于 观测 值 xe(-3,3) 的 情 
М, у = 68.27%, 90%,95%,99% 的 置信 区 间 [44,p] 的 数值 列 于 书 末 附录 表 11. 其 
中 = 0 相当 于 上 限 置信 区 间 . 

图 11.8 给 出 了 正 态 变量 期 望 值 4 的 置信 水 平 y = 0.90 的 置信 带 . 由 图 11.8 可 
见 ， 当 测量 值 x<1.28 BJ, 的 置信 区 间 下 界 为 0, 则 应 报道 90% 置 信 水 平 的 上 限 
值 ; 反之 , 当 x>1.28 时 , ДІЛ ито 的 实验 结果 ，cu,ce 是 相应 的 正 、 负 误差 . 

似 然 比 方法 构造 的 > = 0.90 的 置信 带 ( 见 图 11.8) 与 经 典 方法 构造 的 对 应 置信 带 
(图 11.4) 相 比较 ， 对 于 观测 值 x 大 的 区 域 ， 两 者 的 置信 区 间 [A, 如 ] 是 相近 的 ; 而 
在 x<0 和 xx0 的 区 域 两 者 有 明显 的 差别 .在 似 然 比 顺序 求 和 方法 中 ， 上 限 和 中 
心 置信 区 是 自然 地 形成 的 ， 式 (11.2.9) 保 证 了 置信 带 有 正确 的 涵盖 概率 量 ， 不 存在 
空 集 的 困难 ， 因 而 克服 了 经 典 方法 中 的 缺陷 . 


L mi? 
| я =y, В) = ВО) (11.2.9) 
x, 
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观测 值 x 


图 11.8 正 态 变量 期 望 值 置 信 水 平 y= 0.90 的 置信 带 


11.3 改进 的 似 然 比 顺序 求 和 方法 


似 然 比 顺 序 求 和 方法 虽然 解决 了 经 典 方 法 中 的 困难 ， 但 在 实际 应 用 中 发 现 
它 仍 有 缺陷 .例如 对 于 观测 值 服从 泊 松 分 布 的 情形 ， 当 观测 事例 数 n 小 于 平均 本 
J b BF, 对 应 于 一 定 置 信 水 平 y 的 信号 事例 的 置信 区 间 上 限 依 束 于 平均 本 底 b 的 
大 小 ， 举 一个 具体 例子 ， 例如， 观测 总 事例 数 n=0 ， 当 b=0,1,2,3,4 时 ， 信 号 
事例 的 y= 0.90 的 置信 区 间 分 别 为 (0~2.44)，(0~1.61)，(0~1.26) (0-1.08), 
(0-1.01). 但 从 实际 出 发 来 考虑 问题 , 既然 总 的 观测 事例 数 n=0 ,实际 的 信号 事 
例 数 和 本 底 事例 数 的 期 望 值 都 应 当 是 零 ， 这 时 的 置信 区 间 基 本 上 不 应 随 预期 的 
平均 本 底 而 变化 . 

为 了 克服 似 然 比 顺序 求 和 方法 的 这 一 缺陷 ，B. Р. Кое 和 М. В. Woodroofe" 
提出 了 一 个 改进 方案 ， 其 基本 思想 是 对 于 任 一 特定 观测 总 事例 数 n ， 本 底 事例 数 
不 可 能 大 于 n， 将 这 一 要 求 考虑 到 置信 区 间 的 构造 上 ， 原 来 的 概率 密度 函数 


+b)" -(u+b) 
р(п) нь „та (11.3.1) 


要 用 条 件 概率 密度 gwrs(k) 代替 
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Р) ы. 当 k <n; 
Ур 
E (11.322) 
п (k)=1 z 33: 
ы 2 pU» plk- j), 
Bo, 4 k >n. 
DOU 
j=0 


类 似 于 似 然 比 顺序 求 和 方法 ， 对 给 定 观 测 值 » ,使 gi,,(k) 达 到 极 大 的 那个 E 
Ху дь, ВИЙДЕ 
Qha Ck) > quro lk) > (11.3.3) 
则 似 然 比 定义 为 
goxb(K) 
Ч. (k) 
然后 按照 似 然 比 顺序 求 和 方法 中 的 步骤 可 构造 特定 置信 水 平 y 相应 的 置信 带 . 
对 于 b=3, у = 0.90 的 特定 情况 ， 似 然 比 顺序 求 和 方法 和 改进 方案 求 出 的 置信 
带 见 图 11.9. 相应 的 数值 见 表 11.1. 两 者 的 差别 主要 出 现在 总 观测 事例 数 n 比较 小 
的 区 域 , 改进 方案 构造 的 置信 区 间 比 较 宽 . 特别 对 于 n=0 的 情况 , 改进 方案 给 出 
15 
14 
13 
12 


п 
10 


В"(и,К) = (11.3.4) 


о 


š, 
Е 7 
Ë 6 
5 
4 
3 
2 
1 
0 = 
0 2 4 6 8 10 12 14 
观测 值 n 


图 11.9” 似 然 比 顺序 求 和 方法 (虚线 ) 和 改进 方案 ( 实 线 ) 构 造 的 置信 带 的 比较 
观测 值 服从 泊 松 分 布 ，y= 0.90，b =3 
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的 b=3 对 应 的 y=0.90 йи ЕВА =2.42 ， 与 似 然 比 顺序 求 和 方法 中 
n=0, b=0 у = 0.90 BJ ERR д, = 2.44 97, MEE n=0, Ь=3 у = 0.90 ER 
Ap =1.08 要 大 出 很 多 . 


#111 似 然 比 顺 序 求 和 方法 和 改进 方案 构造 的 赴 信 区 间 的 比较 (7= 0.90, b=3) 


似 然 比 顺序 求 和 方法 
| a | k | a | 


A 
0.0 


0.0 
0.0 


0.0 


0.0 


0.0 


© oo y A ù Aà vù N ~ O 
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114 考虑 系统 误差 时 泊 松 总 体 的 区 间 佑 计 


在 本 章 前 两 节 的 讨论 中 ， 对 于 泊 松 总 体 ， 我 们 都 假定 信号 区 内 本 底 事例 数 服 
从 期 望 值 b 的 泊 松 分 布 ， 且 4b 为 已 知 ; 信和 号 事例 数 服从 期 望 值 w 的 泊 松 分 布 . 

在 许多 实际 问题 中 ， 本 底 事 例 数 期 望 值 b 具 有 不 确定 性 . 例如 ， 本 章 开 头 所 
举 的 例子 中 ， 图 11.1 信号 区 内 的 本 底 事 例 数 期 望 值 b 可 以 由 信号 区 外 的 本 底 事 例 
数 分 布 确定 ， 由 于 信号 区 外 的 本 底 事 例 数 很 少 ， 或 者 其 分 布 有 相当 明显 的 涨 落 ， 
因此 本 底 函 数 的 行为 有 明显 的 不 确定 性 ， 相 应 地 信和 号 区 内 的 本 底 事例 数 期 望 值 b 
有 不 确定 性 ,或 者 说 ,期望 值 b 存 在 系统 误差 . 当 考 虑 5 存在 系统 误差 的 情况 下 ， 
J.Conrad" 提 出， 在 对 信号 事例 数 期 望 值 x 作 区 间 估 计时 ， 其 概率 密度 函数 的 形 
式 应 为 

q(n),,,+ = T | и р(п) ье $$ Pab, (11.4.1) 

其 中 P(n) иль 的 定义 见 (11.3.1)， Op 是 b 的 标准 离 差 . 

本 章 开 头 所 举 的 例子 中 ， 反 应 截面 由 式 o = mig /Ls 确定 ， 其 中 是 探测 装置 
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对 所 研究 的 反应 (这 里 是 ee э рту ) 信 号 事例 的 探测 效率 . 类似 地 , 探测 效率 的 
确定 也 会 有 系统 误差 ， 这 就 会 导致 反应 截面 的 不 确定 性 ， 当 考虑 探测 效率 的 系 
统 误 差 时 ， 概 率 密度 函数 的 形式 应 进一步 修改 为 


СЕС. ”六 -(b-b'}? [202-01-27 [202 а 
dm eo | Р(п) „ье е 72/120 раг, (11.4.2) 


Et о, 是 信号 事例 探测 效率 e 的 (相对 ) 系 统 误差 .利用 式 (11.4.1)、(11.4.2) 的 概率 
密度 函数 ， 再 按照 11.2 节 和 11.3 节令 述 的 (改进 的 ) 似 然 比 顺序 求 和 方法 ， 即 可 求 
得 信号 事例 数 期 望 值 的 置信 区 间 . 

在 式 (11.4.1)、(11.4.2) 的 概率 密度 函数 表 式 中 ， 系 统 误差 的 分 布 被 假定 为 正 态 
分 布 . 原则 上 ,其 他 分 布 的 系统 误差 相应 的 概率 密度 函数 也 可 以 按 类 似 于 式 (11.4.1)、 
(11.4.2) 的 方式 得 到 . 

按照 以 上 原则 ,J.Conrad 等 编制 了 计算 机 程序 包 POLE(Poissonian Limit Estimator， 
参见 http://www3.tsl.uu.se/~conrad/pole.html)， 可 计算 nx<100 ，ju< 50 情 形 下 ， 用 
经 典 方法 、 似 然 比 求 和 方法 或 改进 的 似 然 比 求 和 方法 构造 的 置信 带 ， 系 统 误差 的 
分 布 可 以 是 正 态 分 布 、 对 数 - 正 态 分 布 或 均匀 分 布 . 


第 十 二 章 假设 检验 


12.1 假设 检验 的 一 般 概念 


从 第 七 章 到 第 十 一 章 我 们 讨论 了 参数 估计 间 题 ， 在 这 类 问题 中 ， 随 机 变量 的 
分 布 函数 的 形式 一 般 为 已 知 ， 但 其 中 包含 着 待 估计 的 未 知 参数 ， 参 数 估计 就 是 根 
据 子 样 观测 值 对 未 知 参数 的 数值 或 置信 区 间 进 行 统计 推断 ， 如 果 被 观测 的 随机 变 
量 的 分 布 函 数 的 确切 形式 未 知 ， 我 们 只 能 以 假设 的 方式 提出 它 所 服从 的 分 布 ， 并 
从 统计 的 观点 根据 观测 值 来 判断 这 一 假设 的 合理 性 ， 这 类 问题 是 数理 统计 的 又 一 
重要 内 容 ， 称 为 统计 假设 的 检验 . 

举例 来 说 ， 方 向 相反 的 高 能 量 正 负 电子 对 掩 ， 产 生 一 对 h 介 子 


et +e — pt +H. 


出 射 的 上 粒子 与 负电 子 e 之 间 的 极 角 吕 是 一 个 随机 变量 ， 假定 测量 了 个 反应 事 
WSEH A, 9, 5, w, 要求 确定 9 的 分 布 是 否 具 有 


СИ +асоз? 9), 09gn (12.1.1) 


的 形式 ， 其 中 C 是 归 一 化 常数 ，a 是 某 个 参数 ， 这 就 是 一 个 假设 检验 问题 . 

假设 检验 可 以 分 为 参数 检验 和 非 参 数 检验 两 类 . 如 果 有 待 检验 的 是 分 布 的 某 
个 参数 是 否 等 于 某 个 规定 值 (分 布 函数 形式 已 知 ， 但 包含 未 知 参 数 )， 那 么 这 属于 
参数 检验 问题 ， 比 如 上 例 中 已 知 随机 变量 9 具有 式 (12.1.1) 的 分 布 ， 要 求 根据 观测 
НЯ, 5, o, „ЮЖН а 是 否 等 于 某 个 特定 值 ao。， 非 参数 检验 所 处 理 的 
问题 是 : 被 观测 的 随机 变量 所 服从 的 分 布 是 否 具有 某 个 特定 的 函数 形式 ， 或 是 从 
两 个 总 体 的 各 自 一 组 观测 值 来 检验 这 两 个 总 体 是 否 有 相同 的 分 布 等 ， 在 这 种 情况 
下 ， 待 检验 总 体 的 分 布 的 函数 形式 ， 在 假设 检验 完成 前 是 无 所 知 的 上 例 中 ， 如 
果 要 根据 一 组 观测 值 9,， 多 ，…， 久 来 确定 随机 变量 2 是 否 服从 式 (12.1.1) 的 分 布 
(事先 并 不 知道 分布 的 函数 形式 )， 则 就 是 非 参数 检验 问题 


12.1.1 原 假 设 和 备 择 假设 


参数 检验 的 一 般 问 题 可 表述 如 下 : 设 总 体 X 的 概率 分 布 F(x; DARRERA 
已 知 ， 但 其 中 包含 未 知 参数 3， 要求 从 总 体 的 子 样 测量 值 (x ，x2，…，x) 来 检验 
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未 知 参数 9 是 否 等 于 某 个 指定 值 %， 对 我 们 要 验证 的 假设 记 为 
Ho:9=%, (12.1.2) 


称 为 原 假设 或 零 假设 .参数 假设 检验 问题 的 提出 本 身 就 意味 着 ,总体 XX 的 真实 分 
布 的 参数 值 既 可 能 是 Но ЖЕНУ, 也 可 能 是 不 同 于 上 向 的 其 他 值 . 因此 , 与 原 假设 
相对 ， 有 

Н,:9=9', 9' 9, 


称 为 备 择 假设 或 备 选 假设 .参数 9 所 有 可 能 值 的 全 体 称 为 容许 假设 ， 容 许 假设 ( 除 
原 假 设 Ho 以外) 都 可 作为 备 择 假 设 . 常见 的 参数 备 择 假设 有 如 下 类 型 ; 


Н :9=$9 (9, ЖАТ, 9 Я, (12.1.3) 
H,:9> 9, (12.1.4) 
Н,:9<8, (12.1.5) 
HI:9#%,. (12.1.6) 


如 果 假 设 对 于 参数 的 规定 值 是 一 个 常数 ， 或 者 说 是 参数 空间 中 的 单 点 集 ， 则 该 假 
设 称 为 简单 假设 ; 相反 ， 假 设 对 参数 的 规定 值 是 参数 空间 中 的 非 单 点 集 ， 则 称 为 
复合 假设 或 复杂 假设 ， 于 是 式 (12.1.2) 和 式 (12.1.3) 是 简单 原 假设 和 简单 备 择 假设 ， 
而 式 (12.1.4)~ 式 (12.1.6) 是 复合 备 择 假 设 . 

非 参 数 检验 的 一 类 问题 是 ， 待 检验 的 总 体 X 的 分 布 FCoO) 是 否 等 于 某 个 特定 函 
数 G(x), 或 者 总 体 X 的 分 布 F(x) 与 总 体 Y 的 分 布 G(X) 是 否 相 同 ， 其 原 假设 可 表述 
为 


Ну: Е(х) = С(х), (12.1.7) 
备 择 假设 可 有 不 同 的 类 型 

Hi:F(x)> G(x), (12.1.8) 

Hi:F(x)<G(x), (12.1.9) 

H,:F(x)# G(x). (12.1.10) 


一 个 假设 检验 问题 ， 就 是 利用 待 检验 总 体 的 子 样 观 测 值 来 决定 ， 究 竟 应 当 接 
受 原 假设 (拒绝 备 择 假设 ) 还 是 应 当 拒绝 原 假设 (接受 备 择 假 设 ), 至 于 原 假设 和 备 择 
假设 怎样 选择 ， 则 是 根据 所 要 解决 的 具体 问题 来 决定 的 . 

式 (12.1.4)， 式 (12.1.5) 的 备 择 假设 对 于 待 检验 的 参数 2 的 规定 值 ， 完 全 落 在 原 
假设 9= % 的 一 侧 (上 侧 或 下 侧 )， 这 样 的 检验 称 为 单 侧 检 验 ; 式 (12.1.6) 备 择 假 设 


- 386 ` 实验 物理 中 的 概率 和 统计 


对 2 的 规定 值 落 在 Ho:9= 岛 的 两 侧 , 称 为 双 侧 检验 ， 对 于 非 参 数 检验 的 情形 , 式 
(12.1.8)， 式 (12.1.9) 是 单 侧 检验 ， 式 (12.1.10) 是 双 侧 检验 . 


12.1.2 ”假设 检验 的 一 般 方法 
R X=[X,X,-- Xn) 是 从 待 检验 总 体 抽取 的 随机 子 样 ， 而 U =U(X) 为 子 样 


统计 量 (参见 6.2 节 统 计量 的 定义 )， 在 假设 检验 中 称 为 检验 统计 量 , 令 W 是 U 的 
值 域 ， 当 零 假设 Но МАН, ОЖЛ W 的 一 个 子 域 R 的 概率 用 a 表示 ，0< a <1， 


а= РО eRIH0) = | ви! Но, (12.1.11) 


其 中 8 (и 1 Ho) Æ Ho 为 真 时 统计 量 U 的 概率 密度 . —Жа 为 一 接近 于 零 的 正 数 . 判 
断 待 检验 的 假设 是 否定 还 是 接受 ， 是 根据 所 谓 小 概率 事件 的 原理 ， 即 概率 很 小 的 
事件 在 一 次 随机 试验 中 被 认为 是 几乎 不 可 能 发 生 的 ， 因此， 当 我 们 有 一 组 实际 观 
МИН хм, хо, ее ЕЖЕ U 的 实际 观测 值 Vo。s。， 如 果 它 落 在 区 域 R ZH, hFa 
很 小 , 这 一 事件 是 小 概率 事件 ,因此 , 假设 Ho 不 大 可 能 是 正确 的 , 我 们 称 在 显著 
性 (水 平 )g 上 拒绝 零 假设 名 而 接受 备 选 假 设 Ну; 反之 ， 当 Us 落 在 子 域 W-R 内 ， 
则 在 水 平 k 上 接受 to 而 拒绝 H1， 对 零 假设 Ho 作出 接受 或 否定 的 判断 ， 通 常 称 为 
对 古 作 显著 性 检验 ， 子 域 R 称 为 拒绝 域 或 临界 域 ， 子 域 W -R 则 称 为 接受 域 ， 临 
界 域 与 接受 域 分 界 点 的 统计 量 U 的 值 U。 称 为 临界 点 或 临界 值 (图 12.1(a)). 应 当 指 
出 , 在 某 些 检验 问题 中 , 特别 在 某 些 双 侧 检验 问题 中 , 存在 两 个 分 隔 开 的 临界 域 ， 


因而 有 两 个 临界 点 ， 如 图 12.1(b) 所 示 . 
由 假设 检验 的 上 述 判断 准则 可 知 ， 即 使 零 假设 Но 为 真 ， 但 检验 统计 量 U 的 


实际 观测 值 仍然 有 c 的 概率 落 人 拒绝 域 R， 也 就 是 说 ， 当 用 Uo, 来 检验 正确 地 反 
映 观 测 值 的 零 假设 时 , 有 100c % 的 可 能 性 将 拒绝 Ho. 这 类 错误 称 为 第 一 类 错误 ， 
亦 即 弃 真 的 错误 ， 把 本 来 正确 的 假设 给 否定 了 ， 为 了 减少 弃 真 的 错误 ，w 应 当 取 
得 尽 可 能 地 小 . 
此 外 ,还 可 能 出 现 第 二 类 错误 , 即 取 伪 的 错误 , 当 ,不 为 真 但 却 接 受 了 HH,. 出 
现 取 伪 错 误 的 概率 取决 于 备 择 假设 Hl ， 它 等 于 Hi 为 真 而 U 落 入 接收 域 W -R 的 
ЖА, | 
В= РИ eW-RIH)= | ,gi u, (12.1.12) 


其 中 g(u | HRR Hl 为 真 时 统计 量 U 的 概率 密度 . 零 假 设 加 对 备 择 假设 H, 的 检 
验 势 或 势 函数 定义 为 
检验 势 =1- ДРИ e RIH)= | glul H.x, (12.1.13) 
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即 闷 ,为 真 而 统计 量 乙 落 入 零 假 设 拒绝 域 刃 的 概率 . 


8(иНо) 


U: ° U 


#121 检验 统计 量 U 的 临界 域 R 和 接受 域 W-R 
ULU! ) 为 临界 值 ，8(x1 5) 是 Ho 为 真 时 U 的 概率 密度 


图 12.2 是 假设 检验 中 犯 第 一 类 错误 的 概率 a 和 犯 第 二 类 错误 的 概率 8 的 图 
л. 显然 , 检验 统计 量 U 及 临界 值 U. 的 合理 选择 应 当 是 使 4 尽 可 能 地 小 , 使 检验 
势 1-B 尽 可 能 大 . 因而 假设 检验 问题 的 症结 在 于 选择 适当 的 检验 统计 量 U 及 其 适 
当 的 临界 值 U.. 


sg(ulHo) 


U: U 
(b) 


122 参数 假设 检验 中 第 一 类 错误 的 概率 a НИ — 2846566838 
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Я 121 单个 和 多 个 me 事例 的 区 分 

考察 在 氢气 泡 室 中 质子 反 质子 潭 灭 产 生 的 粒子 ， 泡 室 只 能 显示 带电 粒子 的 径 
迹 ， 通 过 对 径 迹 的 测量 可 确定 带电 粒子 的 种 类 、 飞 行 方向 和 动量 ; 中 性 粒子 则 不 
能 显示 和 鉴别 . pp 反应 的 产物 有 许多 事例 观测 到 四 条 径 迹 , ЕР ЧИ z 
介子 ， 但 测定 了 这 些 r 介 子 的 动量 后 发 现 ， 反 应 初 态 (p5) 和 反应 末 态 (4 个 r 介 子 ) 
之 间 不 满足 能 量 和 动量 守恒 .这 表明 ， 反 应 未 态 中 还 有 “丢失 ”了 的 中 性 粒子 没 
有 被 观测 到 . 根据 反应 初 态 的 能 、 动量 和 反应 末 态 四 个 x 介子 的 能 、 动量 可 以 求 出 
所 谓 的 “丢失 质量 ”(“ 丢 失 ” 的 中 性 粒子 的 静止 能 量 之 和 )， 事 例 数 的 丢失 质量 


分 布 称 为 丢失 质量 谱 . 分 析 丢 失 质 量 谱 可 知 ， 丢 失 的 中 性 粒子 可 能 是 一 个 或 多 个 
中 性 x 介子 ， 因 此 ，p 反应 事例 可 以 分 为 产生 一 个 mw“ 和 产生 多 个 mw" 两 类 .按照 假 


设 检验 的 概念 ， 现 在 的 问题 可 用 下 述 零 假设 和 备 择 假设 来 表示 : 
Н,: рр — n'm m m TO ， 
Н,: рр э л'л'л л M (М RREAN’), 


丢失 质量 的 平方 m? 作 为 检验 统计 量 ， 如 果 Н, 成立 ， 即 丢失 了 一 个 到， 那么 mm2 应 
当 等 于 x 质量 的 平方 , Mmo. 显然 , 临界 值 me 的 合理 选择 应 该 是 略 高 于 m2，. 这 
样 ， 如 果 一 个 事例 的 丢失 质量 平方 小 于 me ， 就 有 很 大 可 能 是 产生 一 个 的 事例 ， 
故 接受 Ho 是 合理 的 ; 反 过 来 若 事 例 的 丢失 质量 平方 m? 大 于 m? ,那么 有 很 大 可 能 
产生 一 个 以 上 的 r ， 故 应 当 拒绝 H, 而 接受 备 择 假设 有 H, ， 认 为 该 事例 是 一 个 多 mo 
事件 . 

实验 中 观测 到 的 全 部 事例 的 丢失 质量 谱 一 般 都 是 连续 分 布 ， 例 如 ， 图 12.3(a) 
就 是 一 个 典型 的 丢失 质量 谱 直 方 图 ， 这 是 一 个 实验 分 布 ， 其 中 包含 了 测量 误差 即 
实验 分 辩 函 数 的 效应 ( 见 4.17.1 45). 这样， 尽管 真实 的 丢失 质量 小 于 m?，， 但 由 于 
测量 误差 , 测 得 的 m? 却 有 一 定 的 概率 大 于 m2, ;反之 ,真实 的 丢失 质量 大 于 m2, 时， 
也 有 一 定 的 概率 实验 测定 值 却 小 于 m? .这 就 模糊 了 单 台 事件 与 多 mn" 事件 的 界限 ， 
f mà 的 选择 面临 两 难 的 境地 . 如 果 m2 选 得 稍 高 于 m2，，, 可 以 保证 多 "事例 被 误 认 
为 单 r 事例 的 概率 很 小 ， 即 取 伪 错 误 的 概率 很 小 ， 但 真实 的 单 nm 事例 却 有 较 大 的 
可 能 损失 掉 ( 弃 真 的 概率 较 大 ); 反 过 来 ， 若 m? т 大 得 多 ， 虽 然 减 小 了 弃 真 错 
误 的 概率 ， 但 取 伪 错误 的 概率 却 由 此 增 大 了 .这 种 情况 在 假设 检验 问题 中 是 有 代 
表 性 的 ， 减 小 a 和 减 小 6 这 两 个 要 求 常常 互相 抵触 ， 必 须根 据 实际 问题 作 适 当 的 
折 中 . 
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事例 数 
0.2(GeV)° 


100 00 个 事例 


°. 
. 
kia nr, 


02 04 06 08 


丢失 质量 平方 m°IGeV° 


图 12.3 
(а) pp 反应 的 丢失 质量 谱 ; (b) 丢失 质量 平方 m 的 概率 密度 
и Ми; 虚线 一 一 多 x 事例 
假定 我 们 已 知音 事例 的 m? 概率 密度 为 f (m? Ho), ERAH m? 概 率 密度 
№ (тн, ,它们 如 图 12.3(b) 所 示 . 对 于 一 个 给 定 的 显著 性 水 平 a, 由 式 (12.2.1) 
得 到 m? 的 临界 值 mi , 
а= |`, f | Ham, 
т 
代入 式 (12.2.2), RKA 
в= |" f (m? 1H, уи. 
计算 表明 ， 当 a 由 0-0.1 时 ，1-B 由 0 非常 迅速 地 增 大 ; М 250.15, REH 


1- 8 非常 接 近 于 1， 如 果 希 望 单 事件 的 纯度 高 ， 即 多 事件 的 “ 沾 污 ”很 少 ， 
则 可 取 较 大 的 a ; 如 果 要 求 少 丢失 单 事例 , 则 应 取 较 小 的 (828589 тг). 可见， 
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临界 值 的 选取 要 视 问题 的 要 求 而 定 . 


12.1.3 ”检验 的 比较 

12.1.2 节 已 经 提 到 ， 应 当 适 当选 择 检验 统计 量 及 其 临界 值 ， 使 得 xc ，B 同 时 
尽 可 能 地 小 . 因此 , 不 同 检验 统计 量 (检验 方法 ) 的 优 劣 可 以 根据 势 函 数 忆 =1- 来 
鉴定 ， 对 于 指定 的 (相同 ) 显 著 性 水 平 a ， 势 函数 越 大 ， 检 验方 法 越 优越 . 

对 于 简单 原 假设 、 简 单 备 择 假设 的 参数 检验 问题 ， 


Н,:9= 9, Hi:9=9 

由 于 是 统计 量 U 概率 密度 g(u1H,) 的 函数 ， 故 势 函数 可 表示 为 

p(91)=1- В(9). 
对 于 复合 备 择 假设 

Hi:9#% 
有 

р(9) =1- 809 ). 
РЕ 9=9 4, A 

p(%)=1- В(3,)=а. 


12.4(a) 给 出 三 种 可 能 的 势 函数 曲线 ,它们 对 应 于 三 种 不 同 的 检验 方法 (检验 统 
Р). 
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第 十 二 章 假设 检验 .391 ， 


于 给 定 的 显著 性 水 平 c ， 当 势 函 数 1- ВО) КаК, RAKERA a 的 最 佳 势 
检验 ,简称 为 最 佳 势 检验 , 记 为 МР 检验 (most powerful 的 缩写 ). 例如 ,图 12-4(a) 
中 8 检验 是 对 及 :9= 外 的 MP 检验 . 如果 在 参数 8 的 某 个 子 空间 ОЖ 
1- 809), єр 达到 极 大 , 则 称 为 关于 D 的 一 致 最 佳 势 检 验 . 记 为 关于 DD 的 UMP 
检验 (uniform most powerful 的 缩写 )， 这 时 , 备 择 假设 可 以 是 子 空 间 D 中 的 任意 值 
或 任意 区 间 , 即 可 以 是 简单 假设 , 也 可 以 是 复合 假设 . 例如 ，B 检验 是 关于 98> 
的 UMP 检验 ，C 检验 是 (名 ,92) 区间 内 的 UMP 检验 . 如 果 在 8 的 整个 空间 中 势 函 
数 1- 209) 达到 极 大 ， 则 是 一 致 最 佳 势 检验 ,简称 UMP 检验 . 图 12.4(b) 中 , 任何 
检验 统计 量 的 势 函数 曲线 对 所 有 8 值 都 落 在 曲线 U 的 下 方 , U 检验 是 UMP 检验 . 


12.14 ”分布 自由 检验 

在 假设 检验 中 ,核心 问题 是 构造 子 样 统计 量 U .知道 了 U 的 概率 分 布 ， 便 可 
根据 子 样 的 测定 值 推断 在 显著 性 水 平 a 上 应 接受 还 是 拒绝 原 假设 Ho. 如 果 统 计量 
U 的 概率 分 布 并 不 显著 地 依赖 于 原 假设 Ho 规定 的 待 检 验 总 体 的 分 布 函 数 的 具体 
形式 ， 则 称 为 检验 是 分 布 自由 或 分 布 无 关 的 ， 它 的 含义 是 ， 只 要 原 假设 Ho 为 真 ， 
不 管 Ho 对待 检验 总 体 的 分 布 规 定 的 是 什么 函数 形式 ， 统 计量 U 的 概率 分 布 都 相 
lJ, 并 且 是 已 知 的 .因此 ， 对 于 给 定 的 显著 性 水 平 a ， 临 界 域 都 相同 。 这样， 对 
任意 的 原 假设 Но, 或 者 说 , 对 任意 分 布 的 总 体 ,都 可 使 用 这 个 检验 统计 量 ， 这 就 
使 得 该 检验 方法 有 极 大 的 普 适 性 ， 许 多 假设 检验 问题 ， 特 别 是 非 参 数 假设 检验 ， 
广泛 地 应 用 了 分 布 自由 的 检验 . 

应 当 强 调 指出 ， 分 布 自由 的 性 质 只 与 检验 的 显著 性 水 平 相关 联 ， 而 不 适用 于 
检验 的 其 他 特征 量 ， 特 别 是 ， 检 验 的 势 函 数 不 具 有 分 布 自由 的 性 质 ， 而 是 强烈 地 
依赖 于 Ho。，H 对 总 体 分 布 的 具体 规定 . 

本 章 的 以 后 各 节 具 体 地 讨论 不 同 的 假设 检验 问题 .其 中 12.2 节 ，12.3 节 讨论 
参数 假设 检验 ，12.4~12.7 节 则 处 理 非 参数 假设 检验 . 


12.2 参数 假设 检验 
12.2.1 简单 假设 的 奈 曙 -皮尔 孙 检 验 


首先 我 们 来 讨论 简单 原 假设 和 简单 备 择 假设 这 种 最 简单 的 情形 ， 令 9 是 待 检 
验 的 总 体 分 布 中 的 未 知 参数 ， 于 是 有 


Н,:9= 9, H. :9= 9 (12.2.1) 


根据 式 (12.1.13)Ho 对 Н, 的 检验 势 可 表示 为 
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_ 819). 
р= | sanu = в glul g) ре 5 
12.2.2 
[| j колам са 29180) № 
#(и19) va t? gul D) Jye 


opa Rapi aa, Eea B E k ЕО) р зр 
8(и19,) 1. g(ul%) 


均值 。 由 式 (12.2.2) 可 知 ， 对 于 给 定 的 显著 性 水 平 a ， 为 了 使 势 函数 达到 极 大 ， 必 


须 适 当选 择 检验 方法 或 检验 统计 量 U， 使 得 它 的 概率 密度 之 比值 中 在 临界 
и 


bk R ХЕХ. ХИ 9 80-8 7 Меутап-Реагзоп) 3. 
使 势 函 数 达到 极 大 的 临界 域 称 为 最 佳 临界 域 , 它 由 满足 下 面 不 等 式 的 点 组 成 : 


819) р (12.2.3) 
#(и19)) 


其 中 上 是 由 给 定 的 显著 性 a 确定 的 常数 . 

如 果 检 验 统计 量 U 取 为 观测 值 随 机 变量 X 自身 ,那么 g(u19) 就 是 观测 值 所 服 
从 的 总 体 的 概率 密度 f(x15) . 当 进 行 一 系列 测量 得 到 观测 值 X ={Х,,Х,,--,Х,}, 
概率 密度 函数 f(x19) 需 用 联合 概率 密度 即 似 然 函 数 代替 


LX19)=T Плох, 


判 据 式 (12.2.3) 于 是 需 改 写 为 
L(X19) 
Я Ë (12.2.4) 
这 时 ， 显 著 性 水 平 c 为 
рых 19 ах = а. (12.2.5) 


按照 式 (12.2.3)~ 式 (12.2.5) 建 立 的 临界 域 ， 对 于 给 定 的 显著 性 水 平 a ， 将 给 出 
简单 零 假设 对 于 简单 备 择 假设 的 最 佳 势 检验 ( 势 函 数值 达到 极 大 )， 该 临界 域 称 为 
最 佳 临界 域 ， 它 使 得 犯 第 二 类 错误 ( 取 伪 的 错误 ) 的 概率 达到 极 小 . 

对 于 多 次 测量 的 情形 , 观测 值 随机 变量 的 最 佳 临界 域 很 难 找到 , 因为 式 (12.2.5) 
是 一 个 半 维 积分 ， 有 时 很 难 求 出 ， 在 实际 问题 中 , 应 当 寻 找 适 当 的 检验 统计 量 ( 观 
测量 的 某 个 函数 ) 的 最 佳 临界 域 . 例如， 当 对 总 体 的 均值 y 进行 检验 时 ， 比 较 方便 
的 是 寻求 子 样 平均 X 的 临界 域 ， 而 检验 总 体 方差 o? 则 可 寻求 子 样 方差 s 的 临界 
域 等 ， 这 时 应 对 所 使 用 的 统计 量 的 概率 密度 函数 作 积分 . 


第 十 二 章 假设 检验 “393 . 


例 12.2 粒子 平均 寿命 的 尼 曼 -皮尔 进 检验 
假定 不 稳定 粒子 的 衰变 时 间 г 有 п 个 观测 值 t,t,…,t,， 粒子 衰变 时 间 t 的 概 
率 密度 形式 为 


Гале) = 12) (12.2.6) 
T T 
其 中 r 为 粒子 平均 寿命 .要求 对 下 列 简单 零 假 设 和 备 择 假设 进行 检验 : 
Ну: =Ь Hi:r=2. (12.2.7) 
根据 式 (12.2.4) 最 佳 临 界 域 应 满足 


ЦИт=2) [em( 1Y (iz 
— — = F— 3 exp 524 > К. 


LIlr=D ` ГЕО 


i=l 


利用 子 样 平均 的 记号 了 = 二 1 ， 上 式 可 写成 


i=l 


7>2( ачз), (12.2.8) 
n 


Брже г 的 空间 中 ， 最 佳 临界 域 是 满足 不 等 式 (12.2.8) 的 一 组 值 ， 其 中 五 是 一 个 由 选 
定 的 显著 性 a 决定 的 常数 . 我 们 知道 , 平均 寿命 + 是 粒子 衰变 时 间 1 的 期 望 值 , 用 


子 样 平均 作为 检验 统计 量 是 十 分 自然 的 . 为 了 找 出 最 佳 临界 域 对 应 的 T, 值 ， 必 
须知 道 7 的 概率 密度 f,(1). 对 于 n=1 和 n 很 大 这 两 种 极限 情形 ，f(? ) 的 形式 特 


别 简单 ， 下 面 ， 我 们 选 定 显著 性 水 平 c = 5%， 就 这 两 种 情形 分 别 加 以 讨论 . 
(1) n=1. 这 时 7 与 1 的 概率 密度 相同 


ЛО) = тен. 
r т 
t 的 临界 域 的 下 限 T, 可 由 显著 性 a 的 定义 (12.1.11) 确 定 
005=a=| “етаг, Т=-ша=3.00. 
T, 
于 是 零 假设 Ho: т= 1 对 备 择 假设 有 H :r=2 的 检验 势 由 式 (12.1.13) 得 到 


1-p=[ Ze ar = J2 «022. 
12 
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在 实验 中 ， 对 粒子 衰变 时 间作 一 次 测量 ， 如 果 测 量 值 大 于 五 =3.00 ВЛ 
临界 域 ， 则 拒绝 零 假 设 Ho。. 但 是 在 这 种 检验 中 ， 取 伪 的 错误 ( HI 为 真 却 接受 Но) 
的 可 能 性 很 大 ， 其 概率 由 表示 ，pB >0.78. 

(2) n 很 大 ， 这 种 情形 下 检验 统计 量 7 的 概率 密度 可 用 均值 7, ТЕР 的 正 
态 函 数 作 为 近似 ( 见 8.3.6 节 ) 


Е l 1 G — r)2 
1) = Мт, z2 /n) = -二 
ео) g 2 г/т | 


t НОВИН FER T, h FRR: 


0 T, = 
0.05=а =Í xl L] =1- | м2 
T, n -ю п 


下 二 | 
= 一 中 R м 
(22) 
НВФ ЖИЕ Р. 查 表 可 得 
nt 


Но:т= 1 对 于 Hi:r=2 的 检验 势 则 为 


| i- a= "(> ви) 
2) 


=1- о [я 一 
2 


НЮ, № УЧЕТ, 和 检验 势 1- 8 两 者 都 有 赖 于 观测 次 数 n. 车 取 n=100 ， 则 有 
Тоо =1.16, 1- 8 =0.999 99. 由 势 函数 1- 的 表达 式 可 见 ， 当 观测 次 数 n BFE 
穷 ， 势 函数 趋向 1， 即 取 伪 的 错误 概率 等 于 0， 这 称 为 一 致 检验 (consistent test). 


由 以 上 讨论 可 以 看 出 ， 对 于 给 定 的 显著 性 水 平 = 0.05， 随 着 观测 数 n 的 增 
ЛИ (п =1-100), Но ХЕ H, 的 检验 势 迅 速 增加 (1- В = 0.22 一 0.999 99); 如 果 取 较 


小 的 a 值 ( 减 小 弃 真 错误 的 概率 ), 例如 ，a = 0.01， 当 靖 =1 一 100 ， 检 验 势 的 值 下 
降 为 1~ B= 0.10 — 0.9994 . 
12.2.2 复合 假设 的 似 然 比 检验 


# 8-0 Vis HT Но fü H, 都 是 简单 假设 的 情形 ,如 果 НОЖ H, 中 至 


少 有 一 个 是 复合 假设 ， 则 必须 用 似 然 比 检验 . 
设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 f(x19) ， 未 知 参数 9 ={9 ,外 }， 960,0 0 
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参数 空间 . 假定 零 假设 H EX 9... h 中 至 少 一 个 参数 加 上 某 个 约束 条 件 ( 如 等 于 
某 个 常数 )， 使 得 8 被 限制 在 参数 空间 Qo 的 一 个 子 空间 wo 中. 我们 的 问题 是 根据 
总 体 X ЮФ ЛТХ = (Х.Х) 来 检验 假设 

Ho :deo, Hi:9ef -ow. (12.2.9) 


对 于 子 样 值 ={X Xn] ， 似 然 函 数 为 


L=T]/f019). 


i=] 
记 似 然 函数 在 参数 空间 Q 中 的 极 大 值 为 L( 人 2) , 而 在 零 假设 H, УЕ 
的 子 空间 w 中 似 然 函数 的 极 大 值 记 为 L(D) ， 似 然 比 4 定义 为 


= ЛОХ (12.2.10) 


由 概率 密度 的 非 负 性 可 知 ，4 为 非 负 值 ; 同时， 在 子 空间 о НЕК 146) 不 可 
能 大 于 整个 参数 空间 ОКН 100), KAOSA <1. 

似 然 比 和 4 是 观测 值 4,xy,…,*, 的 函数 . 若 4 的 观测 值 接近 于 1， 那 么 Ho 为 真 
时 的 极 大 值 L(ó) 与 整个 参数 空间 的 极 大 值 2(C42) 相 接近 , 这 表示 H, 为 真 的 可 能 性 
很 大 ; 反之 , АВ, МН, 为 真 的 可 能 性 很 小 ， 直 观 地 就 可 知道 ， 似 然 比 4 是 
零 假设 Но 的 合理 的 检验 统计 量 . 

似 然 比 检验 的 方法 可 陈述 如 下 : 令 H 为 真 时 ， 似 然 比 4 的 概率 密度 为 
g(41H06) ， 对 于 给 定 的 显著 性 水 平 xc ，4 的 临界 域 由 

0<4<1, (12.2.11) 
确定 ， 其 中 4 满足 
а= F (Нал. (12.2.12) 


如 果 4 的 观测 值 As 大 于 和 ， 则 在 水 平 k 上 接受 零 假设 Ho; 反之 ， 则 拒绝 已. 
WRAK LAIH) 为 未 知 ， 只 要 知道 4 的 某 个 单调 函数 的 概率 密度 ， 仍 然 可 
以 进行 似 然 比 检验 . у= y(4) 是 4 的 单调 函数 ，y 的 概率 密度 h(y1H0) 为 已 知 ， 
则 有 
44 y( 如) 
а=], ЫА h(yl Ho)dy, (12.2.13) 


求 出 变量 y 的 临界 域 
у(0) < y < у(4А,), (12.2.14) 


通过 4 与 y(4) 的 逆 变 换 容易 求 出 临界 值 4。. 
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通常 似 然 比 4 (或 它 的 函数 ) 的 严格 分 布 是 很 难 找到 的 , ВУ, Но 的 检验 问题 相 
当 复杂 , 一 般 可 以 尝试 采用 近似 方法 . 例如 , 假定 零 假设 使 参数 9= (9.9,.---9,) 
中 个 参数 取 固 定 值 ,可 以 证 明 , 当 H, 为 真 时 ,如 子 样 容 量 n 很 大 , 则 统计 量 -2In4 
HEFT A, 因此, 可 利用 统计 量 -2In4 来 检验 零 假设 有 H。, 通过 x*(7) 分 
布 概率 密度 函数 的 积分 来 确定 4 的 临界 域 . 


$] 123 正 态 分 布 均值 的 似 然 比 检验 
设 总 体 分 布 为 正 态 函 数 


ki 9,>0, 


Еп AIME Х,.Х,,--,Х,, WORSE R yfi BE E РЕЖ до. 
检验 的 零 假 设 和 备 择 假设 可 表 为 


Hy: 9 =, (12.2.15) 

H ,:9 =, (12.2.16) 
BEZE E 9, > 0 的 半 平 面 中 所 有 点 的 集合 ， 即 
—<9<®, 9, >0. 


当 零 假设 Ho 成 立 ， BHA =, UTEN oF 9 = ohh >0 ЖА 
НА. nn 个 观测 值 的 似 然 函数 为 


10-9) 
ІХ 19,9) = П! $. -| (12.2.17) 
参数 空间 从 中 驴 , 吕 的 极 大 似 然 估计 量 可 由 8.2 节 3) 的 方法 求 出 
4-1. х,-Х, (12.2.18) 
i=l 
Š LY, -Х). (12.2.19) 
i=l 
代入 式 (12.2.17), 得 到 似 然 函 数 在 2 中 的 极 大 值 
ñ n/2 
L(Q)= мў (х, кс) e", (12.2.20) 
і=1 


РН о, К АНЯ 9 = д КА (12.2.17) 9 9, RiRA 
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得 到 ， 其 结果 是 
Š, =>, - д0). (12.2.21) 
i=l 


这 一 表达 式 与 式 (12.2.19) 不 同 ， 即 在 参数 空间 2 和 中 中 ， 多 的 极 大 似 然 估 计量 
是 不 同 的 .这 样 ， 当 Ho 为 真 ， 似 然 函 数 极 大 值 由 式 (12.2.21) 代 入 式 (12.2.17) 得 出 


n п/2 
L(ó)= | е", (12.2.22) 


лух, - д) 
i=l 


根据 似 然 比 4 的 定义 ,我 们 有 
n/2 


Sx, - X 
la N., (12.2.23) 


n 


> (x, -0) 


i=] 


HIYA -W = 0-Х nE- H), ATAA 
i=l i=l 
Ea 
a- t? | , (12.2.24) 


Х-д 


w в/м (12.2.25) 
ба -F> a=) J ар 
i=l | а? 


由 6.3.3 节 所 述 可 知 ， 式 (12.2.25) 中 的 + IFL А Н (п 1) Е, 其 概率 密 
ВЕ fd;n-D 在 4.15 节 中 给 定 . 由 式 (12.2.24) 可 求 得 + 与 4 的 函数 关系 :=t(4), 于 是 
变量 4 的 概率 密度 g(4) 可 从 1 分 布 导 出 ,从 而 按 式 (12.2.13) 求 出 给 定 显著 性 a 时 4 
的 临界 域 ， 但 这 一 变量 代 换 并 不 必须 实行 ， 因 为 从 式 (12.2.24) 可 知 ，4 是 的 单 
调 函 数 ， 当 H. 不 为 真 时 4 很 小 ，t 很 大 ， 因 此 ，0<4< A, 所 确定 的 临界 域 对 应 
T>. 这 样 ， 对 于 给 定 的 显著 性 水 平 a ，1 的 临界 域 由 两 个 子 区 间 构 成 


—o <t <-I, › ta <t <. (12.2.26) 


1 定义 为 
а р ыы 
з= епа | п-да, 9 
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如 果 观 测 值 5,x,， yB) t (B tons НЕ 


a/2 < lobs < 12, 


则 接受 零 假 设 如 ;否则 fw, 落 人 式 (12.2.26) 定 义 的 临界 域 ， 已 被 拒绝 . 
例如 ， 考 察 一 个 子 样 容量 n= 20 的 实验 ， 选 定 显著 性 a = 0.05， 由 附 表 8 查 
{812 =10025= 2.093， 如 果 由 式 (12.2.25) 算 出 的 |ioo| 值 大 于 2.093， 则 应 当 拒绝 零 
в Но. 4 toos = 2.093 代 人 式 (12.2.24)， 可 求 出 对 应 的 4 临界 值 为 加 os = 0.125. 
我 们 将 4 临界 值 的 上 述 似 然 比 计算 与 本 节 中 提 到 的 近似 计算 作 一 比较 ， 按 近 
似 方法 ， 统 计量 -2ln 4 近似 地 服从 Xx? 分布 ， 自 由 度 等 于 H 中 取 确 定 值 的 参数 个 
数 ， 在 现在 的 情形 中 ， 自 由 度 等 于 1， 根据 式 (12.2.23) 可 知 
п(Х – NX- 


S- XxX) 
i=l 

将 上 式 右 边 的 对 数 作客 级 数 展开 并 只 取 第 一 项 , Но 代替 子 样 方差 , 得 出 近似 表 
达 式 


-2In4=nln Ж 


| 


对 于 %2() 变 量 ,显著 性 = 0.05 对 应 的 临界 值 为 -2in Д, о = 3.841, Aos = 0.147. 与 
似 然 比 方法 求 出 的 数值 os = 0.125 对 比 可 见 ， 对 于 子 样 容量 小 到 n= 20 的 场合 ， 
-2In 4 近似 还 是 合理 的 . 

为 了 计算 检验 势 1-B, 必须 考虑 备 择 假 设 H, : = до. 式 (12.2.25) 定 义 的 变量 
仍 作为 检验 统计 量 , 但 当 H, AWAN, t 表达 式 中 的 


2л. 


不 再 是 入 (0,1) 分 布 ,而 是 N(6,1) 正 态 变 量 
9-4 


б = А 12.2.28 
om Бах 


ТЕС г ААН п 1 Ег 995, EPLIR, 4.15 1). + 
是 势 函数 为 


А, 
1-2- || g(A1H,,6M4 
= 7 Уп 1,5) + Е f(t;n-1,ô)dt, 
—© taj2 
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其 中 g(A1IH,,ó) H, 为 真 时 对 于 给 定 的 5 值 似 然 比 4 的 概率 密度 ,zz 1,5) 
自由 度 -1 、 非 中 心 参数 5 的 非 中 心 1 分 布 概率 密度 . 参考 文献 [67] 可 查 到 
f(t;n 一 1,6) 的 累积 分 布 函数 值 . 12.5 Н ГАЈ, п АХЛ РЕЯ. 由 
图 可 知 ， 本 问题 中 的 势 函 数 有 以 下 特点 : 

(1) 势 函 数 对 5=0 为 对 称 ， 在 5=0 处 达到 极 小 ， 随 着 |5| 的 增加 而 增加 . 

(2) 势 函数 随 着 显著 性 а 的 增加 而 增加 . 

(3) 对 于 给 定 的 5 值 ， 势 -8 随 着 子 样 容量 的 增加 而 增加 . 


图 12.5 正 态 变 量 均值 的 1 检验 中 的 势 函 数 
显著 性 a = 0.05( 实 线 ) 和 0.028), ТЕЕ п = 20 fin = о 


值得 指出 ， 本 问题 中 4 的 临界 域 由 
0<4<4, 


确定 , 因为 0<4<1， 所 以 临界 域 [0,4] 处 于 4 值 域 的 下 侧 ， 称 为 下 侧 临 界 域 ， 相 
ЛД, 称 为 下 侧 临 界 值 ， 而 对 于 变量 上: ， 它 的 临界 域 由 式 (12.2.26) 确 定 ， 分 别处 
于 : 值 域 的 上 、 下 两 侧 ， 存 在 双 侧 临界 域 ， 相 应 地 存在 上 侧 临 界 值 ez 和 下 侧 临界 
{E-t ， 双 侧 和 单 侧 临 界 域 在 以 后 的 讨论 中 经 常会 遇 到 . 

Я 124 粒子 平均 寿命 的 似 然 比 检验 


现在 考虑 例 12.2 讨论 过 的 粒子 平均 寿命 问题 ， 原 假设 仍 为 简单 假设 , 但 备 择 
假设 是 复合 假设 | 
Но:т=1, Н,:1т#1. 


对 于 子 样 值 上 = {1,1,，…,t} ， 似 然 函数 是 


zl — 
L=] [一 ex — |. 


- 400 - 实验 物理 中 的 概率 和 统计 


H 8.1 节 知 ，z 的 极 大 似 然 估 计 为 上 ， 似 然 函 数 中 z 代 之 以 上 即 得 到 = 的 值 域 中 似 
然 函 数 的 极 大 值 


A 2 l F Е уу Е 
uó- [реж j= Gy в = 4l- exp(—n). 


УВЫ SRB г=1, КАШ, BHS 


L(ó) = П exp(-—t,) = exp b ~) =exp(-nī ), 


i=l i=l 


于 是 似 然 比 为 
10) 


Ко) 


4A4=——= (t )" ехр[- n(t 一 D]. 


当 很 大 ， 统 计量 : 的 概率 密度 近似 于 正 态 分 布 ( 见 例 12.2); 


D-na E) 
n 
根据 式 (12.2.13)， 当 取 显 著 性 水 平 a= 0.05, WA 
(= 如)  _ _ f% 1).— 
0.05=a = - [7 л (т1н)аг= || м1) 
af” маг олс, -5] 
— n 


查 表 得 到 Vn( -1) = 1.645， 于 是 得 出 临界 值 


7 -1+1645 
Vn , 


£ -| s) exp(-1.645VP ) 


当 4 的 观测 值 tw, 小 于 j ,或 上 的 观测 值 各 ,小 于 到， 则 在 显著 性 水 平 w= 0.05 上 
НАЗЫН. ША, Щи, 1, ША, 1. 


12.3 正 态 总 体 的 参数 检验 


本 节 集 中 讨论 正 态 总 体 的 参数 检验 问题 ， 包 括 单个 正 态 总 体 均值 、 方 差 的 检 
验 ， 两 个 以 上 正 态 总 体 参 数 比较 的 检验 等 ， 重 点 在 于 研究 怎样 构造 适当 的 检验 统 
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计量 . 
1231 正 态 总 体 均值 和 方差 的 检验 
H XoXo X, BESA No 的 一 个 随机 子 样 ， 我 们 要 从 这 组 子 样 值 
来 确定 分 布 的 均值 是 否 为 某 一 确定 值 x。， 故 零 假设 和 备 择 假设 分 别 是 
Ho: H= th >» H, : H+ до. (12.3.1) 


这 类 检验 问题 的 处 理 与 7.7 节 中 求 正 态 总 体 均值 的 置信 区 间 的 过 程 十 分 相像 ， 检 
验 零 假设 Ho: = /的 适当 检验 统计 量 取决 于 总 体 方差 o? 是 否 为 一 已 知 量 . 由 7.7 
节 所 述 可 知 u 

Х- 


зам, Z= А NOI, 
Ë ae 


с? ЖЯ, ре 0 (12.3.2) 
故 Z 可 作为 检验 统计 量 ， 式 中 X 和 5? 是 子 样 平均 和 子 样 方差 
Хех, е1 У mY. 
n; п-1 i=l 


式 (12.3.1) 显 然 是 一 个 双 侧 检验 问题 ， 对 于 给 定 的 显著 性 水 平 a ， 可 利用 标准 正 态 
分 布 (o? 已 知 ) 或 1 分 布 (o? 未知 ) 的 概率 密度 的 积分 来 确定 检验 统计 量 的 双 侧 临界 
值 ， 即使 

Z- [| rex = J rex (12.3.3) 


RE, M са fz, 分 别 为 下 侧 临 界 值 和 上 侧 临界 值 ， 其 中 f(z) 是 变量 Z 的 概率 密 
E, HF 为 已 知 和 未 知 时 分 别 为 W(0,D) 和 tn -1 的 概率 密度 ， 由 于 它们 对 0 
点 为 对 称 ， 故 有 


24 == <° 
WR Z 的 观测 值 Zeo 满足 
Za < Zobs < Zu » 
即 Zoo 落 人 接受 域 ， 则 在 显著 性 c 上 接受 零 假设 ; 否则 就 拒绝 Но. 
正 态 总 体 方差 的 检验 可 采用 类 似 于 7.8 节 所 描述 的 方法 ， 零 假设 和 备 择 假设 
分 别 是 
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Н,:о? =od, H :G2 #00. (12.3.4) 
H 7.8 节 可 知 
(п-1)52 > x, - и)? 
4 已 知 ， ЕЕ ~ (п), 
90 oo 
X,—X) 
(п-1)5? > ) 
АЖА, = 一 一 一 = 一 一 一 ~ Xx (n 一 1). (12.3.5) 
oo 90 


因而 Z 可 作为 检验 统计 量 . 利用 式 (12.3.3)( f(z) 现在 是 x*(n) П (п - 1) Ж 
度 ) 可 求 出 双 侧 临界 值 zy 和 zx ， 由 于 好 是 非 对 称 分 布 ， 故 zy z. 
如 果 备 选 假设 的 形式 为 


H: >o 或 <o, 
则 称 为 单 侧 检验 ， 其 zz z 由 下 式 确定 : 


а= | усб (下 侧 临界 信 )， (12.3.6) 
а= | fod (上 侧 临 界 值 ) (12.3.7) 
z, 


12.32 ”两 个 正 态 总 体 均 值 的 比较 


设 X,X,,…,X, 是 正 态 总 体 N(j4,o7) Жп ЮТ, Yp Yas Yn 是 N(j,02) 
容量 m 的 子 样 ， 希 望 检验 两 个 正 态 总 体 是 否 有 相同 的 均值 ， 因 此 ， 有 


Но: 44 = 4, H; : 44 +. (12.3.8) 


这 类 检验 对 应 的 实际 问题 是 ， 希 望 知道 两 组 实验 测量 数据 实际 上 是 否 同一 个 
物理 量 的 测量 值 ， 这 一 问题 看 起 来 似乎 很 简单 ， 实 际 上 ， 除 非 对 方差 o? о Е 
某 些 假定 ， 否 则 很 难 作 检验 ， 我 们 来 考虑 如 下 三 种 情形 : 

1) of Жо; 为 已 知 

由 正 态 分 布 的 性 质 知道 ， 子 样 平均 X 和 了 服从 正 态 分 布 N(A4,o?/n) 和 
N(jw,02/m) .按照 正 态 变量 的 加 法 原理 ，X -了 也 是 正 态 变量 ,其 均值 和 方差 分 


别 为 — 4h, 2.22. 于 是 
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(X-Y)-(A b) _ N(0,1). (12.3.9) 
Vo; /n+03/m 


为 了 检验 -y=0 的 零 假设 8。， 适 当 的 检验 统计 量 为 


TOR E _ | (12.3.10) 
yo; /n +03 [т 
Но ЯН, CWE М0, 变量 .这 是 方差 已 知 的 正 态 分 布 均 值 检 验 问 题 ，12.3.1 
节 已 经 加 以 讨论 . 
例如 , 两 组 实验 的 结果 分 别 表示 为 x* 士 A 和 了 了 +Ay п, Ши, 是 两 组 实验 的 子 
样 容量 (测量 次 数 )， 假 定 两 组 测量 都 服从 正 态 分 布 ， 那么 Ах 和 Ay 分 别 等 于 
Jo; n, 和 Vo?/n, ， 当 检验 两 个 实验 是 否 测量 了 同一 物理 量 时 ,适当 的 检验 统计 
Ж 
даа (12.3.11) 
(АХ)? + (Ay)? 
如 果 H 为 真 (测量 的 是 同一 物理 量 )， 则 Z 应 服从 N(0,1). 式 (12.3.11) 的 Z 是 物理 
学 家 利用 实验 结果 来 表示 的 检验 统计 量 的 方便 形式 . 
2) с? 和 с 未 知 但 相等 
由 6.3.1 节 和 6.3.2 节 知 道 ,利用 М№,о?) 的 子 样 X, X, X, 和 N(z,,o;) 的 
TËEFY,,Y,, Y. ， 可 得 到 四 个 相互 独立 且 分 布 已 知 的 变量 


X ~ №, д? fn), Y ~ №,,о? т), 


„ауе? De 
CDS т-р, @ DS _ asp. 


o; o; 


我 们 利用 这 四 个 变量 来 构造 检验 统计 量 . 两 个 正 态 变 量 X , Y 可 构成 标准 正 态 变量 


(X (Ah) NOD: 
0? /n+o?/m | 
根据 Z” 分布 的 加 法 原理 ， 两 个 好 变量 之 和 产生 一 个 新 的 好 变量 


(п –1)52 ms 052 


7 ~ уп+т- 2). 
o, 0; 
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上 述 两 个 N(0,1) 变量 和 (пт – 2) 变量 也 相互 独立 , 它们 可 按 4.15 节 式 (4.15.4) 
的 方式 构成 一 个 ! 变量 `: 


(X -Y)- (A - n) 
2 2 
үог/п+ оз /т -(и+т-2). (123.12) 


(n-Ds/o? + (т Ds) /o; |/(п+т-2) 


其 中 包含 未 知 参数 oz 和 o2 因而 不 能 作为 检验 统计 量 . 但 当 o? = оз, 它 可 进 一 


步 简化 为 
ASD A ia: 35. (12.3.13) 

1 1 

5,1 + — 

п т 


52 = ет 


其 中 5 定义 为 


— 2 X+,- | (12.3.14) 


i=l 


— n+m-2 


它 是 总 体 方差 o (= o? = о2) 的 估计 . 
因此 ， 当 检验 零 假设 Н: ш =, В, Ж 


(12.3.15) 


作为 检验 统计 量 ， 若 Ho 为 真 ， 则 Z 服从 自由 度 n+m-2 的 1 分 布 ， 于 是 问题 化 为 
12.3.1 节 中 讨论 过 的 方差 未 知 的 正 态 总 体 均值 的 检验 问题 . 

从 以 上 推导 过 程 中 可 以 看 到 ， 除 非 两 个 正 态 总 体 的 未 知 方差 相等 ， 一 般 无 法 
求 出 具有 已 知 分 布 的 变量 作为 检验 统计 量 . 因此 ，o? > az 的 一 般 情形 无 法 严格 求 
解 ， 只 能 求助 于 近似 方法 . 

3) oz,az 未 知 且 不 相等 

在 这 种 情形 下 ， 若 子 样 容量 п, т 足够 大 ， 子 样 方差 可 以 作为 总 体 方差 的 估 
iH. 在 式 (12.3.9) 中 用 子 样 方差 8,8: 68 02,02, ИЖ 


(X -Y)- 4-4) мод). (12.3.16) 


Vs2/nt+ 52 /т 
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当 检 验 零 假设 Но: и = В, 取 
Х-У 
VS? /п+52 /т 


作为 检验 统计 量 . 若 Ho 为 真 ， 则 近似 地 2Z 服从 标准 正 态 分 布 N(0,1) .问题 化 为 
方差 已 知 的 正 态 分 布 均值 的 检验 问题 . 


12.33 ”两 个 正 态 总 体 方差 的 比较 


设 两 个 正 态 总 体 Nor) 和 N(,,o2) ИЕ B HTE X, XX, 和 
YoYo Yn ， 要 求 检验 它们 是 否 有 相同 的 方差 ， 于 是 零 假 设 和 备 择 假设 为 


Z= (12.3.17) 


Н,:о? =o), H:o2 #02. (12.3.18) 
首先 讨论 两 个 总 体 均值 ,ys 未知 的 情形 ， 已 经 知道 


-DS 1 2 =: 
NT 
91 Oi izl 


这 两 个 变量 相互 独立 ， 由 4.16 节 可 知 


(n-1)S? 
e ea 52 02 
І В pO lm; (12.3.19) 


_ у е2 22 
(т DS; fm-D S o 
0 


因此 ， 当 Ho 成 立 ， 则 有 


52 D(X; -Xy fn- 


ря - Р(п-1т-1), (12.3.20) 
2 У-Ү)? (т-1) 


i=l 


变量 Z 不 含 任何 未 知 参数 ， 而 且 分 布 已 知 ， 可 作为 检验 统计 量 . 
如 果 两 个 总 体 的 期 望 值 ,yw 都 已 知 ， 只 需 将 式 (11.3.20) 中 的 子 样 平均 改 为 期 


望 值 即 可 
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La,- -д) "JD 
$0- - ш) ' fm- 


注意 ， 此 时 统计 量 Z RA B hFE n,m f) F Я. 
总 结 12.3.1 节 ~12.3.3 节 正 态 总 体 的 参数 检验 问题 , 将 不 同 检验 的 有 关 结论 汇 


总 于 表 12.1. 


2= = ~ F(n,m). (12.3.21) 
$; 
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o? +0} 


o, с} 未 知 


ааа 
ие Қт 1) 


А Za, -XY п -1) 
izi 
F(n-1, m-1) 


TF Km- D 
E] 


Я 125 两 个 测量 装置 测量 结果 的 比较 
设 动量 po=24.90GeVic 的 单 能 粒子 束 流 射 人 泡 室 , 利 用 两 个 测量 装置 4 和 B 测 
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量 20 条 粒子 径 迹 在 磁场 中 的 曲率 半径 ， 从 而 确定 粒子 的 动量 p， 测 到 的 动量 倒数 


Ур 的 平均 值 和 子 样 标准 差 $ 如 表 12.2 所 示 . 假定 1/p 是 一 近似 的 正 态 变量 , 径 迹 
动量 的 测定 误差 仅仅 由 装置 的 误差 决定 ， 但 数值 未 知 . 


| 


103(GeVy/c) 


表 12.2 


l 20 
DI 


izl 


(23-2022 


10 2(GeV/c)! 


首先 我 们 想 知 道 ， 两 个 装置 的 测量 值 (1/p) 是 否 与 粒子 动量 po 的 倒数 相 一 
致 ， 这 是 一 个 方差 未 知 的 正 态 分 布 的 均值 检验 问题 ， 即 


按 表 12.1， 这 属于 编号 2 的 检验 问题 ， 合 适 的 检验 统计 量 为 
5-2. 
t= p Ро , 
5/2 


ЧН ЖИ, 1-119). EREK а =0.05, МИРЕ 8 查 得 双 侧 检验 的 临界 
域 是 


| > гоо; = 2.09. 


将 上 表 中 的 数据 代 人 的 表 式 ， 得 到 两 个 实验 的 观测 值 分 别 为 
1, =-0.40, tg =1.60. 


这 两 个 值 都 位 于 接受 域内 ， 因 此 可 以 认为 ,在 a =0.05 的 显著 性 水 平 上 ， 两 台 装 
置 对 粒子 动量 的 测定 是 合理 的 . 
其 次 我 们 想 了 解 两 台 装 置 的 测量 精度 是 否 一 致 ， 于 是 待 检 验 的 假设 为 


1 1 1 1 


=, уу. 
бд Ов Oa Ов 


这 里 co 表示 装置 对 粒子 动量 测量 的 精度 . 已 经 知道 这 两 个 正 态 分 布 的 均值 是 
Ha = Ив =1/ po ， 根 据 表 12.1， 该 检验 问题 属于 编号 9 的 检验 问题 ， 检 验 统 计量 是 
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F=S:/s;. 
当 Ho 为 真 ， 它 服从 自由 度 (20，20) 的 下 分 布 ， 选 定 显著 性 水 平 a=0.05 ， 由 附 表 
9 查 得 ws = 2.46 ,再 由 4.16 节 的 式 (4.16.11) 求 得 f, os =0.4065 ,因此 , ВН, 
的 接受 域 为 [0.4065，2.46]. 由 观测 值 5$4 和 S, 知 


Sos 落 在 Ho 的 临界 域内 ， 故 在 显著 性 水 平 a=0.05 上 拒绝 两 台 装 置 精度 相等 的 零 
假设 ， 并 由 54 > 5, 知道 装置 A 对 粒子 动量 的 测量 精度 比较 高 . 


12.34 ”多 个 正 态 总 体 均 值 的 比较 
ЯН N 个 实验 对 同一 个 物理 量 进行 观测 ， 得 到 的 测量 值 及 其 误差 表示 为 
Х,+АХ i=l, N. 其 中 每 个 实验 的 测量 值 X, 通常 是 一 组 观测 值 的 平均 值 АХ, 
是 平均 值 的 误差 . 待 检 验 的 问题 是 ， 这 N 个 测量 结果 是 否 在 误差 范围 内 一 致 ， 假 
定 每 个 实验 中 观测 服从 正 态 分 布 ， 于 是 这 是 一 个 N 个 正 态 总 体 均值 的 检验 问题 ， 
FERI RRA 
Но: 44 = д =" = fly, (12.3:22) 
备 择 假设 H, AE Ft tb Bn] REE. 
如 果 H Е Гл =…= у = 的 数值 ， 并 且 每 个 实验 中 的 方差 oa 为 已 知 ， 
那么 变量 
N _ №2 
PAE (12.3.23) 
i=l O; 
不 含 任何 未 知 参数 ， 而 且 服 从 x*(N) 分 布 ( 见 式 (4.14.21)) 故 可 以 作为 检验 统计 
Ж. 但 现在 ci 和 /都 为 未 知 量 ， 必 须 用 实验 观测 值 来 作为 近似 、AX, 可 作为 er 的 
估计 ， 而 总 体 均 值 4 的 估计 值 可 取 为 М 次 测量 的 加 权 平 均 


Ё=Х= 8, (12.3.24) 


H 的 误差 的 估计 值 则 可 取 为 


х 2 
>x) ; (12.3.25) 
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其 中 权 因子 等 于 每 次 实验 观测 值 误 差 平方 的 倒数 
1 
и; = (АХ $ 
щн, НАМИ ЕН, до НО XD 
然 估计 ( 见 式 (8.2.2) 和 式 (8.2.3)). 
EHDA, EE X? (定义 为 各 测量 值 Xi 对 加 权 平均 X 的 离 差 平方 的 加 权 求 
和 ) 近 似 地 服从 x*(N - 1) 分 布 


N та N - Ху 
х? У(Х, -Xp = 00-0 (12.3.26) 


il izl (АХ,)? 
(与 式 (12.3.23) 对 照 )” 因 此 ，X? 可 作为 个 测量 具有 相同 均值 的 零 假设 H, 的 检 
验 统计 量 ， 当 H. 不 为 真 ，X? 的 值 倾向 于 偏 大 ， 因此， 临界 域 在 x?(N -1) 分 布 的 
上 侧 ( 见 12.4 节 的 讨论 )， 给 定 显著 性 水 平 ， 利 用 式 (12.3.7) 可 确定 上 侧 检验 的 临界 
ЖЕНЫ Z = X2, f (z) 为 X? 的 概率 密度 )， 利 用 测量 值 Xi,,AX, 从 式 (12.3.26) 求 得 
X 的 观测 值 X%。 ， 若 X2%, 落 在 临界 域内 ， 则 拒绝 零 假设 ;否则 可 认为 零 假设 H, 
成 立 ， 并 由 式 (12.3.24) 和 式 (12.3.25) 求 出 总 体 均 值 y 和 方差 o? 的 最 佳 估 计 值 . 

如 果 在 选 定 的 显著 性 水 平 上 ，X&, 落 在 临界 域内 ， 这 时 应 当 检查 各 个 实验 测 
定量 X;,AX, 对 式 (12.3.26) 所 表示 的 Хо, 的 贡献 . 有 时 Х2 过 大 的 原因 在 于 一 、 二 
个 实验 测量 值 与 其 他 测量 值 偏离 过 远 ， 使 得 它们 对 Хо, 的 贡献 很 大 ， 如 果 这 种 现 
象 没有 合理 的 解释 ， 建 议 去 掉 这 些 偏 离 很 大 的 测量 值 ， 对 其 余 实 验 的 结果 重新 
进行 检验 . 

Я 126 Q 超 子 质量 

五 个 实验 测 得 Q7 超 子 质量 值 分 别 是 1673.0+8.0MeV , 1673.3+1.0MeV , 
1671.8+0.8MeV , 1674.2+1.6Меу , 1671.9+1.2MeV . 问 在 显著 性 水 平 5% 上 这 
些 结果 是 否 一 致 

由 式 (12.3.26) 可 算出 X% =3.24. 作 上 侧 检 验 ,由 附 表 7 查 得 x?(N -1)=x?(4) 
累积 分 布 函 数值 等 于 1-a=0.95 对 应 的 上 侧 临界 域 为 X2 >9.488. ШИ, Х2 ў 
在 接受 域内 ， 即 在 显著 性 a = 0.05 上 五 个 实验 的 结果 是 一 致 的 . 

由 式 (12.3.24) 和 式 (12.3.25) 确 定 О 超 子 质量 及 其 误差 的 估计 值 为 
1672.8+0.5MeV. 可见， 五 个 实验 结果 合并 后 ， 其 误差 小 于 任何 单个 实验 测定 值 
的 误差 . 
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124 拟 合 优 度 检 验 


到 目前 为 止 ， 本 章 前 面 各 节 讨 论 的 内 容 属 于 参数 检验 问题 ， 要 求解 决 的 任务 
是 根据 一 组 观测 值 来 确定 某 个 概率 分 布 的 某 一 参数 是 否 与 零 假 设 规定 的 参数 值 相 
一 致 ， 在 参数 检验 中 ， 分 布 的 形式 已 经 确定 ， 有 待 检验 的 是 参数 的 数值 . 

本 章 的 其 余 各 节 将 讨论 非 参数 的 假设 检验 . 这 有 两 方面 的 问题 : 一 是 本 节 将 
要 讨论 的 拟 合 优 度 检 验 ; 二 是 随机 变量 的 独立 性 、 一 致 性 检验 ， 后 者 将 在 12.6 节 
和 12.7 节 中 介绍 . 

拟 合 优 度 检验 问题 可 表述 如 下 : 随机 变量 X 的 概率 密度 f(x) (连续 或 离散 函 
ЖО УЖА, X. X, X, 为 变量 X МАНЕ. $ fo(x) 为 某 个 给 定 的 概率 
密度 函数 ， 现 要 求 根据 观测 值 Xi,X2，……X, 来 检验 X 的 概率 密度 是 否 可 用 fo(x) 
表示 ， 即 零 假设 

Но: f(x) = 0) (12.4.1) 
是 否 成 立 ， 因 此 ， 拟 合 优 度 检验 的 对 象 是 概率 密度 的 函数 形式 . 


在 作 拟 合 优 度 检验 时 ， 如 同 参数 检验 一 样 ， 需 要 确定 一 个 概率 密度 已 知 的 检 
验 统计 量 . 当 Ho 为 真 , 可 根据 该 统计 量 的 概率 密度 函数 的 积分 和 给 定 的 显著 性 水 


Ра 来 确定 临界 域 ， 与 参数 检验 不 同 的 是 ， 备 择 假设 H, 只 可 能 是 与 Ho 不 同 的 所 


有 假设 ， 而 不 可 能 以 某 种 特定 的 分 布 作为 备 择 假 设 ， 因 此 ， 在 拟 合 优 度 检验 中 ， 
备 择 假 设 一 般 不 专门 给 出 。 由 于 检验 的 势 函 数 取 决 于 Hl 的 分 布 ( 见 12.1.2 节 的 讨 


论 )， 因 此 ， 拟 合 优 度 检 验 中 对 势 函 数 不 加 考虑 . 

广泛 采用 的 拟 合 优 度 检验 是 似 然 比 检验 和 皮尔 逊 х 检验 , 它们 对 于 大 样 问题 
是 严格 正确 的 ， 其 他 情形 下 只 是 近似 地 正确 ， 对 于 小 子 样 容量 的 情形 ， 我 们 将 讨 
论 小 样 问题 适用 的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 检验 . 


12.4.1 似 然 比 检验 


将 随机 变量 (总 体 )X 的 值 域 划分 为 互 不 相 容 的 N 个 子 区 间 ， 设 X... X, 为 随 
机 变量 X 的 容量 为 n 的 一 组 子 样 观测 值 ( 注 : 为 叙述 方便 , 本 小 节 中 子 样 容量 记 为 
n, ， 其 他 小 节 中 则 记 为 n)， 落 在 М 个 子 区 间 的 事例 数 ( 子 样 观测 值 个 数 ) 为 
n=(m,…,nw) ， 显 然 我 们 有 


> n, =n. (12.4.2) 


当 Ho 为 真 ，n =(m,…,nw) 的 期 望 值 y =(v,…,vw) 由 零 假设 概率 密度 函数 
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v, =n, | родах, (12.4.3) 


其 中 入 "是 i 子 区 间 的 上 、 下界 . 利用 观测 数据 n 及 其 期 望 值 v 可 以 构造 堆 
假设 Но 的 拟 合 优 度 检验 统计 量 . 

对 于 nn 为 固定 常数 的 情形 , 在 N 个子 区 间 出 现 事例 数 期 望 值 为 vy = (и-и) 
而 观测 事例 数 为 n= (m,…,nw) 的 联合 概率 密度 ( 似 然 函 数 ) 服 从 多 项 分 布 ( 见 4.2 
节 ) 


ЕСЫ 
инаи) | (12.4.4) 
定义 似 然 比 
Zaly) (у, \" 
= = 一 | ， 12.4.5 
Linin) [e] í | 


当 零 假设 Но 为 真 ， 在 子 样 容量 见 很 大 的 极限 情形 下 ， 统 计量 y2 


N 
ди =-2тАм =2) п, In (12.4.6) 
i=1 i 
服从 自由 度 N-1 的 z? 分布“ ， 自 由 度 比 子 区 间 数 Y 减 少 ! 是 因为 存在 一 个 约 
束 条 件 式 (12.4.2) 如 果 待 检验 的 零 假设 Ho: f(x) = fo(x) 的 概率 密度 函数 中 包含 k 
个 待 估计 参数 8 = (9,…,6) ,它们 用 极 大 似 然 法 求 得 其 估计 值 6 ， 代 入 式 (12.4.3) 
求 得 v= (v,…,vw) 的 极 大 似 然 估计 


ô =n, | " hæ ôx. (12.4.7) 
x 


当 式 (12.4.6) 中 的 vi 用 极 大 似 然 估 计 包 代替 ， 则 统计 量 zz 服从 N -kk 一) 分 


1512": 49) 
对 于 子 样 容量 为 泊 松 变量 (期 望 值 为 v, ) 的 情形 ， 落 在 N 个 子 区 间 的 事例 数 


( 子 样 观测 值 个 数 ) 为 n= (т.п), 当 H, ЖЖ, 其 期 望 值 y =(v,…,vw) 由 零 假设 
概率 密度 函数 决定 
v, =v, f ` fade, (12.4.8) 
x 


ЖА, Е N AFK h R AA а A v = vy) 而 观测 事例 数 为 
n=(m,…,nw) 的 概率 分 布 是 泊 松 分 布 与 多 项 分 布 的 乘积 
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пе" N үх 
Lnlv)= en,! | | (12.4.9) 
п, пи 


N N 
其 中 v=》,v; ，n,=2n; ， 代 入 式 (12.4.9) 得 


i=] i=l 


N n 
Liniv)=]| "Нем. (12.4.10) 
i=l i* 


由 该 式 表示 的 联合 概率 密度 可 以 看 到 ， 现 在 的 情况 相当 于 各 子 区 间 中 的 事例 数 n 
是 相互 独立 的 期 望 值 为 w% 的 泊 松 变量 .这 一 点 在 4.4 节 中 已 经 提 到 ， 4 N 个 变量 


N 
тлу 服从 多 项 分 布 ， 而 n= n, 服 从 泊 松 分 布 时 ， 这 N 个 变量 是 相互 独立 的 
i=1 


泊 松 变量 . 
类 似 于 式 (12.4.5) 和 式 (12.4.6)， 定 义 似 然 比 加 和 统计 量 zz 
RA u (12.4.11) 
P п\п) ii; ` 
N 
x, = 214 -25n n + v, -* (12.4.12) 


当 零 假设 有 ,为 真 ， 在 子 样 容量 很 大 的 极限 情形 下 ， 统 计量 克服 从 自由 度 N 的 
ZX 分布" “如 果 待 检验 的 零 假设 Ho : f(x) = ЛО) 的 概率 密度 函数 中 包含 上 个 
待 估计 参数 9 =(6,,…,6.) ,它们 用 极 大 似 然 法 求 得 其 估计 值 6 ， 代 入 式 (12.4.8) 求 
得 V=(v,…,vw) 的 极 大 似 然 估计 


É, =v, Г. hx Âd. (12.4.13) 


当 式 (12.4.12) 中 的 v; 用 极 大 似 然 估计 六 代替 ， 则 统计 量 服从 22 (N - k) gy el. 
这 样 ， 就 可 以 用 检验 统计 量 zw 入? 来 进行 拟 合 优 度 检验 ， 给 定 显著 性 水 平 
а, ?检验 的 上 侧 临界 域 的 临界 值 由 


а= Í "Fd (12.4.14) 
z: 


决定 ， 其 中 изу) 是 自由 度 v 的 x? 分 布 概率 密度 函数 ， 当 x2 > 0222, 
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则 在 显著 性 水 平 a 上 拒绝 零 假设 H，. 
1242 RRE Z RE 
将 变量 X 的 值 域 划 分 为 互 不 相 容 的 N 个 子 区 间 ( 如 一 维 直 方 图 中 N 个 互 不 重 


登 的 连续 子 区 间 ), 第 i 子 区 间 的 变量 值 在 x > х, Z B] , 落 人 i 子 区 间 的 事例 数 记 
Я п, (观测 频数 )， 事 例 总 数 为 + (Е: 与 12.4.1 节 的 记号 nn 不同) 则 显然 有 


N 
> 
i=l 
如 果 Ho 成 立 , 第 i 子 区间 的 理论 频数 为 npo, ，po 是 事例 落 入 i 子 区 间 的 概率 


N 
p= ода, Уры =1 (12.4.15) 
žia i=} 


这 相当 于 要 求 观测 频数 之 和 与 理论 频数 之 和 相等 
N N 
>n, == У`пры. 
i=] 


定义 统计 量 
N z 2 N ,2 
Xay Pu) „1 тп (12.4.16) 


i=l про; n iz Poi 
我 们 知道 ， 频 率 是 概率 分 布 的 反映 ， 当 子 样 容 量 n 越 来 越 大 ， 如 果 HH, 为 真 ， 频 率 
n/n 与 概率 р, 之 间 的 差别 越 来 越 小， 因此 ， 式 (12.4.16) 定 义 的 X? 可 以 衡量 子 样 
观测 值 与 总 体 分 布 h(x) 的 差异 程度 , TE X 可 考虑 作为 检验 式 (12.4.1) Ho 假设 
的 检验 统计 量 ， 为 了 确定 临界 域 ， 必 须知 道统 计量 X? 的 分 布 ， 定 性 地 我 们 可 作 
如 下 考虑 : 在 每 一 子 区 间 中 的 观测 频数 ni 可 考虑 为 泊 松 变量 ， 当 H, ЖА, 其 均值 
和 方差 均 为 npo;， 当 npo; 足够 大 ， 泊 松 变量 近似 于 均值 和 方差 等 于 npo 的 正 态 变 
量 N(npx;.npi) ， 因此 
y = Ра (0,1), i=l, 2, =, N. (12.4.17) 
про 
X’ ERR N 个 标准 正 态 变 量 的 平方 和 ， 由 于 条 件 (12.4.15) 的 存在 ， 这 N 个 变量 中 
只 有 NN -1 个 是 独立 的 .因此 ，X? 近似 地 服从 Xx?(N -1 分 布 (参见 4.14 节 )， 统 计 
量 的 这 一 性 质 称 为 皮尔 逊 定理 : 不 论 分 布 fh(x) 是 何 种 函数 , 当 FH 为 真 ,统计 量 X? 
的 渐 近 分 布 ( 当 n — % ) 是 自由 度 N -1 的 x? 分布 。 该 定理 的 严格 证 明 见 文献 [27]. 
从 皮尔 逊 定理 可 知 , 式 (12.4.16) 定 义 的 检验 统计 量 X? 渐 近 地 服 从 z2(N -1) 分 
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布 这 一 性 质 与 随机 变量 的 分 布 函数 f(x) 的 形式 无 关 , 因此 , 这 种 检验 是 分 布 自由 
的 ， 适 用 于 任何 总 体 分 布 的 随机 变量 的 拟 合 优 度 检 验 问 题 . 

根据 以 上 的 讨论 ,在 同样 条 件 下 ,实验 重复 多 次 得 到 各 自 的 n 个 观测 值 ,如 H。 
为 真 ， 按 式 (12.4.16) 计 算 的 X* 近 似 于 x*(N -D 分 布 ， 特 别 X 的 期 望 值 = N -1， 
方差 2(N -内 ， 若 HH, 不 为 真 ，n; 的 期 望 值 不 等 于 npo; ， 则 (n; — np) 比 Ho 为 真 
时 要 大 ， 即 式 (12.4.16) 确 定 的 X? 比 Ho 为 真 时 要 大 ， 因 此 ， 对 Ho 应 采用 上 侧 检 
验 ， 这 一 点 可 从 统计 量 X? 的 期 望 值 计 算得 到 理论 上 的 依据 . 


当 n 个 观测 值 被 分 配 在 NN 个 互 不 相 容 的 连续 子 区 间 中 ， 第 i 个 子 区 间 内 观测 数 
X п, 个 ， 设 事例 落 入 第 i 子 区 间 的 概率 为 Pi, 按 4.2 节 所 述 ， 随机 变量 (n,n,,…,nw) 


服从 参数 n 和 p=(pi,p,,…, pn) 的 多 项 分 布 ， 统 计量 X? 的 期 望 值 是 
Е(Х?)=15` Е) -п 
n iz Poi | | 
Е(п?) =пр(1- р) +п?рг, 
故 得 
N N 2 
E(X2)= Pil- pi) | і) 
2 Poi ii га Poi 
9 Но ЖЕ, Вр = poi,i=1,2,…,N ， 对 任意 子 样 容量 n 均 有 
E(X*IH,)=N-1. 


将 E(X2) 的 表 式 对 p; 求 导数 并 等 于 0， 以 求 得 E(X”) 的 极 小 值 ， 并 考虑 到 约束 
条 件 


N 
> pi =1, 


i=} 
利用 拉 格 朗 日 乘 子 法 求解 ， 可 发 现 ， 当 nn 一 % 时 ,其 极 小 值 对 应 于 р, = po ， 即 
E(X?1H0)=min| ЕСХ?)). 因此 ， 对 任何 不 同 于 原 假设 Ho 的 假设 Н, ， 渐 近 地 
总 有 
E(X? | H,) > E(X? |H). 
该 结果 表明 ， 皮 尔 逊 x? 检验 的 临界 域 应 当 在 y” 分 布 的 上 侧 . 
给 定 显 著 性 水 平 < ， 利 用 x”(N -1) 的 累积 分 布 可 确定 临界 值 x2(N -1) 
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а= | FON - Dy , (12.4.18) 
Xz (М-1) 


其 中 f(y;N -DD) 是 Xx?(N -1) 的 概率 密度 ， 临 界 域 是 x*(N -DKF 2 (N -1) 的 区 

В. 对 于 一 个 实验 的 实际 观测 值 ,i=1,2,…,N , 按照 式 (12.4.16) 算 出 X “的 观测 值 

Хы, # Xi, 大 于 X(N-~1) ， 则 在 显著 性 水 平 w 上 拒绝 零 假设 ; 当 

Xi < 20 -1) ， 则 可 认为 总 体 的 分 布 函数 可 由 原 假设 Ho 规定 的 h(x) 所 描述 . 
由 前 面 的 讨论 可 见 ， 皮 尔 逊 КЮ РИ 


渐 近 地 服从 标准 正 态 分 布 这 一 假定 [ 见 式 (12.4.17)] , 这 就 要 求 落 在 每 一 子 区 间 中 的 
事例 观测 频数 ni 充分 大 ; 但 男 一 方面 ， 将 个 观测 值 归并 到 同一 子 区 间 中 ， 相 当 
于 用 随机 变量 X 在 该 子 区 间 中 的 平均 值 代替 ,个 不 同 的 观测 值 , 这 必定 导致 数据 
信息 的 某 种 损失 .这 两 者 是 相互 矛盾 的 ， 在 实际 选择 子 区 间 的 大 小 时 ， 一 般 遵循 
的 原则 是 , 使 每 个 子 区 间 内 的 理论 频数 >5 的 条 件 下 , 子 区 间 数 目 以 较 多 为 宜 . 当 
自由 度 不 太 小 (如 NN -1 26, № 子 区 间 数 )， 在 一 个 或 两 个 子 区 间 中 理论 频数 甚至 
可 以 小 于 5. 

子 区 间 的 划分 有 两 种 方法 .一 种 是 等 宽度 划分 ， 即 各 子 区 间 宽 度 相 等 当 随 
机 变量 X ВИА (оо, оо), 一 般 在 两 端 概 率 密度 极 低 ， 故 两 端的 两 个 子 区 间 
ВО (о, ху) (ху 1,00). 这 种 划分 方法 的 好 处 是 十 分 简单 ， 采 用 得 较为 广泛 . 5 
一 种 是 等 概率 划分 方法 , 即 在 零 假设 Но 成 立 的 条 件 下 ,使 每 个 子 区 间 内 的 理论 概 
率 相等 p=p= =p. 当 子 样 容量 n 充分 大 ， 在 等 概率 划分 的 条 件 下 ， 可 以 确 
定 出 子 区 间 数 目 N 的 一 个 最 佳 值 ， 使 得 皮尔 逊 x? 检验 的 近似 势 函 数 达 到 极 大 ( 参 
考 文献 [1]). 因此 一 般 说 来 , 等 概率 方法 在 理论 上 较为 优越 , 但 它 的 计算 较为 繁杂 ， 
实际 上 使 用 不 多 . 

在 皮尔 逊 L 检验 中 ， 差 值 n -np 的 符号 对 检验 统计 量 X? 没 有 影响 ， 这 表 
示 该 方法 对 数据 所 提供 的 信息 尚 没 有 充分 地 加 以 利用 ， 相 应 地 ， 检 验 的 有 效 性 会 
受到 一 定 影响 因此， 即使 根据 X%, 的 值 已 接受 H, 零 假设 的 情况 ， 最 好 也 检查 
一 下 观测 频数 与 理论 频数 是 否 存 在 系统 的 偏差 ， 即 n, -npo; 是 否 普 遍地 取 相 同 的 
符号 . 事实 上 ， 即 使 皮尔 逊 REF, XL 落 入 了 接受 域 , 但 零 假设 仍 有 可 能 被 
п; — при GE=l…,N) 符 号 的 一 致 性 所 排除 ， 这 时 游程 检验 可 作为 皮尔 逊 x? 检验 的 
必要 补充 ( 见 12.7.3 节 ) 
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12.4.2 节 的 讨论 中 我 们 假定 了 零 假设 Но: РО) = ЛО 完全 规定 了 0), B 
О) 中 不 含 未 知 参数 ， 但 在 许多 实际 问题 中 ， 零 假设 Ho 往往 只 给 定 了 f(x) 的 
函数 形式 ， 但 含有 若干 个 未 知 参 数 ， 例 如 ， 要 求 检 验 总 体 是 否 服从 正 态 分 布 
М (uo), ЖФ ио? 均 为 未 知 . 这 时 式 (12.4.16) 检 验 统计 量 X2 的 表 式 中 po; 值 
无 法 求 得 ， 因 此 ，12.4.2 节 描 述 的 检验 方法 不 可 能 原封 不 动 地 采用 ， 而 需要 作 某 
种 修改 ， 一 种 自然 的 做 法 是 利用 这 些 未 知 参数 的 估计 量 来 代替 未 知 参数 . 

可 以 利用 最 小 二 乘 估计 量 来 代替 未 知 参数 ， 当 

Y, = (n, -mpo)/Vnpu 

近似 地 服从 标准 正 态 分 布 时 ,皮尔 逊 X 检验 的 统计 量 8 RR 9.4.3 h О? H 
表 式 一 致 ( 见 式 (9.4.14))， 在 Q? 表 式 中 ，W 个 测量 值 是 相互 独立 的 ，Q? 是 x2(N ) 
变量 ; 而 现在 X ЖАЧА 个 测量 值 n 只 有 N-l 个 是 独立 的 ， 因 而 
X2- 2 (N-) ， 这 一 点 已 经 在 12.4.2 WAH. 如果 总 体 中 存在 工 个 未 知 参数 ， 
可 通过 求 @ 的 极 小 值 82;, 得 到 这 工 个 参数 的 最 小 二 乘 估计 ， 代 入 2? 的 表 式 得 到 
Qin MOn -~ (М - L) (% 9.4.3 节 )， 在 现在 的 情形 下 ， 可 通过 求 X? 的 极 小 值 
Xan 得 到 工 个 参数 的 最 小 二 乘 估计 , 而 X2 近似 地 服从 x*(N -1 一 万 分 布 . 因此 ， 
对 于 零 假 设 中 含有 工 个 独立 参数 的 情形 ， 当 给 定 显著 性 水 平 a 后 ， 临 界 域 由 
X(N -Ll) 的 概率 密度 的 积分 (积分 限 为 Xx2(N -1- L) 和 mm) 决定 . 4 Х2, 的 实际 
观测 值 落 入 临界 域 中 ， 则 在 水 平 a 上 拒绝 零 假设 ;反之 则 接受 零 假设 ， 零 假设 的 
未 知 参数 由 最 小 二 乘 估计 确定 ， 需 要 指出 的 是 ， 以 上 结论 仅 适 用 于 参数 的 线性 模 
型 ， 对 于 非 线性 的 最 小 二 乘 估 计 ， 上 述 方法 只 是 一 种 近似 . 

也 可 以 利用 极 大 似 然 法 来 对 未 知 参数 进行 估计 ， 并 由 此 求 得 式 (12.4.16) 中 ро 
的 值 ， 可 以 考虑 两 种 可 能 性 : @D 在 作 参 数 估计 时 ， 观 测 数据 划分 为 个 子 区 间 ， 
L 个 未 知 参数 用 87 节 描 述 的 方法 进行 估计 ， 这 样 求 出 的 р, 的 估计 值 Ay RAR 
(12.4.16) 求 出 统计 量 X2 ， 这 时 ，X?* 服从 Z (N -1- 工 分布 如同 用 最 小 二 乘法 
估计 参数 的 情形 相同 . @ 工 个 未 知 参数 用 一 般 的 极 大 似 然 法 进行 估计 , 求 出 的 Po 
代入 式 (12.4.16) 得 到 统计 量 X*， 这 时 ，X? 的 分 布 不 再 是 简单 的 Xx? 分布， 而 是 位 
М) М -1- 攻 ) 之 间 ( 见 参考 文献 [1). 但 当 N 足够 大 时 ，x?(N -1) 和 
ДОМ -1- L) 的 差别 不 显著 . 当 给 定 显著 性 水 平 时, X’ 的 临界 域 可 从 yz2(N -1) 
的 概率 密度 找 出 ， 对 于 N 不 够 大 的 场合 ， 为 可 靠 起 见 ， 可 要 求 X2. 同时 超过 
X(N -了 和 x (N -1-L) 求 出 的 临界 值 再 否定 零 假设 Ha. 
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12.4.4“ 拟 合 优 度 的 一 般 好 检验 


在 12.4.2 节 ~12.4.3 节 的 讨论 中 ,为 了 构造 检验 统计 量 , 我 们 将 随机 变量 的 值 
域 划分 为 М 个 子 区 间 ， 并 要 求 这 М 个 子 区 间 中 理论 频数 总 和 与 观测 频数 总 和 相 


等 ， 即 要 求 о =1， 这 一 归 一 化 要 求 使 得 检验 统计 量 X 的 自由 度 减少 了 1. 
i=] 


但 在 某 些 问题 中 , 这 种 归 一 化 的 要 求 是 不 合理 或 不 必要 的 . 例如 , 随机 变量 X 

的 值 域 为 ( -oo,o)， 但 在 实验 中 ， 由 于 测量 仪器 的 限制 ， 只 可 能 测 到 有 限 的 区 间 ， 

因此 ， 合 理 的 作法 是 在 有 限 的 区 间 内 进行 拟 合 检验 . 这 时 ， 归 一 化 要 求 便 是 不 合 

理 的 ， 检 验 的 模型 预期 的 理论 频数 总 和 不 要 求 与 观测 频数 总 和 相等 ， 因此， 一 般 
地 待 检验 的 零 假 设 可 表示 为 

Ho:fi=fo, Р = fos fy= м, (12.4.19) 


其 中 fi, 有,…, fw 为 理论 频数 .检验 统计 量 现在 是 


х? = y m fay . (12.4.20) 
i=l Oi 
当 Ho 为 真 且 所 有 的 观测 频数 充分 大 (如 大 于 5)， 式 (12.4.20) 右 边 求 和 号 中 的 每 
一 项 近似 地 服从 N(0, DAH, X 近似 地 为 x*(N) 变量 . 如 果 零 假设 Ho 包含 L 个 
独立 的 未 知 参数 , 可 用 一 般 的 估计 方法 求 得 参数 的 估计 值 后 再 进行 拟 合 优 度 检验 ， 
将 估计 值 Я р 求 得 的 X2 表达 式 近 似 地 服从 x*(N — L) Я. ЖЕ, МАЕ 
了 显著 性 w 后 ， 容 易 求 出 相应 的 临界 域 . 
对 于 更 为 复杂 的 问题 ， 例 如 ， 各 测量 值 真 值 之 间 不 相 独 立 而 是 存在 着 相互 关 
联 ，N 个 测量 值 真 值 与 不 可 直接 测量 的 工 个 未 知 参数 之 间 存 在 着 天 个 独立 约束 方 
程 的 情形 ( 见 9.8 节 的 讨论 )， 拟 合 优 度 检验 可 选择 下 述 检验 统计 量 ; 


Х? =Y -AVIO - Л), (12.4.21) 


APY =Y, Y, Уу) EWWA, V(Y) ЕЕ ЗЕЕ, Л 是 零 假设 Ho 对 


Y 的 拟 合 量 向 量 . 当 用 最 小 二 乘法 作 参 数 估计 时 , 待 估计 的 未 知 量 共和 六 + 工 个 (N 个 
测量 值 真 值 f, i=12,.,N ， 工 个 未 知 参数 )， 利 用 天 个 约束 方程 消去 天 个 未 知 


量 ， 独 立 的 未 知 量 为 V+ 工 -天 个 ， 将 它们 的 最 小 二 乘 估计 代 和 人 式 (12.4.20D)， 求 得 
X2 ， ， 它 服从 Y2(v) 分 布 ， 其 自由 度 为 测量 个 数 N 减 去 独立 的 未 知 量 个 数 


v=N-(N+L-K)=K-L. 
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给 定 显著 性 水 平 a,x? 检 验 的 临界 域 的 临界 值 y2 由 


a = |, Газу =1- F(u = лаз») (12.4.22) 
Ха 


给 定 , Н—у=К-Г, fuv) (у) 的 概率 密度 ，F(u;v) 是 其 累积 分 布 函 数 . 如 
果 由 观测 值 算得 的 X2, 超过 Xx? ， 则 在 显著 性 水 平 k 上 拒绝 假设 Ho. 

物理 学 家 普遍 采用 的 一 种 做 法 是 将 实际 观测 值 Xoao 对 应 的 积分 概率 Pa 作为 
表征 拟 合 优 度 的 特征 量 ( 见 9.4.4 节 ) 


Р, -f f(u;v)du =1- F(u = X2, ;v). (12.4.23) 
x х2, 


容易 看 到 下 面 两 式 是 等 价 的 : 
Gr E A Р, <a. (12.4.24) 


因此 ， 后 一 个 式 子 同样 可 作为 在 显著 性 水 平 a 上 拒绝 H, 的 判别 式 . 

应 当 强调 ， 当 Xe > ДО(Р, <a) 时 ， 表 示 拟 合 很 坏 ， 有 充分 的 理由 在 显著 性 
水 平 wK 上 拒绝 零 假设 . ЧН, ХА, <P > a) 时 却 不 能 肯定 地 接受 假设 H. 因 
为 正如 我 们 在 12.4.2 节 中 所 指出 的 , 皮尔 逊 好 检验 对 差 值 X - 所 ;的 符号 信息 没有 
加 以 利用 ， 因 此 ， 比 较 恰当 的 说 法 是 ，X&s < zal P> qa) 时， 在 显著 性 水 平 a 上 
不 能 排除 假设 Ho. 如 果 两 个 物理 学 家 仅仅 从 皮尔 逊 检验 得 出 接受 某 个 零 假设 的 结 
论 ， 可 能 不 是 仅仅 从 纯粹 统计 学 的 观点 出 发 ， 而 是 加 上 了 物理 上 的 考虑 . 

利用 检验 统计 量 的 观测 值 X2, 到 m 的 积分 概率 Р, 作为 检验 Ho 成 立 与 否 的 
判别 量 ( 式 (12.4.24))， 可 推广 到 更 一 般 的 场合 ， 令 检验 零 假设 H 的 检验 统计 量 为 
Q ，Ho 为 真 时 ，Q 的 概率 密度 和 累积 分 布 分 别 为 f(Q) ЖЕО), Q 的 观测 值 为 
О, бы 的 积分 概率 定义 为 


J. f(Q)dQ =1- ЕО). (12.4.25) 


给 定 显著 性 水 平 a ， 检 验 可 分 下 列 三 种 情况 : 
(1) 上 侧 检 验 : О 的 临界 值 C. 由 下 式 决 定 : 


a= f" fOO -1- F@.). 


于 是 当 
Pp <a (BH Qos > Q.) (12.4.26) 
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时 拒绝 Ho. 
D FURR: О, 为 临界 值 ， 则 满足 


о, 
а= | ` F(Q = F(g,). 


当 
Pu >1-a (BH Q <0,) (12.4.27) 
时 拒绝 Ho. 
(3) 双 侧 检验 : 8 的 上 、 下 临界 值 为 2. Qi, 
а го Б 
S= f FOA = r= |, FOWO =1-ғ00,). 
拒绝 H; 的 条 件 为 
harles (810, <0,) (12.4.28) 


ЕЕ (BI Q, > Q, ). 


Я 12.7 ee 一 HA 反应 的 角 分 布 (2) 


设 正 、 负 电子 在 同一 直线 上 相向 “碰撞 ”， 而 且 它 们 有 相等 的 能 量 ， 该 反应 
的 可 能 末 态 之 一 是 产生 一 对 pk 粒子 ， 能 量 相同 而 方向 相反 . Фе’ 与 由 之 间 的 
夹 角 为 9，gp (9 是 极 角 ，9 是 方位 角 )， 根 据 量 子 电 动力 学 (下 面 以 QED 表示 ) 理 
№, He'e 的 能 量 不 高 时 ， 反 应 的 角 分 布 为 


dg g do а ua 
40 dedcos9 16Е? а 
其 中 巨 是 入 射 e (或 e ) 的 能 量 ， 该 分 布 对 cos2&= 0 为 对 称 ， 当 能 量 已 高 时 ， 除 了 
QED 考虑 的 电磁 作用 外 ， 还 需 考虑 弱 作 用 项 的 贡献 ， 因 此 ， 弱 电 统 一 理论 (以 下 
用 EW 表示 ) 预 期 角 分 布 为 
do а? 
40 16Е? 
Eta, a, 8 E 88 25858. 上 式 第 二 项 对 于 cos8=0 不 对 称 , 而 且 a,, а, 的 值 使 
得 当 E 增 大 时 不 对 称 性 也 增 大 ， 通 过 对 e'e” — utu 反应 角 分 布 的 测量 ， 可 对 纶 
作用 进行 研究 . 


[a +а (1+ cos? 9) + a, cos 9] А 
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在 E=7GeV, 11GeV, 17.3GeV 三 种 能 量 下 ， 测 量 了 ee әри 事例 的 角 分 
布 ,用 直方 图 的 形式 示 于 图 12.6(a)，(b)，(c)， 其 中 还 给 出 了 QED( 虚 线 ) 和 EW( 实 
线 ) 理 论 的 预期 值 ，N 表示 总 的 事例 数 ，AN/Acos9 表示 落 在 Acos2 间隔 内 的 事 


例 数 ， 因 此 ， а 为 归 一 分 布 ， 具 体 测量 数据 见 下 表 ， 其 中 理论 值 上 表示 EW 


Ndcos @ 


7-0,8 -0.4 0.0 0.4 0.8 


126 ”三 种 能 量 下 的 e'e эри 角 分 布 
(a) E=7GeV; (b) E= 11 GeV; (c) E= 17.3 GeV 
直方 图 一 一 测量 值 ; 虚线 一 一 量子 电动 力学 预期 值 ， 实 线 一 一 弱电 统一 理论 预期 什 
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理论 对 落 在 子 区 间 Acos 吕 中 事例 数 的 预期 并 且 有 


Yn =) 


ni 为 相应 的 实测 值 ， 见 表 12.3. 


我 们 用 皮尔 逊 刀 方法 来 检验 理论 与 实测 值 的 一 致 性 ， 由 于 共有 8 个 子 区 间 ， 
8 8 
НА) n=) у, НЮ, М 
i=l =] 
х? ге - f, 
i=l i 
服从 2207) 分 布 . 对 于 三 种 能 量 值 E=7 беу, 11GeV, 17.3GeV , 观测 值 X2 =2.62, 
9.77，5.95. 若 取 显 著 性 水 平 ※ = 0.10 ， 则 临界 值 为 zz(7) =12.02， 故 三 种 能 量 值 
的 观测 数据 都 满足 
Хы < 22-01007), 


即 没有 理由 认为 实验 测量 的 结果 与 弱电 统一 理论 不 相 一 致 . 

如 果 将 实验 数据 与 QED 的 预期 相 比较 , 由 图 可 以 直观 地 看 到 对 于 已 =7 GeV, 
11GeV 的 情形 ,两 者 相当 好 地 一 致 , 皮尔 逊 检 验 得 出 同样 的 结论 ;而 当 E=17.3GeV 
时 ,两 者 相差 其 大 ， 事实 上 ， 通 过 计算 可 知 ，X2。 = 48 ， 在 一 般 采 用 的 显著 性 水 
平 上 (a =0.10，0.05)， 都 排除 了 实测 值 与 QED 理论 一 致 的 可 能 性 . 

以 上 结果 反映 出 , 在 能 量 E 较 低 时 , 由 于 弱 作 用 贡献 的 不 对 称 项 比较 小 , EW 
与 QED 理论 对 角 分 布 的 预期 值 差 别 不 大 , 实验 测量 又 不 够 精确 , 因而 无 法 在 两 种 
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理论 中 作出 鉴别 ; 但 当 能 量 升 高 时 ， 弱 作用 项 的 贡献 足够 大 ， 实 验 数 据 只 能 用 纶 
电 统 一 理论 才能 解释 . 


例 12.8 ее — uu 反应 总 截面 随 能 量 的 分 布 
QED HHHMH, ее эри 反应 总 截面 可 表示 为 
_ 21.714nb 


RR Е? 
其 中 nb(103cm”) 是 反应 截面 单位 ， 在 不 同 能 量 处 观测 到 的 事例 数 n, 如 表 12.4 所 
л. Ж 1, 表示 实验 测量 时 在 能 量 Е, 处 的 积分 亮度 ， 理 论 事例 数 f Ыт, 


的 关系 


Л = ALO pp , 
4 是 由 实验 装置 决定 的 一 个 常数 . 
# 124 
E, еу Lib бы 所 (理论 ) п (实验 ) 

6 97.7 0.603 26.7 31 
6.5 53 0.514 11.6 13 
8.5 60 0.301 77 16 

I 51.5 0.179 3.9 3 
13.7 483 0.116 23.8 18 
15 623 0.0965 25.6 28 
153 2015 0.0928 84.5 91 

15.8 238 0.0870 8.8 7 
16.7 1785 0.0779 64 66 
17.24 2257 0.0731 763 58 
17.72 3084 0.0692 992 110 
18.2 1854 0.0656 56.8 49 


现在 来 检验 实验 测量 与 理论 的 一 致 性 ， 由 于 测量 是 在 若干 个 能 量 点 进行 的 ， 
显然 不 可 能 覆盖 E 的 全 部 区 域 , 因此 , 理论 值 与 观测 值 之 间 的 归 一 既 不 可 能 也 不 


必要 , 应 当 使 用 本 节 描 述 的 拟 合 优 度 的 一 般 x+? 检验 ，QED 对 ete- — utu” 反应 的 


截面 公式 作为 零 假 设 ， 那 么 在 实验 给 定 的 积分 亮度 下 ， 对 反应 事例 数 的 理论 预期 
值 如 表 12.4 中 的 f, 所 表示 .根据 式 (12.4.20)， 量 


X? FAA 


i=l i 
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近似 地 服从 x*(12) 分 布 ， 由 于 自由 度 N =12 相当 大 ,虽然 E=11GeV 的 理论 事例 
数 (3.9 个 ) 小 于 5, 按照 12.4.2 节 的 讨论 , 该 近似 仍然 适用 . 取 显 著 性 水 平 w = 0.05, 
确定 出 临界 值 +,00s(12) = 21.03. 实验 观测 值 X2 计算 结果 为 


Хг, =19.22 < 21.03, 
所 以 在 显著 性 a = 0.05 水 平 上 没有 理由 认为 实验 与 理论 不 一 致 . 
利用 事例 数 与 积分 亮度 的 简单 关系 容易 算出 c, 的 实验 测定 值 ， 画 在 图 12.7 


中 .可 以 看 到 ， 理 论 与 测量 的 最 大 偏差 出 现在 已 =VS/2= 8.5GeV 处 ， 在 此 情形 
下 ， 对 该 点 的 实验 数据 作 仔细 的 检查 是 必要 的 . 
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例 12.9 V° 事例 的 运动 学 分 析 (2) 
中 性 奇异 粒子 A 和 Ks 的 衰变 方式 分 别 为 
A >p +T, K? >n +m. 
它们 在 气泡 室 中 观测 到 的 都 是 V” 形 事例 ( 见 例 9.12 的 说 明 ). 我 们 可 以 用 拟 合 优 度 
的 皮尔 逊 X 检验 来 鉴别 衰变 的 中 性 粒子 是 A? 还 是 K? .对 每 个 V" 事例 ， 假 定 只 
存在 两 种 假设 


H:A? эр? +m, H: K? >n +m. 
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每 个 粒子 由 三 个 运动 学 变量 描述 : 动量 p ， 飞 行 方向 的 极 角 8 和 方位 角 p ， 假定 
中 性 粒子 V9 的 9 、p 已 从 该 粒子 的 产生 点 和 衰变 点 确定 , 衰变 产生 的 两 个 带电 粒 
子 的 动量 和 飞行 方向 9 、g 也 根据 气泡 室 的 径 迹 分 析 测量 到 了 ， 于 是 测量 值 是 
一 个 8 个 分 量 的 向 量 ， 唯 一 的 未 知 参数 6 是 中 性 粒子 动量 数值 ， 对 于 这 9 个 运动 
学 变量 , 由 于 衰变 前 后 必须 服从 能 量 、 动 量 守恒 , 故 共存 在 四 个 独立 的 约束 方程 

利用 最 小 二 乘法 求 得 拟 合 值 ，f。 = ， 代 入 式 (12.4.21) 求 出 X2,。 ， Ха 8 
М 203) 分布， 当 给 定 显著 性 水 平 a ， 即 可 求 出 临界 域 ， 对 零 假设 作出 接受 或 拒 
绝 的 结论 . 

设 一 个 特定 的 V" 事例 有 以 下 数据 : V° 粒子 的 产生 点 和 衰变 点 坐标 分 别 为 
(—44.40+0.14, -1.80+0.17, -16.20+0.26 ) 和 ( -28.80+0.15, -5.30+0.16 , 
-16.00 土 0.26)， 单 位 是 厘米 ， 由 这 些 数 据 可 求 得 V" k fi ОН 9. 
p ， 两 个 带电 粒子 的 动量 值 ， 极 角 8 和 方位 角 o 如 表 12.5 所 列 ， 当 带 正 电 的 粒子 
考虑 为 质子 p 和 介子 x* 时 ，9 、9 值 有 微小 的 差别 ， 这 是 由 于 物理 上 的 考虑 (粒子 
径 迹 的 多 次 散射 修正 )， 所 有 测量 值 的 误差 互 不 相关 


表 12.5 


5.768+0.014 


6.106+0.007 
5.781+0.012 


6.124+0.006 
5.719+0.011 


ШЕШЕГЕ 
354+11 1.662+0.016 
ws oma | umom | 

381+18 1.689+0.016 

给 定 显著 性 水 平 a=0.01 由 附 表 7 查 得 上 侧 临界 值 为 x201(3)=11.345, 而 观测 
值 Xx,(Ho)=3.6，X%,(H1)=26.7， 显 然 应 当 排 除 H 而 接受 吾  ， 故 这 一 事例 为 
№ эр+л 衰变 事例 

Же, ХД (Но) ХО, (Н 相差 很 大 ， 明 显 地 落 在 临界 值 x201(3)=11.345 
的 两 边 ， 这 使 得 事例 的 鉴别 十 分 容易 .但 有 的 情况 下 事情 并 非 这 样 截然 分 明 ， 例 
如 ， 两 个 假设 都 满足 X%, < Xx? ， 则 在 显著 性 水 平 a 上 这 两 种 假设 都 可 接受 ， 这 个 
事例 便 是 模棱两可 的 . 如 果 无 法 用 其 他 测量 作 进一步 的 判别 ,一 般 的 做 法 是 取 X2。 
较 小 的 那个 假设 ， 当 两 个 假设 都 满足 X2%。 > +? ， 则 该 事例 应 当 排除 于 这 两 个 假设 
规定 的 事例 之 外 . 
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12.4.5 柯 尔 莫 哥 洛 夫 检验 


皮尔 逊 x? 检 验 无 疑 是 物理 学 家 使 用 得 最 普遍 的 非 参 数 检验 方法 . 但 正如 前 面 
所 指出 的 , 它 只 适用 于 子 样 容量 大 的 场合 , 而 且 由 于 将 数据 归并 到 N 个 子 区 间 中 ， 
导致 某 种 程度 的 信息 损失 ， 降 低 了 检验 的 有 效 性 ， 本 节 所 要 站 述 的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 
(Kolmogorov) 检 验方 法 ， 避 免 了 对 数据 的 分 组 划分 ， 因 而 更 充分 地 利用 了 数据 的 
信息 ; 同时 该 方法 对 任何 子 样 容 量 都 适用 , 故 对 小 样 问题 明显 地 比 皮尔 逊 妇 检 验 
RR. 当 零 假设 给 定 的 分 布 不 包含 待 估计 的 未 知 参 数 时 ， 利 用 柯 尔 莫 哥 洛 夫 检验 
E 2 63038 4535. 

ÚW x X... x, ENEE X 的 顺序 统计 量 (顺序 统计 量 的 定义 见 6.2 节 ) 的 一 
组 观测 值 ， 即 


x, S x, SX EN 


Tri 5, (х) 定义 为 ( 见 6.1 ў) 


0, X< x|, 
、 | 大 
5,00) =4—, QIX ЖЖ, (12.4.29) 
n 
1, х&х. 


$,(x) ж— EARNERS, EMAA х-л, ЛЕНЕ 1/n. 
柯 尔 莫 哥 洛 夫 检验 是 将 子 样 分 布 函数 5,(x) 与 某 个 理论 累积 分 布 函数 F,(x) 


进行 比较 ， 即 零 假 设 取 为 
Но:5„(х) = R(x). (12.4.30) 
在 6.1 节 中 已 经 指出 , 格 利 汶 科 定理 证 明了 当 m — оо BF, 5, (х) 依 概率 1 收敛 
TAK X 的 累积 分 布 函数 严 (xz)， 可 以 预计 ， 当 万 0 ЖИ, BDF(X)=F(x), ， 则 在 
Ех, 1=1, =, náb, 5,(х) 与 五 (5) 的 值 应 当 十 分 接近 ; 相反 ， 若 在 某 些 x, 
处 5,(*) 与 思 (x) 的 值 差 异 很 大 ， 则 总 体 x 的 分 布 与 给 定 分 布 瓦 (x) 处 处 相符 的 可 
能 性 很 小 ， 即 原 假设 很 可 能 不 为 真 ， 因 此，5,(x) 与 Е (х) 的 差 值 可 以 作为 检验 统 
计量 . 
我 们 定义 如 下 三 个 随机 变量 来 表征 $,(x) 与 R(x) 的 差 值 ; 

р; = тах (5,0) - Fy), 


D, = _max (F(x) —5,„(х)), 


р, = max |$,(x)- F (x)|= max(D} , D7). (12.4.31) 


- 426 · 实验 物理 中 的 概率 和 统计 


当 总 体 X 的 分 布 (x) 为 连续 函数 , WJ D, 和 D; 的 概率 分 布 为 ( D; 与 D, 有 相同 的 


Zyta!” 
0, z<0 


P(D, агае L 
2n 


2 2n 
0, z<0 
Рр; < z)=} } pe 
式 中 
_ ть 0<у <::: < y, <1, 
К эй 其 他 . 
在 子 样 容量 nn 很 大 时 的 极限 分 布 为 
: z 2 11-22. 
lim P| D <—= |=1-2> (-1 >0), 
(офа еа? оо 
абер 
由 式 (12.4.33) 立 即 有 


іт f4n(D}} < z] =1 87, 
n— 


与 式 (4.14.2) 2 (n) 的 累积 分 布 函数 对 比 ， 即 知 ， 当 m o 时 


2 
D: p.s Z (2) r 
\ 4п 


1 
21-— 
I 2n 


az 5 2 5 +2 1 
и 5 Ја" f(y У, )dy ду,» 0<&<1-— 
- 5 2п 


(12.4.32) 


(12.4.33) 


(12.4.34) 


可 见 , 统 计量 D, ，D; ，D; 的 分 布 与 总 体 分 布 F(x) 无 关 ， 且 这 一 结论 对 任意 子 
样 容量 n 箔 为 正确 ， 因 此 ,利用 D, D; ， 访 作为 检验 统计 量 的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 检 


验 是 分 布 自由 的 ， 适 用 于 任何 连续 总 体 . 
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对 于 不 同 的 备 择 假设 ， 需 选用 不 同 的 检验 统计 量 ， 见 表 12.6， 当 Ho 为 真 ， 
D,(D; ，D; ) 接 近 于 0; 当 Ho 不 为 真 而 备 择 假 设 Hi 为 真 ，D, ( D; ，D; ) 有 增 大 
的 趋势 ， 因 此 ，D, (D: ，D; ) 的 临界 域 在 其 分 布 的 上 侧 . 给 定 显著 性 水 平 a， 其 
临界 值 p'u h 

p[pt >07 <а (12.4.35) 


给 出 ， 对 于 五 种 不 同 的 显著 性 水 平 a (А, ОГ 的 临界 值 列 于 附 表 12， 表 的 最 后 
一 行 给 出 了 n 趋 于 wm 时 的 临界 值 Disa , 并 且 总 有 


Daa < D 


nann ' 


对 于 单 侧 备 择 假设 的 情形 ， 当 n 很 大 时 ,还 可 利用 式 (12.4.34) 来 确定 临界 值 


2 
+= [Xa(2) 
Dia = in (12.4.36) 
其 中 (2) 是 x (2) 分 布 的 上 侧 a 分 位 数 . 
3⁄ 12.6 
原 假 设 备 择 假设 检验 统计 量 注 

Ha: F(x) = F(x) H, : F(x) ж F,(x) D, 双 侧 备 择 假设 

Но: Е(х) = Ех) H,: F(x) > Е (х) р; 单 侧 备 择 假 设 

Но: (а) = R (a) H, : F(x) <Е (а) D; 单 侧 备 择 假设 


ВЕ, 根据 一 组 观测 值 4,…,*, 来 检验 零 假设 Ho 就 变 得 十 分 简单 ， 对 于 所 需 
要 的 备 择 假设 选择 适当 的 统计 量 D sk DI , О, ,将 观测 值 4…, 代 人 式 (12.4.31) 
199] DES 的 实际 观测 值 D4 ,如 果 О > DHD , 则 在 显著 性 水 平 < 上 拒绝 H, 
而 接受 备 择 假设 ; 反之 ， 则 接受 原 假设 Но. 
ЖЕН, : Р(х) * Еб) 的 情形 ， 式 (12.4.35) 结 合式 (12.4.31) 可 重新 表述 为 
Р{5,(х)- Dra < Ех) «5, + Dra} 21-а, 对 所 有 x. (12.4.37) 


该 式 表示 累积 分 布 函数 万 (z) 大 于 S,GO— D, , 而 小 于 5,(x)+ D, , 的 概率 大 于 
1-a， 即 真 的 累积 分 布 函数 (x) 落 在 [5,(x) - D, ,5,(x)+ D, , ] 区 域内 的 置信 概 
率 大 于 1-a. 这 一 关系 可 以 用 来 估计 为 了 使 测量 值 能 反映 总 体 分 布 达 到 一 定 的 精 
度 ,需要 多 少 次 测量 ( 即 子 样 容量 n)， 例 如 ， 要 求 在 置信 水 平 900% 上 ， 实 验 测量 
得 到 的 分 布 反 映 真实 分 布 F,G0) 的 精度 好 于 0.20， 因 为 D, 是 子 样 分 布 与 真 分 布 
F(x) 的 差 值 ， 它 是 测量 值 反 映 F,(x) 的 精度 的 直接 表示 ， 所 以 上 述 要 求 相 当 于 
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а=10%, D, <0.20. 从 附 表 12 可 以 查 到 , 为 了 使 D, <0.20, 子 样 容量 必须 满足 
п>35. 也 就 是 说 , 36 次 测量 构成 的 子 样 分 布 与 总 体 真 分 布 的 差别 在 置信 水 平 90% 
时 小 于 20%. 类 似 地 , 当 要 求 精度 好 于 0.05 时 , 由 附 表 12 可 查 得 n 需 大 于 等 于 600. 


$] 12.10 低 统 计 实 验 的 拟 合 优 度 检验 
作为 柯 尔 莫 哥 洛 夫 检验 的 一 个 例子 ， 我 们 来 考察 一 个 低 统计 实验 ， 假 定 观测 
了 中 性 K 介子 衰变 为 x*e-v 的 30 个 事例 , 其 衰变 时 间 谱 如 图 12.8(a) 中 折线 S, (r) 
BUR. 希望 检验 该 中 性 K 介子 是 不 是 K ， 当 认为 这 些 介子 是 天 时 ( 零 假设 H,)， 
衰变 时 间 谱 如 图 12.8(a) 中 的 连续 曲线 F,(r) 所 示 . 
从 测量 和 理论 曲线 确定 了 
Pio = тах |507) — Е;0)|=0.17. 


选 定 显著 性 水 平 < =0.10, МИ 12 查 得 
Ву „-оло = 0.2176, 
因此 不 能 拒绝 零 假设 Ho. 
作为 对 比 ， 利 用 同样 的 观测 数据 对 Ho。 作 皮 尔 逊 x? 检验， 将 衰变 时 间 划 分 为 4 
个 子 区 间 : 0~3，3~5，5~7，7~18( 单 位 0.89x107108) 如 图 12.8(b) 所 示 ， 这 样 的 划分 满 
足 每 一 子 区 间 内 观测 频数 > 5 的 要 求 ， 而 且 每 一 子 区 间 内 的 理论 概率 积分 值 大 致 相 
等 .这 时 ， 式 (12.4.16) 表 示 的 统计 量 X? 渐 近 地 服从 z2(3) 分布， 由 x? 分 布 表 查 得 


Fo, 530 


0 
飞行 时 间 ( 单 位 0.89х107'9%) 


128 ”衰变 时 间 谱 的 理论 预期 和 实验 测量 值 
(a) 票 积 分 布 ( 柯 尔 莫 哥 洛 夫 检验 ); (b) 微分 分 布 (皮尔 还 x? 检验 ) 
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Ж2_010(3) = 6.251, 


而 观测 值 算出 
Х2,=3.0< X210(3), 


因此 ， 皮 尔 逊 检验 同样 得 到 不 能 拒绝 原 假设 H, 的 结论 . 


12.5 信和 号 的 统计 显著 性 


如 我 们 在 第 十 一 章 小 信和 号 测量 问题 中 提 到 的 ， 实 验 测量 值 通常 同时 包含 信号 
和 本 底 的 贡献 , 而 且 信 号 和 本 底 的 测量 都 存在 统计 涨 落 , 即 它们 都 是 随机 变量 . 当 
我 们 在 信号 区 观测 到 的 事例 数 n 明 显 地 高 于 预期 的 本 底 事例 数 b ， 我 们 会 判断 观 
测 到 了 信号 事例 . 例如 ,在 图 11.1(b) 中 不 变质 量 m .~ 958 Меу 附近 观测 到 了 
粒子 的 信和 号， 显然 ，n 比 b 大 出 越 多 ,对 于 “观测 到 了 信号 事例 ”这 一 判断 的 可 
信 程 度 越 高 . 信号 的 统计 显著 性 (statistical significance) 是 物理 学 家 对 “观测 到 了 信 
号 事例 ”这 一 判断 的 定量 化 表征 . 

在 讨论 信和 号 的 统计 显著 性 问题 时 , 零 假设 Ho 通常 表示 为 观察 到 的 实验 现象 可 
以 只 用 已 知 的 现象 或 本 底 函 数 圆满 地 描述 , 备 择 假设 H, 则 表示 观察 到 的 实验 现象 
需要 用 已 知 的 现象 或 本 底 函 数 ， 加 上 未 知 、 待 寻找 的 新 信和 号 过 程 的 贡献 才能 完整 
地 描述 .信号 的 统计 显著 性 就 是 观察 到 的 实验 现象 偏离 已 知 的 现象 或 本 底 函 数 、 
发 现 新 信号 、 新 过 程 的 定量 表征 .信号 的 统计 显著 性 越 高 ， 发 现 新 过 程 的 可 信 度 
越 大 ， 在 粒子 物理 实验 中 ， 基 本 上 达成 了 一 种 共识 ， 如 果实 验 中 观察 到 一 种 新 信 
号 其 显著 性 5 宇 5， 则 可 以 认为 “发 现 ” 了 一 种 新 信号 ; 当 新 信号 的 显著 性 8 >3 
(5222), 则 只 能 说 新 信号 的 存在 有 强 ( 弱 ) 的 证 据 . 所 以 在 寻找 新 现象 的 实验 测量 中 ， 
信和 号 的 统计 显著 性 尤为 重要 . 


12.5.1 KH PË 
粒子 物理 实验 中 ， 对 是 否 观测 到 信号 事例 这 一 判断 的 定量 表征 方法 之 一 是 给 
出 实验 P 值 ， 它 定义 为 
Ри) = Ри > wow ПН) = |, flul Ho)du , (12.5.1) 
АЧ и 是 实验 观测 量 (随机 变量 ) 或 用 实验 观测 量 构造 的 统计 量 и, 是 某 个 实验 测 
量 到 的 x 值 ，FGx1mo) 是 零 假设 H, 为 真 时 “的 概率 密度 函数 ， ЗЮ P (Ë E Н 


真 时 u> woes 的 概率 . 不 失 一 般 性 , RINLE u BRK, Ho 为 真 的 可 能 性 越 小 . BE 
Z, Ри.) 值 就 是 该 实验 测量 值 wo。 与 零 假 设 Но 不 一 致 性 的 某 种 定量 表征 ， 
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Pluss) ER, Ho 为 真 的 可 能 性 越 小 . 
假定 存在 某 种 信号 事例 ， 它 的 u 值 集中 地 出 现在 一 个 特定 的 区 域 称 为 信和 号 
区 ， 实 验 中 信号 区 内 观测 到 的 信号 事例 数 可 视 为 期 望 值 y 的 泊 松 变量 ， 信 和 号 区 内 
观测 到 的 本 底 事 例 数 可 视 为 期 望 值 b 的 泊 松 变量 ， 则 信号 区 内 观测 到 总 事例 数 n 
的 概率 为 
f(n;s,b)= CED eo. (12.5.2) 


假定 实验 观测 到 的 信号 区 内 总 事例 数 为 ms， 令 零 假设 Но 为 观测 到 的 事例 仅仅 是 
由 于 本 底 的 贡献 ， 则 相应 的 实验 己 值 为 


зо 一 | ул 
Р(пь,) = P(n > п. іН) = У, Дека = 0,6) =1- $ Pe. (12.5.3) 
п=пь, n=0 М: 
KÉ РВЕ, Но 为 真 (观测 到 的 事例 仅仅 是 由 于 本 底 的 贡献 ) 的 可 能 性 越 小 ， 举 
一 个 数值 例子 : 假定 b=0.6,n。。。 =5 ， 则 相应 的 实验 P 值 约 等 于 4x10”， 这 表示 
实验 观测 到 n> rs = 5 个 事例 仅仅 是 由 于 本 底 涨 落 导致 的 概率 小 到 只 有 4x10”. 
在 实际 应 用 中 需要 注意 信号 区 内 平均 本 底 事 例 数 ( 即 期 望 值 )b 可 能 存在 系 
统 误差 ( 见 第 十 一 章 的 讨论 ) 通常 信号 区 内 平均 本 底 事 例 数 是 由 信号 区 外 附近 的 
本 底 区 ( 称 为 边 带 区 sideband) 的 事例 数 分 布 确定 的 ， 这 实际 上 隐 含 着 两 个 假设 : 
边 带 区 内 不 包含 信号 事例 ， 且 能 相当 好 地 反映 信号 区 内 的 本 底 贡 献 ， 然而 实际 
的 测量 数据 中 边 带 区 内 观测 到 的 事例 数 分 布 往往 不 够 平滑 (如 参见 图 11.1), 边 带 
区 的 宽度 也 没有 严格 的 规则 加 以 判定 ， 而 是 依赖 于 实验 者 对 “ 边 带 区 内 不 包含 
信号 事例 ， 且 能 相当 好 地 反映 信号 区 内 的 本 底 贡 献 ” 的 主观 判断 予以 确定 ， 因 
此 存在 不 确定 性 , 通常 利用 不 同 的 本 底 函 数 形式 、 不 同 的 边 带 区 宽度 来 确定 5b 的 
系统 误差 . 例如， 在 上 面 的 例子 中 ，4=0.6 ， 假 定 考虑 了 系统 误差 后 信号 区 内 平 
均 本 底 事 例 数 b 的 范围 为 0.5~0.7, 则 相应 的 实验 P 值 范围 为 2x10* -8х10-*. (Е 
为 最 后 结果 ， 可 以 报道 实验 P 值 的 这 一 范围 ,或 者 保守 地 仅仅 报道 实验 P 值 为 
8х10—. 
另 一 个 问题 是 信号 区 的 宽度 .不 同 的 信号 区 宽度 给 出 不 同 的 ms 和 已 值 ， 从 
而 得 到 不 同 的 实验 P 值 . 一 般 信号 区 的 宽度 取 为 足以 包含 绝 大 部 分 信号 事例 (如 果 
FERR). 例如 ,对 于 信号 的 实验 分 布 为 正 态 函 数 的 情形 ,信号 区 间 取 为 x + 2.50 
BÑ х. Зо 都 是 合理 的 选择 , XE x. о 分 别 是 正 态 函 数 的 中 心 值 和 标准 偏差 , 它 
们 分 别 包 含 了 全 部 信号 事例 的 98.8% 和 99.7%. 报道 最 终结 果 时 推荐 同时 给 出 信 
号 区 间 的 宽度 和 实验 P 值 . 
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12.52 信号 的 统计 显著 性 


实验 P 值 表示 的 是 实验 观测 到 的 现象 仅仅 是 由 于 本 底 涨 落 导 致 的 概率 ,但 是 
实验 观测 到 的 现象 与 待 寻 找 的 新 现象 、 新 信号 之 间 的 关系 表达 的 不 直观 ， 后 者 通 
常用 信号 的 统计 显著 性 5 来 表示 . 然而 在 粒子 物理 实验 数据 分 析 的 发 展 过 程 中 ， 
使 用 了 不 同 的 统计 显著 性 5 的 定义 ， 例如， 对 于 12.5.1 节 中 讨论 的 信号 区 内 观测 
到 的 信号 和 本 底 事 例 数 都 服从 泊 松 分 布 的 情形 ， 文 献 [63] 对 于 信号 统计 显著 性 S 
有 如 下 各 种 定义 : 


S =(n-b)/ Jb, (12.5.4) 
S,=(n-b)/ n , (12.5.5) 
So =Vn -yb, (12.5.6) 
Sm = S, - (а) nb , (12.5.7) 
San = 251 – (а), (12.5.8) 
Sy š n- рі 

j: =< пате, (12.5.9) 


其 中 是 信号 区 内 观测 到 的 总 事例 数 ，b 是 信号 区 内 观测 到 的 本 底 事例 数 的 期 户 
值 , 它 被 认为 是 一 个 已 知 值 .5 的 不 同 角 标 表示 来 源 于 不 同 的 定义 , (0) — 45 
观察 到 信号 事例 的 确定 程度 相关 的 系数 , 对 于 它们 的 详细 说 明 请 阅读 文献 [63]. 以 
上 5 的 不 同 定义 都 是 基于 实验 测量 中 信号 区 内 的 计数 来 检验 零 假设 Ho 和 备 择 假 设 
H1， 这 样 的 实验 被 称 为 “计数 实验 ”. 

在 许多 情形 下 , 通过 实验 测量 值 或 它 的 统计 量 的 分 布 来 检验 零 假设 Ho 和 备 择 
假设 Н, 比 简单 地 通过 信号 区 内 的 计数 来 检验 要 更 为 准确 和 精确 ,这 时 ,需要 用 似 
然 比 方法 进行 检验 ， 假 定 L(b) fü L(s +b) 分 别 为 用 零 假设 Ho 和 备 择 假设 的 概 
率 密度 构造 的 似 然 函 数 , L., (b) fil L, (s +b) НН Lb) 和 Ls+b) 拟 合 实验 数据 
得 到 的 似 然 函 数 极 大 值 ,LNarsky"“ E -21n Ln (b)/ (s+b)] 服 从 自由 度 为 1 的 x? 
分 布 的 假定 下 给 出 了 信号 的 统计 显著 性 

5 =[20nL, (s + b) -InL, (6). (12.5.10) 


似 然 函数 可 以 取 为 标准 的 形式 
N 
Ls+b)=T 9,1, (м) +(-0,) (и, > (12.5.11) 


i=l 
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N 
Lib) =| | №), (12.5.12) 
i=l 


其 中 м 为 实验 中 观察 到 的 总 事例 数 ，s 和 4b 分别 表 示 信号 和 本 底 事 例 数 ， 实 验 测 
量 值 或 它 的 统计 量 表示 为 4 ，w 为 第 i 个 事例 的 测量 值 ，f,(w) 和 и) 分 别 表示 
信号 和 本 底 的 概率 密度 函数 ，w, 为 信号 事例 数 的 权 因子 . 

但 一 般 取 扩 展 的 似 然 函 数 更 为 适当 ， 因 为 它 考虑 了 观察 事例 数 泊 松 分 布 的 不 
确定 性 


er-(3+b) 


N 
L(s+b)= Š pr LI (u,)+bf,(u,)] , (12.5.13) 


-bN N 
ЦЬ) =“ 2 (и,). (12.5.14) 
N i=l 


由 于 实验 P 值 表示 的 是 实验 数据 与 零 假设 之 间 的 不 一 臻 性， 实验 P 值 越 小 ， 
零 假设 为 真 的 可 能 性 越 小 ， 备 择 假设 为 真 的 可 能 性 越 大 .因此 文献 [64] 将 信号 显 
著 性 与 实验 P 值 联系 起 来 ， 对 信号 显著 性 作 了 如 下 的 定义 : 


5 
[т вах =1- Plu > ug, | Hpg) =1- Ри). (12.5.15) 
该 式 的 左边 是 正 态 分 布 在 +5 个 标准 差 (+Sc ) 内 的 积分 概率 . 在 这 样 的 定义 下 , 相 
对 应 的 5 值 和 实验 P 值 如 表 12.7. 


对 于 计数 实验 的 情形 ， 实 验 P 值 为 


Plna) = Pln > п, | Ho)= >` i T eb. — (12.5.16) 
Е. 


代入 式 (12.5.15)， 立 即 有 
[= =e “Pax = a (12.5.17) 


п0 n! 


与 式 (12.5.9) 比 较 ， 积 分 下 限 有 所 不 同 . 
38427 实验 P 值 与 统计 显著 性 S 的 对 应 关系 对 于 似 然 比 方法 的 情形 ， 如 前 所 
— a aean Ж, 假定 零 假设 Ho 是 实验 数据 仅仅 


I 03173 由 本 底 似 然 函 数 LO) 描述 ， 备 择 假 设 
2 00455 H 是 实验 数据 由 L(s +b) 描述 ， 假 定 
| — Lb) 有 m 个 待定 参数 (描述 本 底 概率 
| юе 密度 ли) 的 参数 ) 5+5) 有 
6 


20х10 КС т) 个 待定 参数 (描述 本 底 概 率 密 
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ВЕ (и) 和 信号 概率 密度 (и) 的 参数 以 及 它们 之 间 的 相对 权重 因子 )， 按 照 12.2.2 
ЗОЖ, Но ЧИЖ L(b) ) 是 对 H, ( 似 然 函 数 L(s +b) ) 中 大 个 待定 参数 中 的 
个 参数 加 以 固定 ， 或 加 上 了 个 约束 条 件 ， 于 是 似 然 比 统计 量 


А = L CD)/D (5+5) (12.5.18) 


是 零 假设 H, 的 合理 的 检验 统计 量 , 这 里 L. (b) EAN L (b) 拟 合 实验 数据 得 到 的 
极 大 似 然 明 数值 ， 文 献 [27] 证 明了 ， 当 HH, 为 真 ， 在 子 样 容量 很 大 的 情形 下 ， 统 
计量 
u=-2In4=2(nL, (s+b)-InL,(b)) (12.5.19) 
渐 近 地 服从 Z (r) 分布， 当 4 的 观测 值 接近 于 1，HH 为 真 的 可 能 性 很 大 ， 当 4 的 
观测 值 接近 于 0，Ho 为 真 的 可 能 性 很 小 、 所 以 ，4 的 临界 域 在 1 值 接 近 0 的 区 域 ， 
相应 地 , и 的 临界 域 在 u 值 大 的 区 域 . 倘若 и 的 实验 观测 值 为 ww, , 则 由 式 (12.5.1) 
知 实验 P 值 为 
Ри) = 18 12 (изг)и, (12.5.20) 


代入 式 (12.5.15) 立 即 得 到 利用 似 然 比 统计 量 计算 信号 统计 显著 性 5 的 表达 式 


S 1l ар 2 
—е * “dx =1-—- Р = ;r)du . 12.5.21 
[=° (lobs) A x“ (u;r) ( ) 


对 于 r=1 的 特殊 情形 ， 有 


"L a Vo 1 22 
J =° а= gdu =2` ge k, 
立即 可 得 

S= Jum, = [2 L, (s +b) -In L, (6), (12.5.22) 


它 与 Narsky 的 式 (12.5.10) 完 全 一 致 . 

由 以 上 讨论 可 知 ， 式 (12.5.15) 定 义 的 信号 统计 显著 性 无 论 对 于 计数 实验 或 似 
然 比 方法 都 是 适用 的 ， 因 此 避免 了 多 重 定义 ， 利 用 似 然 比 统计 量 计算 信号 统计 显 
著 性 的 式 (12.5.21) 的 优点 在 于 避免 了 确定 信号 区 和 本 底 边 带 区 时 带 来 的 不 确定 因 
Ж, 但 由 以 上 的 推导 过 程 可 知 必须 满足 大 子 样 容量 的 要 求 ， 对 于 小 子 样 容量 的 情 
形 ,仍然 应 当 用 式 (12.5.17) 计 算 信号 统计 显著 性 5. 

由 于 5 值 有 多 种 定义 ， 因 此 实验 结果 的 报道 中 ， 在 陈述 某 个 信号 的 统计 显著 
F S 值 为 多 大 时 ， 应 当 说 明 其 明确 的 定义 . 
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126 ”独立 性 检验 


第 三 章 中 我 们 提 到 ，n 维 随机 向 量 与 一 维 随机 变量 的 最 大 区 别 ， 在 于 前 者 的 
性 质 不 仅 与 各 分 量 有 关 , 而 且 依赖 于 各 分 量 间 的 相互 关联 ， 当 各 分 量 间 相 互 独立 ， 
随机 向 量 实际 上 是 互 不 关联 的 п 个 一 维 随机 变量 ， 问 题 的 处 理 就 大 大 简化 ， 独 立 
性 检验 就 是 利用 随机 向 量 的 子 样 观测 值 来 决定 各 分 量 是 否 相 互 独立 的 问题 ， 独 立 
性 检验 最 常见 的 是 x? 检验 法 . 

设 二 维 随机 变量 {X,7} 的 分 布 函数 及 边沿 分 布 函 数 分 别 是 F(x,y) 及 Fx (x) ， 
Е, (у). 由 3.1 节 所 述 , 随机 变量 X,Y 相互 独立 的 条 件 是 对 一 切 x* 和 y， 下 式 成 立 : 


Е(х, у) = Fx (x): Fy(y). 
因此 ， 两 个 随机 变量 之 间 独 立 性 检验 的 零 假设 和 备 择 假设 可 表示 为 


Ho:F(x,y)= Fx (x): Fy(y), 
Hi:F(x,y)# Fy (x): Fy(y). 


设 有 一 个 二 维 总 体 ， 随机 地 抽取 容量 n 的 二 维 子 样 (м, y), U, (хи, Yn). K X 
和 了 的 值 域 分 别 划分 为 和 J 个 子 区 间 ， 子 样 中 XX 属于 第 i 子 区 间 , 了 值 属 于 第 j 
子 区 间 的 事例 数 记 为 mn ， 并 记 


J J 
п.= Уп, п,= Уһ. (12.6.1) 


j=l i=l 


子 样 容量 n 值 满足 归 一 化 条 件 
/ Уһ -5n - Dn, =n. (12.6.2) 
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从 总 体 {X, 了 中 任意 抽取 一 个 元 素 ， 它 的 x 值 落 人 第 i 子 区 间 ，y 值 落 入 第 j 
个 子 区 间 这 一 事件 的 概率 记 为 p; ， 以 р, 和 p, 分 别 表示 相应 的 边沿 概率 ， 则 有 
J 1 
Pi =>. p; , Р.; = Ур , (12.6.3) 
j=l i=l 
(12.6.4) 


这 样 ， 独 立 性 检验 的 零 假设 可 表示 为 
(12.6.5) 


Но: py = Pi. P.; › і=1,:::,1; j=1,…,J. 
由 于 条 件 式 (12.6.4) 的 存在 , I 个 р, 和 J 个 р, Я-А р, 和 (J -1) р. Ж 


独立 的 。 рр, 可 用 极 大 似 然 法 估计 ， 当 ,为 真 ， 似 然 函 数 为 
11 Гл 
L=] По" = ППФ" p” = Her По, у) 
i=] j=1 j=1 
J 


1 j=l 
1-1 i > -1 


0-5 (6 (6 


і=] 


j=1 


由 似 然 方程 
21 о і=1,.-:,1-1, 


dai j=1,…,J/ -1. 


一 一 =0， 


др. 


解 出 р, M р. КЕНИЯ 


Ё, =n, /n, 
Ё; =n n j 


(12.6.6) 


ЯН, Но 为 真 时 ， 据 式 (12.6.53)， 应 有 
Ру = Êi P. = ni. n |"? ° 
n; 可 作为 观测 频数 ， 当 H6 为 真 ， 这 两 者 的 差别 将 


现在 пр, 可 作为 “理论 频数 ”， 
很 小 ， 类 似 于 12.4.2 节 皮 和 尔 逊 检验 ， 我 们 可 构 作 检验 统计 量 X 
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(n; — nj/n) _ L = т 
X2 = j ны (12.6.7) 
t и 


HWA, 并且 对 所 有 的 i,j,ni ЖК, МХ? AERA 分 布 ， 自 由 度 v 等 
于 独立 观测 数 和 独立 的 未 知 参数 个 数 之 差 . 在 7.J 个 观测 数 n 中 ， 由 于 归 一 化 条 
> лу =1 的 存在 ， 只 有 杂 -1 个 是 独立 的 ; RUSK A M p 中 只 有 7-1 个 和 


J -1 个 是 独立 的 ( 见 式 (12.6.6))， 因 此 ， 自 由 度 v 等 于 


у=(-0-[(-0+(-1]=(-ВУ-Ъ. (12.6.8) 


这 样 ， 给 定 显著 性 水 平 a 后 ， 可 从 (у) 分 布 表 查 得 临界 值 好 (w) ， 当 观测 值 
Xk, > 好 Co) ， 则 在 显著 性 水 平 a 上 拒绝 零 假设 Ну. 


Я 121 动量 分 量 的 独立 性 

图 129 是 一 个 二 维 散 点 图 ， 它 表示 19GeV/c 的 质子 -质子 碰撞 中 产生 的 670 
个 A 超 子 , 在 质子 -质子 的 质心 系 中 , 纵向 动量 p, 和 横向 动量 p, 的 分 布 ， 所 谓 纵向 
动量 p, ， 是 指 A 超 子 动量 在 人 射 质子 方向 上 的 动量 分 量 ; p, 则 为 垂直 于 该 方向 的 
动量 分 量 ， 要 求 根据 这 些 信息 来 检验 р, 与 p, 是 否 相 互 独立 . 


横 动 量 P,/(GeV/c) 


-24 -16 08 0 0.8 1.6 24 


纵 动量 P/(GeV/c) 


图 12.9 人 超 子 的 纵向 动量 р, 和 横向 动量 p, 的 分 布 
图 中 数字 表示 该 动量 值 处 人 超 子 的 计数 ，+ 表 示 数 字 1 


将 横 动 量 p, 覆盖 的 范围 划分 为 4 个 互 不 相 容 的 子 区 间 ( 标 以 44 ); 纵 动量 p, 
覆盖 的 范围 划分 为 10 个 子 区 间 ( 标 以 B10)， 如 图 12.9 中 相互 垂直 的 线 所 划分 的 


区 域 所 示 ， 得 出 联 列 表 ， 见 表 12.9. 
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表 12.9 


按 表 中 的 数据 和 式 (12.6.7) 算 得 Xoos =39.8 ， 由 式 (12.6.8) 可 知 ， 自 由 度 为 
(4-1х(10-0=27. 当 给 定 显著 性 水 平 x = 0.05 ,临界 值 z2.0o(27) = 40.11. 故 在 
显著 性 水 平 a=0.05 上 不 能 拒绝 零 假设 , 即 纵 动量 p, 与 横 动量 p, 可 认为 相互 独立 . 


12.7 一 致 性 检验 


实验 工作 者 经 常 遇 到 一 致 性 的 检验 问题 例如， 我 们 利用 某 种 加 速 器 的 粒子 
流 研究 粒子 反应 ， 为 了 得 到 粒子 反应 的 充分 多 的 事例 ， 数 据 的 收集 要 持续 相当 长 
的 时 间 ， 要 想 获得 可 靠 的 实验 结论 ， 必 须 保 证 实验 条 件 在 收集 数据 的 过 程 中 是 始 
终 相同 的 ， 这 可 以 通过 收集 到 的 数据 的 一 致 性 检验 得 到 反映 . 如 果 某 些 实验 条 件 
不 是 始终 一 致 ， 观 测 值 就 会 产生 系统 的 偏 移 ， 应 当 对 这 种 偏 移 作 适 当 的 修正 ， 又 
比如 不 同 的 实验 对 同一 个 物理 量 作 了 测定 ， 如 果 要 从 各 测定 数据 求 出 该 物理 量 的 
合并 测量 值 ， 则 首先 要 对 各 实验 的 子 样 测定 值 作 一 致 性 检验 ， 以 保证 它们 之 间 不 
存在 系统 的 差别 . 

下 面 介 绍 的 一 致 性 检验 方法 都 是 分 布 自由 的 ， 即 所 使 用 的 检验 统计 量 与 总 体 
分 布 无 关 . 因而 对 任何 总 体 都 适用 . 

对 于 单个 总 体 匀 根据 其 一 组 子 样 观 测 值 来 确定 它 的 p 分 位 数 ( 定 义 见 2.4 节 ) 
是 否 等 于 指定 常数 这 样 的 问题 , 符号 检验 提供 了 一 种 简单 易 行 的 方法 . 总 体 的 均 
值 可 以 视 为 “特殊 ”的 р 分 位 数 ， 因 而 也 适用 此 法 .这 是 一 种 “位 置 ”检验 问 
题 ， 只 对 总 体 p 分 位 数 的 位 置 感 兴趣 ， 而 不 关心 总 体 分 布 函 数 的 形式 ， 符 号 检 
验 还 可 用 来 比较 两 个 总 体 p 分 位 数 的 一 致 性 ; 威 尔 科 克 森 符号 秩 和 检验 可 应 用 于 
同样 的 目的 ， 而 且 后 者 更 充分 地 利用 了 测量 数据 提供 的 信息 ， 因 而 检验 更 灵敏 
也 更 可 靠 . 

12.4 节 拟 合 优 度 检验 解决 的 问题 是 单个 总 体 的 分 布 是 否 与 原 假设 规定 的 函数 
形式 一 致 ， 本 节 所 要 讨论 的 是 多 个 总 体 分 布 的 一 致 性 ， 即 它们 是 否 具有 相同 的 分 
布 函 数 ， 于 是 原 假设 可 表示 为 
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Но: Ао) = f(x)=…. 


这 里 f(x) 是 待 检验 总 体 的 概率 密度 .检验 的 重点 是 各 总 体 分 布 范 数 是 否 相 同 ， 至 
F f(x) 的 具体 形式 怎样 我 们 并 不 关心 . 
对 于 两 个 子 样 的 一 致 性 比较 ， 我 们 介绍 三 种 不 同 的 检验 方法 .最 简单 的 是 游 


程 检 验 ， 如 果 怀 疑 两 个 子 样 的 一 致 性 ， 可 首先 用 游程 检验 来 决定 是 否 排除 零 假设 
Но. 如 果 游 程 检验 不 能 作出 结论 , 则 应 利用 斯 米尔 诺 夫 检验 和 威 尔 科 克 森 秩 和 检 


验 男 ， 它 们 的 计算 虽 较 游程 检验 复杂 ， 但 对 数据 信息 的 利用 比较 充分 ， 因 而 检验 
两 个 子 样 之 间 的 不 一 致 性 的 效能 更 强 . 对 于 多 于 两 个 子 样 之 间 的 一 致 性 检验 问题 ， 
当 总 体 为 连续 函数 ， 可 用 克 和 鲁 斯 卡尔 - 瓦 列 斯 "检验 法 ， 当 总 体 为 离散 型 ， 则 应 用 
ZX 检验 . 

在 某 种 条 件 下 , 利用 同一 组 观测 值 ,游程 检验 与 皮尔 逊 x 检验 相互 独立 (一 
般 基于 同一 组 数据 作 不 同 的 检验 是 互相 不 能 独立 的 ) ， 这 一 不 寻常 的 性 质 使 得 
游程 检验 成 为 拟 合 优 度 的 皮尔 逊 x? 检验 的 有 益 补 充 ， 这 一 点 在 124 节 中 已 
经 提 到 |. 
12.7.1 符号 检验 

1) 单子 样 问题 的 符号 检验 

单个 子 样 的 分 布 拟 合 问题 在 皮尔 逊 xX? 检验 和 柯 尔 莫 哥 洛 夫 检验 中 已 经 作 了 
介绍 ， 但 在 有 些 场合 ， 我 们 不 关心 总 体 分 布 是 否 为 一 特定 的 晒 数 形式 ， 而 是 需要 
.了 解 总 体 分 布 的 分 位 数 (特别 是 中 位 数 ) 或 均值 (可 视 为 “特殊 ”的 分 位 数 ) 是 否 为 某 
一 指定 值 ， 分 位 数 和 中 位 数 的 定义 见 式 (2.4.7)~ 式 (2.4.11)， 对 于 这 种 “位 置 ” 检 验 


问题 ， 符 号 检验 非常 适用 . 
设 F(x) 为 连续 总 体 X 的 累积 分 布 函数 ，X, 是 总 体 X 的 p 分 位 数 ， 即 满足 


F(X,)=p. 

X: X, J: X 的 随机 子 样 ， 要 根据 随机 子 样 的 观测 值 来 确定 ， 总 体 X 的 p 分 位 
数 是 否 等 于 指定 常数 Xp， 因此 ， 待 检验 的 零 假设 为 

Н,:Х.=Х9, 0< Xp <l. (12.7.1) 

Яажж X, -X 2 的 符号 ， 即 

f о |1， 若 Xi -Xp>0， 
z =sign(X, - Хр) = 
-1, #Х;-Х0 <0, 


i=1,2,…,n, 


第 十 二 章 假设 检验 A 
则 有 
Р =} =Р{Х, > Хр} =1- F(X))=1- po 
P|: =-1}=P{X, < Х?] = ЕХ) = p. 


其 中 po=F(X?)， 当 Ho 为 真 ， 应 有 


ВЕ X Xoco X, 中 小 于 Xo ( 即 z=-1) 的 个 数 ， 显 然 " 是 服从 二 项 分 
布 B(r;n,po) 的 随机 变量 ; 当 Ho 为 真 ， 应 有 rr~ В(гп,р). ЖЖ, 检验 零 假设 
X, = ХО 的 问题 化 简 为 检验 假设 p= po 的 问题 ,或 者 7 的 期 望 值 E(r) = пр 等 于 
пр 的 问题 ， 当 Ho 为 真 ，p = po。，r 的 观测 值 远离 пр 的 可 能 性 很 小 ; 反之 ，H, 不 
为 真 ，r 值 远离 np 的 可 能 性 变 大 于 是 7 可 作为 零 假设 Ho 的 检验 统计 量 . 
临界 域 的 确定 有 赖 于 备 择 假设 H, 的 选择 ， Hi 可 以 是 X, < Хо, 或 X,>X?， 
RX, +Х0. HFX, < Xo 的 情形 ， 有 
p=F(X,)<F(X?)= Po, 
Ёр np<npo， 二 项 分 布 随机 变量 + 的 观测 值 倾向 于 比 пр X. 反之 , 当 X, > ХО, ДШ 
p=F(X,)> F(X$)= po, 


r 的 观测 值 倾向 于 比 np 小 ， 因 此 ， 根 据 参 数 假设 检验 的 一 般 方 法 (参见 12.2 节 ) 
和 二 项 分 布 的 性 质 ， 给 定 显著 性 水 平 a ， 对 于 不 同 的 备 择 假设 ， 临 界 域 可 按 下 
ЖЗ: 


(1) Ho:X,=Xp， Н,:Х,>Хо. 临界 域 为 r< ,满足 
r. г. +1 
У вс; n, p.) <a < 5 B(r; n, po). (12.7.2) 
r=0 r=0 

(2) Но:Х,=ХЬ, HI:X, <X 临界 域 为 r 2 ,满足 


> Br; n, Pp) Sa < > В(г;п, po) 


r=r, r=r, - 


r-l r. -2 
5 В(ғ; п, ру) 21-а > 2 B(r; n, ру). (12.7.3) 
r=0 r=0 
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(3) = H: X, wXD. 临界 域 为 r< ло, n, W R 


n+l 


Ув: n, po) «5 < SB; n, po), 


г=0 г=0 


> Все; п, nsz > B(r; n, po). (12.7.4) 


r=n, r=r,-1 


n- љ-2 
$ вон п, yy > S Bir; n, po). 
r=0 2 r=0 
当 检验 总 体 分 布 的 中 位 数 X1,, 是 否 等 于 某 一 特定 值 Xj, 时 ， 当 Ho 为 真 ， 应 有 
P{z; =-0=р=5= Ра = 1) =1- р. 


这 时 ， 式 (12.7.2)~ 式 (12.7.4) 中 的 p 代 之 以 1/2 即 可 . 

对 于 子 样 的 一 组 实际 观测 值 ', x，…, x ,其 中 小 于 ХО 的 观测 值 个 数 记 为 ros, 
ros 落 在 水 平 a 的 临界 域内 , 则 在 水 平 k 上 拒绝 零 假设 Но; 反之 则 没有 理由 否定 零 
假设 ， 即 可 认为 总 体 的 p 分 位 数 与 给 定 值 X? 一致. 

由 第 四 章 的 讨论 知道 ， 当 子 样 容量 n 很 大 时 ， 二 项 分 布 的 计算 很 繁复 ， 可 以 
应 用 近似 性 质 . 4 р 接近 于 0 或 1, 二 项 分 布 可 用 参数 = пр 的 泊 松 分 布 作为 近似 ; 
p 不 接近 于 0 或 1， 而 n 很 大 的 情形 下 ,均值 4 = пр, 方差 np(1-p) 的 正 态 分 布 是 
二 项 分 布 的 很 好 近似 ， 这 时 ， 可 利用 标准 正 态 变量 


a (12.7.5) 
来 确定 临界 域 ， 我 们 有 
Hi: X, > Хо, 临界 域 zx< 一 zui 
H,: X, < Хо, 临界 域 2 > z; 
Hi: X, Xb， 临界 域 < 一 24y2 和 Z> Zan- 
其 中 zc 为 标准 正 态 分 布 的 上 侧 c 分 位 数 ， 当 
1obs — Про 


етт Vnpoll — Ро) 


落 在 临界 域内 ， 则 在 水 平 w 上 拒绝 零 假 设 Но. 
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作为 符号 检验 应 用 的 一 个 例子 ， 我 们 来 研究 束 流 强度 随时 间 变 化 的 问题 . 用 
加 速 器 粒子 流 来 研究 某 种 粒子 反应 ， 为 了 在 一 定 的 时 间 间 隔 内 获取 较 多 的 事例 ， 
希望 粒子 流 强 高 .但 另 一 方面 ,实验 装置 可 承受 的 粒子 流 强 有 一 定 的 限制 . 因此， 
要 求实 验 期 间 加 速 器 束 流 强度 维持 在 某 个 最 佳 值 附近 ， 如 果 在 实验 过 程 中 流 强 
对 于 有 明显 的 偏离 ， 则 应 调整 加 速 器 ， 以 对 流 强 作 相应 的 调整 . 

选 定 显著 性 水 平 <= 0.2. 实验 期 间 在 20 个 相等 的 时 间 间 隔 内 对 粒子 反应 的 次 
数 作 计数 ( 它 对 应 于 加 速 器 流 强 ) , 其 中 小 于 最 佳 反应 次 数 的 个 数 为 roos. 对 于 容量 
20 的 子 样 作 中 位 数 的 双 侧 检验 ， 根 据 式 (12.7.4)， 从 附 表 2 的 累积 二 项 分 布 查 得 


n=6, r, =14. 


UR гь, SOR ros >14 ， 则 束 流 流 强 显著 地 偏离 最 佳 流 强 ， 应 当 作 适当 调整 . 

2) 两 子 样 问题 的 符号 检验 

有 些 场合 下 ， 我 们 感 兴趣 的 问题 是 比较 两 个 总 体 的 p 分 位 数 是 否 一 致 ， 也 可 
以 利用 符号 检验 ， 方 法 与 单子 样 问题 的 符号 检验 有 许多 类 似 之 处 . 

设 两 个 总 体 X 和 了 分 别 有 连 续 的 累积 分 布 函 数 F(x) 和 G(y)， 从 两 个 总 体 中 成 
对 地 抽取 容量 n 的 子 样 , 得 到 n 对 数据 (X17),…, (X,Y)， 对 每 一 对 数据 记录 其 
ЕН ХУЖЕ, Bl 
+1, Хх, -7, 20, 


, =sign(X , -Ү.) = 
Е А Х,-У <0. 


待 检 验 的 原 假设 是 
Ho:X,=Y,, (12.7.6) 

Xp 区 分别 是 总 体 X, 7 了 的 p 分 位 数 . 若 原 假设 为 真 , 则 z=1 A z-i 的 个 数 应 当 
十 分 接近 ; 如 果 z=1 的 个 数 比 z=-1 的 个 数 明显 地 多 或 者 明显 地 少 , 那么 Xp Y, № 
差 较 大 , 应 当 否 定 原 假设 . $ > 为 z=-1 的 个 数 , 则 它 可 以 作为 零 假设 Ho:X, =Y, 
的 检验 统计 量 . 显然 , r 是 服从 二 项 分 布 的 随机 变量 , 特别 当 Ho 为 真 ,r 服从 p=1/2 
的 二 项 分 布 r ~ B(r; п, p=1/2). 因 此， 给 定 了 显著 性 水 平 a， 可 利用 二 项 分 布 的 
性 质 确 定 临 界 域 . 

临界 域 的 确定 依赖 于 备 择 假设 Hi 的 选择 . 对 于 HH : XX,> 了 ,的 情形 , Xj -Y gi 
问 于 大 于 零 , Вр 2 +1 的 个 数 较 多 , r 倾向 于 取 较 小 的 数值 ; 相反 , 对 H, :Х›<7, 
的 情形 ，r 倾向 于 取 大 的 数值 ， 因 此 ， 对 

(1) Н,:Х, =Y, Hi: X, >7,; 

(2) Ho: X, =V,,H, : X, <Y,; 
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(3) Н,:Х,=Ү,.Н:Х, +Y, 
的 两 子 样 р 分 位 数 检验 问题 ， 其 临界 域 可 由 式 (12.7.2)~ 式 (12.7.4) 分 别 决 定 ， 只 需 
将 其 中 的 Xp ВК У, ро BUR 1/2 即 可 . 


如 了) 中 所 述 ， 当 子 样 容量 n 大 时 ， 可 利用 正 态 近似 确定 临界 域 
该 方法 还 可 用 来 检验 原 假设 Ho:X,-Y,=C,C 为 常数 ， 这 时 ， 取 


Zj =sign(X; S Y, -С), 其 余 步骤 完全 相同 . 


例 12.12 ”汽车 发 动机 耗 油 量 (]) 


为 了 比较 两 种 型 号 的 汽车 发 动机 的 油耗 量 , 将 它们 各 安装 在 13 辆 同型 号 的 汽 
车 上 ， 每 辆 汽车 安装 两 种 型 号 发 动机 后 由 同一 驾驶 员 驾 驶 ， 行 驶 后 获得 每 升 油 行 
车 公里 数 的 数据 如 表 12.9 тт. 


3 12.9 


1 发 动机 | 4.27 475 6.63 703 678 4.55 571 6.00 744 495 616 520 488 


2 发 动机 | 4.14 490 6.22 690 6.87 441 5.79 580 6.91 470 6.20 490 491 


设 1,p6 表 示 装 备 1"、2' 发 动机 的 汽车 每 消耗 1 升 油 行驶 的 平均 公里 数 , 现在 

检验 的 原 假设 和 备 择 假设 是 
Ho : 44 = 4h, H, : 44 > А. 

子 样 容量 ”为 13， 其 中 z= -1 AA =5. BKF a = 0.05, (2.7.2), 
从 附 表 2 查 得 <4, 临 界 域 为 r< r, 的 区 域 ， 所 以 ms 落 在 临界 域外 ， 应 接受 原 假 
设 而 拒绝 备 择 假设 H, ， 即 те 型 发 动机 并 不 比 2° 型 省 油 . 

3) 中 位 数 检验 法 

两 子 样 的 符号 检验 中 ， 从 两 个 总 体 中 抽取 的 子 样 容量 必须 相同 .在 两 子 样 
容量 不 等 的 情形 下 ， 只 能 利用 容量 小 的 子 样 观测 值 构成 检验 统计 量 ， 一 则 浪费 
了 测量 数据 提供 的 信息 ， 二 则 从 容量 大 的 子 样 中 去 除 若干 个 观测 值 可 能 引起 人 
为 的 偏差 而 影响 检验 的 客观 性 和 正确 性 ， 在 这 种 情形 ， 利 用 中 位 数 检验 法 是 比 
较 合适 的 . 

ВХ, XA ЖИ, Yn ЕЛ SK X, 了 独立 地 抽取 的 随机 子 样 , XxX 和 了 的 
累积 分 布 是 连续 函数 F(x) 和 CO)， 待 检验 的 原 假设 是 

Но: 4, = Hy. (12.7.7) 


ди, 分 别 是 总 体 X,y 的 中 位 数 . 
É X... X, ТКУ, 按 数值 递增 的 次 序 排列 ,构成 总 体 X 和 了 的 混合 子 样 ， 
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记 为 
Z S Za <. “аи. 
令 1 是 满足 下 式 的 正 整 数 : 
>, т+п = 偶数， 
[= и | (12.7.8) 


Ее т+п =, 
ХЕЧ, z 是 混合 子 样 的 子 样 中 位 数 . 

S rj ХТ X oX n 中 数值 小 于 等 于 中 位 数 z 的 个 数 . 如 果 原 假设 成 立 ， 
Ви, =A, 那 么 > 应当 接近 于 m2. # r 接近 于 m, 则 总 体 X 的 中 位 数 比 7 的 中 位 
数 要 小 ， 倾 向 于 拒绝 原 假设 Ho: м, = и, 而 接受 备 择 假设 :1 <и, ; НЫ, Ч 
接近 于 0， 则 倾向 于 接受 备 择 假 设 有: u, > ду. РИ, r 可 作为 原 假设 Ho 的 检验 统 


elo) 


根据 以 上 讨论 ， 可 得 到 临界 域 如 下 : 
(1) Ho “Hx = 4, H “Hx > Hy» 临界 域 r< n,n 满足 


随机 变量 r 的 分 布 为 ” 


P, (r) = ғ=0,1,--:,т. . (12.7.9) 


Ри, (г<г,)<а. (12.7.10) 
(2) Но: H, =H, Hi: u, < Hy ШУ г г,,т, WE 
Pr (r 2 r,) < а. (12.7.11) 
(3) Но: м =H, Hi: H, + By, МЯ г< Г r, W E: 
Ри, (r <n)<a/2, FP, (r 2 ,) < 012. (12.7.12) 


作为 中 位 数 检验 法 的 一 个 应 用 ,我 们 来 考察 两 种 牌号 的 电池 寿命 问题 . 牌号 А 
和 B 的 电池 寿命 (小 时 ) 有 如 下 数据 : 
A: 40, 30, 40, 45, 55, 30; 
B: 50, 50, 45, 55, 60, 40. 
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问 它们 的 平均 寿命 是 否 可 认为 相同 . 
在 本 问题 中 ， 原 假设 和 备 择 假 设 是 


Но: H4 = Ав, H, : Ил < Hp, 


混合 子 样 序 列 是 
30<30<40<40<40<45<45<50<50<55<55< 60, m=n=6, [=т+п/2=6. 


混合 子 样 中 值 是 45 ть, =5. Жа = 0.05， 因 为 


6 
Py (r > ras) = УР, (г) 
r=5 


申 式 (12.7.11) 可 知 ， noos 落 在 临界 域内 ， 故 在 水 平 <= 0.05 上 拒绝 原 假设 ， 而 接受 
牌号 4 的 电池 寿命 短 于 В 的 备 择 假设 . 


12.7.2 ”两 子 样 的 游程 检验 


设 从 两 个 连续 总 体 X 和 了 得 到 容量 分 别 为 n 和 m 的 随机 子 样 , 按照 观测 值 增 
加 的 次 序 排列 得 到 子 样 的 顺序 统计 量 X... X, 和 名,…,Y,， 不 失 一 般 性 ， 可 假定 
n <m (34 n>m 时 可 交换 随机 变量 X 和 了 的 记号 )， 现 在 的 问题 是 要 根据 这 两 组 顺 
序 统计 量 来 检验 总 体 X 和 7 是 否 有 相同 的 分 布 ， 于 是 检验 的 零 假设 为 


Но: f (x)= f (y). (12.7.13) 


将 X 和 了 各 自 的 顺序 统计 量 合并 为 子 样 观 测 值 顺序 增加 的 混合 硕 序 统 计量 ， 
其 中 共 含 ntm 个 观测 值 ， 例 如 ， 它 可 以 是 这 样 的 一 串 数值 : 


RR NR (12.7.14) 


如 果 变 量 X 与 了 具有 相同 的 分 布 ， 即 Ho 为 真 ， 那 么 X, 和 %% 可 以 看 成 是 同一 总 体 
中 抽取 的 子 样 观 测 值 ， 因 此 ， 在 混合 顺序 统计 量 中 ，X 的 观测 X A Y 的 观测 Y, 
应 该 是 充分 混合 的 , BD 和 % 和 ;在 混合 顺序 统计 量 中 出 现 的 位 置 是 比较 均匀 的 ; 相 
Б, Ж Xi 或 外 在 混合 顺序 统计 量 中 集中 地 出 现 ， 则 指示 出 这 两 组 数据 之 间 存在 
系统 的 差异 ，X; 和 7; 来源 于 相同 总 体 的 可 能 性 很 小 . 

如 果 在 混合 顺序 统计 量 中 ， 将 XX 的 观测 乱用 0 代替 ,7 的 观测 了 用 1 代替 ， 
就 得 到 一 个 由 0 和 1 两 种 元 素 组 成 的 序列 
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0, X. 
Uj, И, Ma," Инт и; = 观测 值 为 X， (12.7.15) 
l, 观测 值 为 ү. 
如 果 
ИИ, =И 1 三 =И F И, (12.7.16) 


Кри u a RARR. RATH j1, 则 左边 的 不 等 号 (ux) 是 多 
余 的 ; Æ jH-l=min, WAARDES (#uj,i) 是 多 余 的 ， 换 句 话说 ， 一 串 位 置 相 
连 、 数 值 相同 的 元 素 构 成 一 个 游程 ， 其 中 元 素 的 个 数 称 为 游程 长 度 . 在 由 0, 1 
两 种 元 素 构成 的 序列 中 ， 只 有 0 游程 和 1 游程 两 种 类 型 . 例如 ， 式 (12.7.14) 的 混 
合 顺序 统计 量 可 表示 为 
00 10 1000 1110; 

其 中 共有 7 个 游程 ，4 个 0 游程 (2 个 长 度 为 1， 长度 为 2，3 的 游程 各 1 №); 3 个 
1 游程 (2 个 长 度 为 1， 另 一 个 长 度 为 3)， 一 个 混合 顺序 统计 量 数 字 序 列 的 总 游程 
ЖОН А 表示 ， 它 取决 于 混合 顺序 统计 量 中 X; 和 % 的 散布 状况 以 及 子 样 容量 n、m， 
所 以 R 是 随机 变量 . 
及 天 ) 在 混合 顺序 统计 量 中 倾向 于 集中 出 现 ， 相 应 地 总 游程 数 R 值 就 比较 小 ; 而 当 
Ho 为 真 ，X; 和 4 均匀 地 散布 于 混合 顺序 统计 量 中 ，R 值 就 比较 大 ， 因 此 ， 总 游程 
数 R 起 到 指示 总 体 X 和 了 之 间 差 异 的 作用 ,可 以 作为 两 个 总 体 一 致 性 检验 的 统计 量 . 

为 了 利用 R 对 两 个 总 体 的 一 致 性 作 显著 性 检验 ， 必 须 求 得 H, 为 真 时 R 的 概 
率 分 布 ， 混 合 顺序 统计 量 数列 式 (12.7.14) 共 有 ntm 个 元 素 ， 共 有 (ntm)! 种 排列 方 
式 . 因为 在 XX 的 顺序 统计 量 中 , n 个 X, 的 相互 次 序 已 经 固定 ; 同样 m 个 7 的 顺序 
也 已 固定 ， 这 使 排列 方式 减少 到 

Wp 
(п+т)Уп!т!= 
п 


#h. "H 为 真 ， 这 | ”种 拓 方式 出 现 的 概率 是 相同 的 


为 了 找到 游程 数 等 于 R 的 概率 ， 只 需要 在 这 些 排列 方式 中 找 出 游程 数 等 于 R 
的 排列 的 个 数 就 可 以 了 .通过 直接 计算 求 得 游程 数 R 的 概率 分 布 由 下 式 给 定 : 
2<Е<2тш(п,т) +1, 


i 0) 
Р(К = 20) SAE DAE 


Ea 
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к =1,2,:-:,тіп(п, т). (12.7.17) 


其 中 第 一 个 式 子 表示 游程 数 R 的 最 小 值 为 UX 全 部 集中 于 混合 顺序 统计 量 的 一 
m, Y. 全 部 集中 于 另 一 端 )， 最 大 值 由 总 体 X 和 Y 中 子 样 容量 较 小 的 容量 值 
min(n,m) 决定 ， 游 程 数 分 布 的 均值 和 方差 是 


2пт _ 2пт(2пт — n — т) 


Е(К) =1+ : V(R)= : | (12.7.18) 
п+т (n+m)(n+m-1) 
ХЕ тп эо 的 极限 情形 ， 变 量 
Z a ER) (12.7.19) 
NR) 


趋 近 于 标准 正 态 分 布 M0,1)， 因 此 ， 当 n、m 充分 大 ,如 m，n>10， 可 近似 地 利用 


Z 作为 检验 统计 量 ; 否则 需 利 用 R 作为 检验 统计 量 . 
给 定 显著 性 水 平 a ， 对 于 小 样 问题 ， 临 界 值 R. 取 为 满足 下 述 不 等 式 的 整数 : 


К. +1 
> P(R)<a < 》 P(R). (12.7.20) 
R=2 R=2 А 


书 末 的 附 表 13 9 Y n, m=2— 20 ,四 种 不 同 的 显著 性 水 平 a 的 游程 数 临界 值 
R, .对 于 大 样 问题 ， 临 界 值 Z。 由 标准 正 态 函 数 的 积分 确定 


а 


а= Í a $2) 
-x S27 


临界 域 应 为 临界 值 下 侧 的 区 域 , РА ТЕТ Е. НН, ЧН 不 为 真 ,游程 数 有 偏 小 
的 趋向 . 当 根据 观测 值 求 得 的 游程 数 Roos < R, (或 Zuo < Za), 则 在 显著 性 水 平 w 上 
拒绝 零 假 设 Ho ， 其 中 


Ra — ECR) 
Z = — : 12.7.21 
故 Zoos < Z, EMF 
Ф(2) < Ф(7,) =а. (12.7.22) 


应 当 指 出 ,在 两 个 子 样 容量 n,m 的 数值 相差 很 大 的 情形 下 ， 游 程 检验 对 于 两 
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总 体 一 致 性 的 检验 效能 比较 差 .因为 在 这 种 情形 下 ， 在 混合 顺序 统计 量 中 ， 小 容 
量子 样 的 观测 有 很 大 的 可 能 性 被 大 容量 子 样 的 观测 所 隔 开 ， 使 得 游程 数 倾向 于 变 
大 (倾向 于 两 总 体 一 致 性 的 零 假 设 被 接受 )， 但 这 种 状况 与 两 个 子 样 是 否 属于 同一 
总 体 却 很 少 有 关联 因此， 游程 检验 应 在 n т 比较 接近 时 使 用 ， 即 使 如 此 ， 由 
于 它 只 利用 了 数据 的 很 少 一 部 分 信息 ， 故 游程 检验 对 于 两 子 样 一 致 性 检验 的 效能 
不 够 强 ， 有时， 游程 检验 不 能 排除 一 致 性 假设 Но, 而 利用 数据 信息 更 充分 的 其 他 
检验 (如 后 面 将 要 介绍 的 斯 米尔 诺 夫 检验 和 威 尔 科 克 森 检验 ) 却 可 能 排除 Но. 


Я 12.13 ”两 组 有 效 质量 测量 值 之 间 的 一 致 性 
zw 介子 的 主要 衰变 方式 是 衰变 为 两 个 光子 


n? > yy. 


测量 yy 对 的 “有 效 质 量 ”( 见 例 3.2 中 有 效 质 量 的 定义 ) М, TAE FE. 两 
个 实验 室 对 产生 的 相同 反应 中 测量 了 М, 值 ， 得 到 的 顺序 测量 值 (单位 MeV) 如 
下 所 示 : 
实验 4 81,82,87,93,102,104,108,112,116,122,125, 
(п=28) 131, 131, 133, 134, 139, 139, 142, 144, 146, 152, 
156, 182, 202, 206, 216, 226, 270. 
实验 B 8,12,14,16, 22, 26, 26, 50, 64, 68, 76, 79, 83, 
(т=32) 88, 96, 97, 98, 99, 103, 105, 107,113, 114, 115, 
126, 128, 130, 132, 138, 150, 169, 171. 
要 求 检验 两 个 实验 的 结果 是 否 一 致 . 
两 组 数据 的 混合 顺序 测量 值 可 列 出 数列 ， 
b, b, b, b, bs be b, bs bs bo bi b2 a, a, b; аз В. a, bs 
bs bç bs as Бо as bo b, а ag b; bn, by ag ау а bys b; 
b; a as bs ад Gs Бо as a as ao ax bo a, а» by by 
азу 024 025 а ау ад. 
该 数列 的 游程 数 Ros = 24. 因为 两 子 样 容 量 n、m 很 大 ， 可 以 利用 大 样 近似 公 
式 (12.7.21)， 式 (12.7.22)， 游 程 数 R 的 期 望 值 和 方差 由 式 (12.7.18) 求 得 
2x28x32 
28+32 


Е(К) =1+ = 30.87. 


_ 2х28х32(2х28х32 28-32) 


V(R) = 5 14.62. 
(28 +32) - (28+32-1) 
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2 的 观测 值 


查 累积 标准 正 态 函 数 表 ， 得 
Ф(2.ь,) = Ф(-1.80) =1- Ф(1.80) = 0.036. 


如 果 给 定 显著 性 水 平 <=0.05, 则 这 两 组 数据 一 致 性 的 假设 被 拒绝 . 

观察 两 组 测量 值 可 以 发 现 ， 它 们 之 间 最 明显 的 差别 在 于 实验 室 B 的 数据 中 有 
许多 数值 很 小 的 My 值 . 这 些小 My 值 的 事例 可 能 是 实验 В 的 系统 偏差 造成 的 . 例 
Ш, m 衰变 成 两 个 y 光子 ， 一 个 y 转 化 为 ee - ， 其 中 一 个 e 发 生 韦 致 辐射 ， 实 验 中 
错误 地 将 轨 致 辐射 光子 与 另 一 个 Y 合并 在 一 起 求 出 M. 值 ， 它 的 数值 就 一 定 偏 小 . 

假如 从 8B 实验 的 数据 中 除去 7 М, < 40 的 “错误 ”事例 ， 尔 后 应 用 类 似 的 
步骤 ， 这 样 ， 子 样 容量 变 成 28 A25, HERH O Zos) = 0.17. НИЧЕ a =0.10 8 
著 性 水 平 上 ， 两 组 观测 值 也 可 视 为 一 致 


12.7.3 ”游程 检验 作为 皮尔 逊 好 检验 的 补充 
在 拟 合 优 度 的 皮尔 逊 好 检验 中 ， 检 验 统计 量 


2_ (nnp) 
“2 np, 

是 实验 频数 与 零 假 设 的 理论 频数 之 差 ( 离 差 ) 的 平方 和 .在 这 一 检验 统计 量 中 ， 离 
差 的 符号 ， 正 负 离 差 出 现 的 先后 次 序 和 排列 状况 不 起 作用 ， 数 据 的 这 些 信息 在 皮 
尔 逊 检验 中 被 损失 了 .， 而 游程 检验 正好 利用 了 数据 的 这 些 信息 ， 因而 两 者 联合 
使 用 时 ， 对 拟 合 优 度 的 检验 更 为 有 效 . 

考虑 图 12.10 中 所 示 的 三 种 情况 ， 其 中 平滑 曲线 表示 待 检验 的 零 假 设 预期 的 
分 布 ， 直 方 图 为 观测 到 的 分 布 ， 假 定 直方 图 有 N 个 小 区 间 ， 定 义 变量 


若 z — np, < 0 
= 


А ‚ ЗББ Мм 12.7.23 
1, #n,-—np, 2 0 | | 


由 此 得 到 0，1 两 种 元 素 组 成 的 序列 
и, Us, Uy. (12.7.24) 


在 图 12.10(a) 的 情形 下 ， 观 测 的 分 布 与 零 假设 Но 的 分 布 十 分 接近 ， 理 论 频数 与 观 
测 频数 也 十 分 接近 ， 离 差 的 符号 经 常 变换 ， 正 离 差 和 负 离 差 的 散布 是 均匀 而 随机 
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的 , НЕ] м, 心 , …，xx 的 游程 数 将 比较 大 .如果 零 假 设 的 理论 分 布 与 观测 到 的 分 
布 虽然 形状 相近 ， 但 位 置 上 有 明显 的 偏 移 ， 如 图 12.10(b) 所 示 ， 则 将 出 现 一 连 串 
符号 相同 的 离 差 ; 若 零 假 设 的 理论 分 布 与 测定 的 分 布 在 形状 上 不 同 , 如 图 12.10(c) 
所 示 ， 也 将 出 现 一 连 串 符号 相同 的 离 差 . 这 两 种 情况 都 将 导致 游程 数 减 小 ， 所 以 
序列 (12.7.24) 的 游程 数 R 可 作为 零 假设 Ho 是 否 正确 的 检验 统计 量 . 


(a) (b) (c) 
图 12.10 零 假设 的 分 布 与 观测 到 的 分 布 之 比较 
(а) 两 者 的 形状 和 位 置 相 符合 ; ©) 形状 符合 ， 但 位 置 有 偏 移 ; (0) 形状 不 一 致 
在 序列 ,ws，,，…, uw P, и =0 的 个 数 记 为 n*，u; =1 的 个 数 记 为 m ， 则 游程 
ЖСК 的 概率 分 布 由 式 (12.7.17) 表 示 ; Ч п, т 充分 大 , 则 由 式 (12.7.19) 表 示 . 显然 ， 
这 时 公式 中 的 n+m WH N V. 利用 12.7.2 节 中 描述 的 步骤 ， 可 以 决定 是 否 应 
当 在 给 定 的 显著 性 水 平 c 上 排除 零 假设 Ho. 
可 以 证 明 , 当 H, 为 简单 零 假设 时 , 游程 检验 与 刀 检 验 是 渐 近 地 相互 独立 的 ; 如 
果 Ho 中 包含 未 知 参数 ， 其 数值 要 从 观测 数据 来 估计 ， 则 两 种 检验 互相 不 独立 中 1 


在 后 一 种 情况 下 ， 两 种 检验 同时 使 用 的 意义 不 大 ; 如 果 两 者 相互 独立 ， 则 能 互 为 
补充 ;事实 上 ， 它 们 可 以 合并 为 一 个 单独 的 检验 ， 令 月 是 皮尔 逊 太 检验 中 统计 量 


X 大 于 观测 值 Xo 的 概率 ， 忆 是 游程 检验 中 游程 数 R 小 于 观测 值 Ru。 的 概率 ， 
当 子 样 容量 N 充分 大 , AA P, ДИН О, 1] 区 间 内 均匀 分 布 的 随机 变量 . 这 
ву, 有 
U =—2(In P. +Inp)~ 4204). (12.7.25) 

证 明 如 下 : 设 x 是 [0，1] 区 间 内 均匀 分 布 的 随机 变量 ,定义 u= -21n x, W| u 的 概率 
密度 可 表示 为 ( 见 式 (2.3.2)) 

шае 3) 

—| = –ехр| —- |. 

duj 2 2 


&(и) = f(x) 
这 正 是 自由 度 为 2 У МЕ, Bu ~ xX?(2). 若 uu,u,,…,u, 是 相互 独立 的 
РОЖИ, НУ НН 


I 1 
>u, = -2> ln х, ~x (2r), 
i=] i=l 
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证 毕 . 

因此 ， 式 (12.7.25) 定 义 的 随机 变量 U 可 作为 拟 合 优 度 的 皮尔 逊 六 检验 和 游程 
数 检验 的 统一 检验 统计 量 .对 于 给 定 的 显著 性 水 平 a ,临界 值 x?(4) 由 x*(4) 的 概 
率 密度 f(y) 的 积分 求 得 : 


а= J ” fody. (12.7.26) 
2204) 


4 U ИО, > xz(4) ， 则 在 水 平 a 上 排除 零 假设 H,. 


例 12.14 实验 直方 图 与 理论 分 布 的 比较 
图 12.11 是 粒子 反应 


PHPO +m +m +m 
HEET p 到 的 四 动量 转移 平方 (用 符号 ! 表 示 ) 的 分 布 ， 其 中 直方 图 是 测量 数 


据 ， 平 滑 曲 线 是 零 假 设 H 的 理论 分 布 ， 人 射 反 质 子 五 的 动量 为 1.2GeVy/c. 曲线 下 


的 面积 和 直方 图 下 的 面积 (测量 到 的 总 事例 数 ) 同 为 n=990. 直观 地 审视 图 12.11 可 
以 得 到 一 个 印象 :观测 到 的 分 布 在 +=0 附 近 比 理论 分 布 有 更 多 的 事例 . 


事例 数 
0.1(GeV/c)2 


-0.5 0 0.5 1.0 1.5 
四 动量 转移 平方 GeV/c)? 


图 12.11 四 动量 转移 平方 的 分 布 


为 了 定量 地 检验 零 假 设 ， 首 先 用 皮尔 逊 好 检验 方法 ， 为 了 满足 每 个 子 区 间 中 
事例 数 不 能 太 少 这 一 要 求 , 将 :>1.6(GeV/c)? 的 数据 归并 到 一 个 子 区 间 中 ， 这 样 ， 
共计 有 24 个 子 区 间 , 只 有 第 一 个 子 区 间 内 理论 频数 小 于 5, 符合 作 检 验 的 要 求 , 每 
个 子 区 间 内 的 理论 频数 np, 可 由 曲线 的 数值 积分 求 出 ， 计 算 的 结果 为 

24 2 


， 一 А ? 24 
二 а I ИЧЕР 


i=} пр; i=] ПР; 


жж 假设 检验 . 451. 


由 于 对 理论 分 布 归 一 化 条 件 的 存在 ,检验 的 自由 度 v=24-1=23. 观测 值 X% 对 
ЛУНА НЕ Р. =P =0.14( 见 式 (12.4.23) 的 定义 )， 因 此 ， 检验 的 结果 表明 ， 
在 通常 选 定 的 显著 性 水 平 上 (c =0.05-0.10) ,没有 理由 拒绝 Но. 


现在 再 对 同样 的 数据 作 游 程 检验 ， 从 图 12.11 可 见 ， 在 7 个 子 区 间 中 观测 值 
高 于 理论 曲线 ，17 个 子 区 间 中 则 恰恰 相反 ， 游 程 数 的 观测 值 Rs =5. 将 
n=7,m=17,R< Ras =5 代入 式 (12.7.17), 求 得 在 7+17 个 元 素 序列 中 出 现 不 多 于 5 


个 游程 的 积分 概率 为 
P, =0.0034. 
МИРЕ 13 查 到 ， 对 于 cx =0.05-0.10 ， 相 应 的 临界 值 R, > 6 ， 所 以 游程 检验 倾向 


于 排除 零 假 设 Ho. 
ERAH, H 是 简单 原 假设 , 理论 分 布 没有 待定 的 未 知 参数 , 故 可 以 作 联 合 


检验 ， 联 合 检 验 统计 量 U 的 观测 值 是 
Ин = —2(In P +n P,) =15.3. 


НИ ~A, AU w 对 应 的 积分 好 概率 


Fy <0.005, 


它 远 小 于 通常 选 定 的 显著 性 水 平 w= 0.05-0.10 ， 所 以 应 当 拒绝 H。， 该 结论 与 游 
程 检验 的 结果 一 致 而 与 巡 检 验 的 结果 相反 ， 这 说 明 本 例 中 游程 检验 作为 好 检验 的 
补充 对 零 假 设 H 的 检验 是 完全 必要 的 . 


1274 两 子 样 的 斯 米尔 诺 夫 检验 
在 许多 实际 问题 中 ， 常 常 希 望 根据 两 个 总 体 各 自 的 一 组 子 样 测定 值 来 确定 这 
两 个 总 体 是 否 具 有 相同 的 分 布 ， 斯 米尔 诺 夫 (Smirnov) 检 验 利 用 两 个 总 体 的 子 样 分 


布 函数 给 出 了 与 柯 尔 莫 哥 洛 夫 检验 相 类 似 的 检验 统计 量 . 
设 总 体 X 和 了 的 累积 分 布 函数 分 别 是 FLz) I G(x) ， 则 两 总 体 一 致 性 检验 的 


零 假 设 和 备 择 假设 为 
Но: F(x) = G(x), H, : F(x) + G(x), 
Но: F(x) = G(x), H, : F(x) > G(x), (12.7.27) 
Но: F(x) = G(x), H, : F(x) < G(x). 
B ХХ, NIY, Y DAEA X ШУ FE, 5,0) MSO 分 别 是 它们 的 子 
样 分 布 函 数 . 统 计量 Dni Dhr Dpi 定义 为 
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hi = max [5, (х) 5,0], 


Dr = max [5,0х)- S,,(x), (12.7.28) 


Р. = тах |5, (х) – S, (x)| = max(D; , Dm1). 


参考 12.4.5 节 的 讨论 可 知 , 这 三 个 统计 量 反映 了 F(x) 和 G(x) 之 间 的 差异 , 可 作为 
两 个 总 体 一 致 性 的 检验 统计 量 . 

当 Ho 为 真 ， 且 F(x)，G(x) 为 连续 函数 ， 子 样 容 量 m=1 ， 则 Di; A Dnm 的 
概率 分 布 为 ( Dxv 与 D, 有 相同 分 布 ) 


0, 4 z <0, 
1, г>], 
P(D: „< 2) = | 2m ) 
i- ж , "4 0<z<1; 
四 
0 z<., 
m 
І 
РФ. = <z)= A š] 
Я а) 
) (1)! 7A ‚ 当 一 <zKl 
a 
Е т 
H} с=4-2т)]. 
Xml, {Ат 一 % 的 极限 情形 下 ， 则 有 
lim Ре, «1-е, г>0 
тэе Vn 
lim i | D, < £) =1-227C Dle,  z>0 (12.729) 
= nj) а 


其 中 
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т 
n = 一 一. 
m+l 


Di. Dm 的 极限 分 布 与 柯 尔 莫 哥 洛 夫 检验 统计 量 р. р, 的 极限 分 布 形式 相 
E. 类 似 地 ， 由 D; ,极限 分 布 的 表达 式 ， 立 即 有 ( m,1 一 oo) 


2 
2 
D: ~ + ) (12.7.30) 


由 以 上 概率 分 布 可 知 ， 斯 米尔 诺 夫 检验 是 分 布 自由 的 ， 适 用 于 任何 连续 总 体 . 
对 于 不 同 的 备 择 假设 ， 适 当 的 检验 统计 量 如 下 : 


原 假设 备 择 假设 检验 统计 量 
Но: F(x)=G(x) H,;:F(x)# G(x) Dni 
Но: F(x)=G(x) H: F(x)> G(x) Dii 
Но: F(x) = G(x) H, : F(x) < G(x) D; 


检验 的 方法 与 柯 尔 莫 哥 洛 夫 检验 完全 相似 . 给 定 显著 性 水 平 a , 大 于 临界 值 DC 
的 区 域 为 临界 域 . 对 于 五 种 不 同 的 显著 性 水 平 a 值 , 附 表 14 АНЯ ОС) „№ 
K 15 НИ ЯМА ОС) 两 个 表 的 最 后 一 行 都 给 出 了 闫 ，! -> оо 极限 情形 下 的 临界 
值 表达 式 . 对 于 单 侧 备 择 假设 的 情形 ， 当 m、! 很 大 时 ， 还 可 利用 式 (12.7.30) 确 定 


临界 值 
2 
А Xi(2) ml 
Р” =, 4, = — 
mia N 4n й т+1 


220) 是 202) 分 布 的 上 侧 c 分 位 数 . 

作为 斯 米尔 诺 夫 检验 应 用 的 一 个 例子 ， 我 们 回 过 头 来 讨论 例 12.13 两 组 有 效 
质量 测量 值 之 间 的 一 致 性 检验 问题 ， 两 个 实验 室 测定 值 的 分 布 S (实验 4 ) 和 
Sy (实验 B) 示 于 图 12.12， 两 个 阶梯 函数 的 最 大 差 值 是 


Р, = max|Saa(Mn)-Sz(Mn)|= 二 -二 =0.46， 


选 定 显著 性 水 平 c =0.05. 从 附 表 15 查 得 Ds 32.005 的 值 为 0.352. 因此 ， Ds 落 在 
临界 域内 ， 在 显著 性 水 平 = 0.05 上 必须 拒绝 两 个 子 样 一 致 性 的 零 假 设 ， 这 与 游 
程 检验 的 结论 一 致 . 
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有 效 质量 My,/MeV 
图 12.12 Я 12.13 中 两 组 有 效 质量 测量 值 的 累积 分 布 


假如 像 例 12.13 中 所 述 ， 实 验 В 可 能 有 系统 的 偏差 ，M,, 过 小 的 7 个 事例 可 
能 是 错误 的 而 必须 舍弃 ， 这 样 ， 实 验 В 的 子 样 容量 变 成 25， 游 程 检 验 的 结果 是 ， 
对 于 修正 后 的 两 组 测量 值 ， 即 使 在 a = 0.10 的 显著 性 水 平 上 也 可 视 为 一 致 ， 现 在 
使 用 斯 米尔 诺 夫 检验 ， 对 于 修正 后 的 两 组 测量 值 


17 8 


— - — = 0.39. 
25 28 


Du = тах |S, (М„)-5(М„)|= 
由 附 表 15 查 得 Ds 28.00s = 0.374, 0,5 волю = 0.336. 对 于 显著 性 水 平 a=0.05 或 
а=0.10, Dos 都 落 在 临界 域内 .所 以 斯 米尔 诺 夫 检 验 的 结果 是 应 当 排除 两 组 测量 
值 (8 实验 的 测量 数据 经 过 修正 ) 一 致 性 的 零 假设 , 该 结论 与 游程 检验 的 结果 矛盾 . 由 
于 游程 检验 对 数据 信息 的 利用 不 充分 ， 我 们 宁可 采用 斯 米尔 诺 夫 检 验 的 结果 . 
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1) 分 布 函数 一 致 性 的 检验 

设 两 个 连续 总 体 各 自 的 子 样 顺序 统计 量 分 别 为 X,,…,X, И, ЖК 
般 性 可 假定 n< m. 竺 检验 的 零 假设 是 这 两 个 子 样 产生 于 同样 的 总 体 . 

将 这 n+m 个 观测 按 数 值 的 递增 次 序 排列 为 混合 顺序 统计 量 , 每 一 个 观测 值 
的 秩 定义 为 该 值 在 混合 顺序 统计 量 这 个 数列 中 的 顺序 号 , 若 该 数列 中 有 ! 个 观测 
值 相等 ， 则 它们 的 秩 都 规定 为 它们 的 顺序 号 的 平均 值 ， 威 尔 科 克 森 (Wilcoxon) 
检验 中 的 检验 统计 量 W 等 于 子 样 X,…,XX, 的 秩 的 总 和 ， 所 以 这 种 检验 也 称 为 秩 


和 检验 . 
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如 12.7.2 节 游 程 检验 中 所 述 ， 若 Ho 不 为 真 ， 即 两 子 样 产生 于 不 同 的 总 体 ,， 则 
Xoo X, 与 83,…, 包 ,之 间 存在 着 系统 的 差异 .在 混合 顺序 统计 量 数 列 中 ，X 子 样 
值 将 比较 集中 于 数列 的 某 一 边 ， 两 种 极端 的 情况 是 X 子 样 观测 值 全 部 出 现 于 数列 
左 端 ， 以 及 全 部 出 现 于 数列 右 端 ， 对 于 第 一 种 情形 ， 秩 总 和 达到 极 小 ， 即 头 п 个 


正 整 数 之 和 
Win = n(n+ 1)/2. (12.7.31) 


对 于 第 二 种 情形 ， 秩 总 和 达到 极 大 


Waa 5 j= CHD ти, (12.7.32) 
j=m+1 2 

ЧН 为 真 , XX 子 样 和 Y 子 样 产生 于 同一 总 体 , 那么 在 混合 顺序 统计 量 中 , 它们 将 
充分 地 均匀 地 混合 出 现 ， 秩 总 和 W 应 当 远 离 Wan 和 Ww 这 两 个 极端 值 ， 而 比较 
接近 于 这 两 者 的 平均 。 因此, 统计 量 W 对 于 H 是否 为 真 敏 感 ， 可 以 作为 Ho 的 检 
验 统计 量 . 而 且 由 上 述 讨论 可 知 , WHU W nin Woa 的 区 域 都 将 是 临界 域 ， 故 必 

须 作 双 侧 检验 . 
PREF WHE W min ~ W,,, 的 概率 分 布 可 按照 类 似 游 程 检验 中 游程 分 布 的 方法 导 


出 ， 其 结果 是 W 对 均值 为 对 称 分 布 ， 其 均值 和 方差 为 


EW)=Ŵ=5(n+m+I), У) = (ntm+l) (12.7.33) 


EERW 恰好 是 Wan 和 Was 的 算术 平均 . 
当 子 样 容量 m< 25 , 对 于 六 种 不 同 的 显著 性 水 平 w 值 , 附 表 16 给 出 了 统计 量 
W 的 临界 值 W,. W 的 定义 是 满足 下 式 的 整数 : 


w W.+l 
> PW)<a< Ў PW). (12.7.34) 
Wania Wrin 


这 样 定义 的 临界 值 只 适合 作 下 侧 检验 .为 了 得 到 显著 性 水 平 a 的 双 侧 临界 值 ， 
可 首先 从 表 中 查 得 显著 性 a/2 的 下 侧 临界 值 W; 上 侧 临 界 值 W, 根据 分 布 的 对 称 


性 算出 
W, =W +(W -W,)= 207 -W,. (12.7.35) 
附 表 16 中 也 列 出 了 一 定 n、m XF BJ 2W (Ë. 
当 n、m 很 大 时 ， 可 以 证 明 W 的 分 布 趋 近 于 正 态 分 布 ， 故 对 大 样 问题 ， 威 尔 
科 克 森 检 验 可 利用 渐 近 统计 量 


• 456. 实验 物理 中 的 概率 和 统计 


w-w+! 


Z=— — 2. М0). (12.7.36) 


МУ) 
计算 下 侧 积分 概率 时 ， 式 (12.7.36) 分 子 中 取 +1/2; 计算 上 侧 积分 概率 时 取 -12， 对 


于 实际 问题 ， 当 n、m >10 ， 正 态 分 布 便 是 很 好 的 近似 ， 倘 若 m К n 大 得 不 多 ， 
而 显著 性 a 又 不 太 小 (比如 a > 0.01)， 即 使 1<10 ， 这 一 近似 仍然 可 用 . 


Я 12.15 寿命 两 组 测量 值 的 一 致 性 检验 


若干 个 实验 组 用 两 种 不 同 的 方法 测量 到 介子 的 平均 寿命 . 一 类 实验 利用 核 乳 
胶 作 为 探测 装置 ， 另 一 类 实验 则 用 计数 器 .平均 寿命 的 两 组 测量 结果 汇总 如 下 ( 忽 
略 测量 误差 ): 

计数 器 测定 值 (10™!s); 0.56 0.6 0.73 0.9 1.05 

核 乳 胶 测定 值 (10"s): 1.0 1.6 17 19 23 2.8 
问 在 显著 性 水 平 w = 0.05 上 两 种 方法 的 测量 结果 是 否 一 致 . 

应 用 秩 和 检验 方法 来 检验 两 子 样 总 体 的 一 致 性 零 假 设 ， 现 在 n=5,m=6, 由 附 
K 16 查 得 ， 当 Q =0.05 时 ， 统 计量 W 的 下 侧 和 上 侧 临界 值 是 


W, = =18, W, = 2W – №, = 60-18 = 42. 


混合 顺序 统计 量 的 数列 是 
0.56 0.6 0.73 0.9 1.0 1.05 1.6 1.7 1.9 2.3 2.8 


其 中 有 横 线 的 数据 是 计数 器 实验 的 测量 值 ， 于 是 秩 总 和 的 观测 值 为 
Was =1+2+3+4+6=16. 


BR, W.,<W,, ПИ 落 入 下 侧 临 界 域 ， 因 此 ， 根 据 秩 和 检验 ，ze 平均 寿命 的 


两 组 测量 值 在 a =5% 显著 性 水 平 上 是 不 一 致 的 . 

如 果 对 上 述 数据 作 游 程 检验 ， 则 混合 顺序 统计 量 数列 的 游程 数 观测 值 
Ros =4. 从 附 表 13 可 查 出 n=5,m=6,a =0.05 对 应 的 游程 数 临界 值 是 Ros =3. H 
此 ,根据 游程 检验 ， 在 a =0.05 显著 性 水 平 上 不 能 拒绝 两 组 实验 结果 一 致 的 零 假 
Я, 这 与 威 尔 科 克 森 检验 的 结果 不 同 . 由 于 后 者 利用 数据 的 信息 比 游程 检验 充分 ， 
它 对 一 致 性 检验 的 效能 较 强 ， 所 以 宁可 采用 秩 和 检验 的 结论 . 

2) 分 位 数 一 致 性 的 检验 

威 尔 科 克 森 方法 还 可 应 用 于 检验 两 个 总 体 X 和 的 分 位 数 的 一 致 性 ， 即 待 检 


验 的 原 假设 为 
Ho:X,=Y,. (12.7.37) 
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与 两 子 样 的 符号 检验 ( 见 12.7.1 节 ) 中 相同 , X 和 了 的 子 样 必须 成 对 地 抽取 . ВЕН n 
对 随机 抽样 值 (X,7)…,(X,,Y,), 用 Zj 表示 X; =, 的 符号 


+ Х,-У,>0 12.7.38 
z; = sign( p7 3) = =. X - VY <0. и 


需要 注意 ， 与 符号 检验 中 不 同 的 是 对 于 X, -У, =0 的 数据 在 这 里 必须 被 舍弃 . 记 
dj=X,-Y, D =: j=1L2,.-.. (12.7.39) 


将 n 个 Dj 按 数 值 递增 的 次 序 排 成 一 个 数列 ， 每 个 D; 对 应 的 序号 被 规定 为 它 的 秩 
Ri ， 若 序号 m+1 到 m+1 的 1 个 Dj 数值 相等 ， 则 它们 的 秩 都 规定 为 序号 的 平均 值 
т+(1+1)/2. 

定义 


18, 对 2; =-] 
z R, фа, = +1, (12.7.40) 


则 W_ 与 W, 分 别 是 zj 为 负 与 正 的 秩 的 总 和 . 当 Ho 为 真 ,两 总 体 分 位 数 X, БУ, H 
等 ， 直 观 地 可 知 W_ 和 W, 应 当 很 接近 ， 而 且 有 


HE, HRAN, MW 与 W, 的 差别 增 大 ， 特 别 对 于 所 有 z 都 大 于 (小 于 ) 零 的 
极端 情形 ，W_(W,) 等 于 它 的 极 大 值 
全 和 ER == 50+) 
ja ja 
ВА, X =Y, 的 原 假设 不 成 立 ， 因 此 ，W 或 W, TENERS H: X, =Y, 的 检 
验 统计 量 ， 当 ,为 真 ， 由 于 对 称 性 ，W. 和 WW, 有 相同 的 分 布 ， 我 们 利用 随机 变量 
W = min(W.,W,) (12.7.41) 


作为 检验 统计 量 ， 称 为 威 尔 科 克 森 符 号 秩 和 检验 统计 量 . 只 要 知道 了 多 在 H Я 
真情 形 下 的 概率 分 布 ， 根 据 假设 检验 的 一 般 方法 ( 见 12.1.2 节 )， 便 可 求 出 显著 性 
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水 平 c 上 的 临界 域 ， 对 于 单 侧 备 择 假设 


Н,:Х,<у,,  (W=W,), (12.7.42) 
H.:X,>Y, — (W=W); (12.7.43) 

临界 域 为 W <W, Wa 满足 
Py (W <W,) <а. (12.7.44) 

对 于 双 侧 备 择 假设 

HiX,zY,, — [W =min(W ,W,)|, (12.7.45) 

临界 域 为 W < W, W, 满足 
Py, (W <И,)<@/2. (12.7.46) 


УМУ п 对 子 样 观测 值 (x;,y; Xj = 1,2,..,п) 计算 出 КА 的 观测 值 W os , # W. 落 在 临 


界 域内 ， 则 在 显著 性 水 平 c 上 拒绝 原 假 设 Ho. 
现在 来 推导 W 的 分 布 . 当 有 H, 为 真 , 则 每 个 d) 取 正 号 和 取 负 号 的 概率 均 为 1/2， 


与 d 对 应 的 秩 值 = R, 取 正 号 或 负 号 的 可 能 性 相等 ， 也 就 是 有 两 种 等 可 能 的 方式 
28,2) =-ЬН. 
现在 有 个 差 值 4; ， 对 应 于 个 秩 值 ， 将 他 们 排 成 数列 
| aR, zR,- z R,. 


每 个 zjR, 有 两 种 等 可 能 的 方式 +R, 、-R ， 故 该 数列 共有 2" 种 等 可 能 的 方式 . 设 
这 2" 种 方式 中 使 得 W <W, 成 立 的 方式 个 数 是 m(W < W,) ， 变 量 W 的 概率 分 布 可 
表示 为 


(12.7.47) 


P, (W «и,) =" W., 


基于 这 种 考虑 ， 对 于 子 样 容量 5<n<30 ， 附 表 17 给 出 了 三 种 显著 性 水 平 a 的 近 
似 临 界 值 W,. ЛЕ” э о ВЕИТ, ЧН й, W 趋 近 于 正 态 分 布 ， 均 值 和 


方差 分 别 为 
_ п(п+1) 
ра 


故 对 于 > 30 的 情形 ， 可 利用 性 质 
ги _ мор (12.7.49) 
Ow 


2 _n(n+ D(2n+1) 


o? > (12.7.48) 
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来 确定 临界 值 
上 述 方法 也 可 用 来 检验 原 假设 H :Х, Y, =C (常数 )， 只 需 将 d 定义 为 


X, -Y,- C BIB]; 同样 还 适用 于 单子 样 的 分 位 数 8 ,是否 等 于 某 个 常数 X0 的 检验 
问题 ， 此 时 d E XOX -X9 ， 其 余 步 又 则 完全 相同 

由 以 上 讨论 可 见 ， 符 号 检验 中 只 利用 了 两 总 体 n 对 子 样 观 测 值 之 差 的 符号 信 
息 ， 而 威 尔 科 克 森 符号 秩 和 检验 则 同时 利用 了 n 对 观测 值 之 差 的 符号 和 数值 ， 因 
此 ,后 者 对 于 两 个 总 体 分 位 数 差别 的 检验 更 加 灵敏 ， 结 果 自然 也 更 为 可 靠 . 

例 12.16 汽车 发 动机 耗 油 量 (2) 


现在 我 们 用 威 尔 科 克 森 符号 秩 和 方法 来 重新 检验 12.7.1 节 中 (符号 检验 ) 的 发 
动机 油耗 问题 ， 对 于 同样 的 数据 ， 采 用 本 节 的 符号 ， 如 表 12.10 所 示 . 


表 12.10 

X, Y, d, z R, 
4.27 4.14 0.13 1 5.5 
4.75 4.90 -0.15 -1 8 
6.63 6.22 0.41 1 12 
7.03 6.90 0.13 1 5.5 
6.78 6.87 -0.09 -1 4 
4.55 4.41 0.14 1 7 
5.71 5.79 -0.08 -1 3 
6.00 5.80 0.20 1 9 
7.44 6.91 0.53 1 13 
4.95 4.70 0.25 1 10 
6.16 6.20 0.04 -1 2 
5.20 4.90 0.30 1 11 
4.88 4.91 -0.03 -1 1 


与 12.7.1 节 中 相同 ， 原 假设 和 备 择 假设 是 
Но: м, =н, H; : д, > Hy. 
显著 性 水 平 选 为 w= 0.05. Hj 12.10 可 知 
W = (0), =8+4+3+2+1=18. 
查阅 附 表 17, ЧУН" =13, а=0.05, 临界 值 是 W, =21, 临界 域 为 W <W, 
ПР. НД, И, 落 在 临界 域内 ， 应 接受 备 择 假设 ， 即 1" 发 动机 比 2* 发 动机 


省 油 ， 该 结论 与 符号 检验 的 结果 不 同 ， 由 于 威 尔 科 克 森 方法 比 符号 检验 更 灵敏 ， 
我 们 宁可 采用 前 者 的 结论 . 
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如 果 我 们 仔细 检查 一 下 数据 X, 、Y; ， 就 不 难 了 解 两 种 检验 方法 得 出 不 同 结 
论 的 原因 ， 符 号 检验 只 利用 X, -Y 的 符号 信息 ( 即 а), 13 对 数据 中 z = -1 的 数 
据 有 5 对 ,与 z, =+1 的 数据 8 对 相 比 相差 不 大 ， 因 而 得 出 两 者 均值 大 体 相同 的 结 
№. 但 在 = = -1 的 5 对 数据 中 ，X, -Y 之 差 的 数值 大 多 比较 小 , 因而 它们 的 秩 比 
较 小 将 这 一 因素 考虑 在 内 ， 威 尔 科 克 森 方法 得 到 4, > u, 的 结论 ， 显 然后 者 更 为 
合理 . 事实 上 , 分 别 对 X; 和 YY; 的 数据 作 简 单 平均 得 到 关 =5.73 У =5.59 ,两 者 
的 差别 达到 2.5%. 
1276 多 个 连续 总 体 子 样 的 克 鲁 斯 卡尔 - 瓦 列 斯 秩 检 验 

当 需 要 对 > 2 组 测量 数据 作 总 体 一 致 性 检验 时 ,可 以 应 用 威 尔 科 克 森 的 子 样 
检验 方法 对 每 两 组 数组 作 一 致 性 检验 ， 这 样 共 需 要 作 了 (J -1 次 检验 ， 当 / 不 很 
小 时 ， 检 验 次 数 很 多 ， 整 个 过 程 很 繁琐 ， 同 时 ， 即 使 所 有 各 组 测量 值 确实 来 源 于 
同 -- 总 体 ， 但 由 于 随机 涨 落 的 存在 ， 仍 有 可 能 某 两 组 数据 被 秩 和 检验 判定 为 不 一 
致 ， 这 就 大 大 增加 了 排除 真实 假设 的 可 能 性 ， 最 后 ， 这 种 “两 两 成 对 ”检验 _ 致 
性 的 方法 不 能 给 出 所 有 各 组 测量 值 之 间 整 体 一 致 性 的 数值 表示 ， 因此， 简单 地 将 
两 子 样 一 致 性 的 检验 方法 应 用 于 多 个 子 样 一 致 性 检验 是 不 适当 的 . 

对 任意 多 个 子 样 作 一 致 性 检验 的 有 效 方法 是 克 鲁 斯 卡尔 - 瓦 列 斯 (Kruskal-Wailis) 
秩 检验 ， 设 从 J 个 连续 总 体 抽取 了 各 自 的 随机 子 样 ， 总 共 包 含 N 个 观测 ， 按 数值 


递增 次 序 排列 成 混合 顺序 统计 量 数列 ， 每 个 观测 的 秩 等 于 它 在 该 数列 中 的 顺序 号 
ПЭЛ. Ж ТЕВНО л, ТЮН, НА 


Я, =W In G= WRH AA, 即 所 有 J 个 子 样 属于 同一 个 总 体 ， 预期 这 J 
个 子 样 大 致 上 = 有 相同 的 平均 秩 和 相同 的 平均 秩 方差 


z 1“, 1 
EW)=— i= (N+, 12.7.50) 
J м2 py ( 
v- Ур ВОЙ = LNN + (12.7.51) 
ШЕ ЕТ, Ç 12 | № 
K-W ( 即 克 鲁 斯 卡尔 - 瓦 列 斯 ) 秩 检验 使 用 的 检验 统计 量 是 


了 
H =) `n,(W, - E(W,))2 /VW,). (12.7.52) 
j=I 


写成 易于 计算 的 形式 有 
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J 2 
H зе =) Д С) 


mu o ар 


ja ñj 


(12.7.53) 


ND 


在 推算 过 程 中 用 到 关系 式 


当 J/ 个 子 样 的 容量 都 相等 ， 即 五 = МИ (у =1…,J) ， 则 式 (12.7.53) 简 化 为 


.— 12 Sy 

z orm 3(N +1) 
如 果 在 按 多 个 总 体 子 样 观测 值 的 数值 递增 次 序 排列 成 的 混合 顺序 统计 量 数列 中 ， 
出 现 几 个 相同 的 数值 (因而 排列 在 一 起 ), 这 几 个 数值 形成 一 个 连 (tie),， 每 个 数值 对 
应 的 秩 都 规定 为 它们 的 顺序 号 的 平均 值 ， 如 同 威 尔 科 克 森 秩 和 检验 中 的 情形 相 
同 ， 当 连 数 多 于 2 个 ， 需 将 统计 量 五 修正 为 

has, сы ЛИ -D (12.7.54) 

С ММ? – 1) 
其 中 t 是 连 的 个 数 ，f 是 每 个 连 中 数值 相同 子 样 测量 值 的 个 数 ， 例 如 ， 对 混合 顺 
序 统计 量 数列 

0.8, 0.9,1.1 1.2, 1.2,1.2,1.4,1.5,1.7,1.7,1.9, 2.1, 2.3, 2.4, 2.4, 2.7 


НЕЛЖ, Л, =3,Л, =2 fy =2. 


3(9-0+2х2(4-1 


5 =1- 0.0088 = 0.9912. 
16(16° – 1) 


С=1- 
这 三 个 连 对 应 的 秩 分 别 是 5，9.5 和 14.5. 

ЩН, ХИН ЛМ, ~ ЕО), 2.7.52) 9, H 应 接近 于 0; 
反之 , # Ho 不 为 真 ， 对 于 不 同 的 j ，W, 一 E(W,) 的 差 值 有 很 大 差别 ， 故 五 >0. 这 
Fe, 统计 基石 的 值 对 于 J 个 子 样 是 否 抽 自 同一 总 体 相当 敏感 ， 可 以 作为 /个子 样 
一 致 性 的 检验 统计 量 ， 而 且 由 以 上 分 析 可 知 ， 对 于 给 定 的 显著 性 水 平 a ， 临 界 域 
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应 在 临界 值 五 的 上 侧 . 
为 了 求 出 临界 值 H, ， 必 须知 道 零 假 设 H, 为 真 (了 个 子 样 来 源 于 同一 总 体 ) 时 
ЯН H 的 概率 分 布 ， 这 是 一 个 求 组 合 方式 个 数 的 问题 ， 原 则 上 不 难 解 出 ; 但 当 


子 样 个 数 了 增 大 时 ， 计 算 量 迅速 增 大 ， 实 际 上 很 难 实现 . 
克 鲁 斯 卡尔 - 瓦 列 斯 给 出 了 子 样 数 y/ =3 ， 每 个 子 样 容 量 nj(j=1,2,3)< 5 的 临 


界 值 五 .的 表 ( 见 附 表 18)， 其 中 显著 性 水 平 а 大 都 在 0.01~0.10. 

当 Ho 为 真 ， 并 且 各 子 样 容量 n 充分 大 ， 统 计量 妃 渐 近 地 服 从 自由 度 / -1 的 
х А, 因此 可 利用 x*(J -1) 的 概率 密度 f(u;J -1) 的 积分 求 出 K-W 检验 的 临界 
ЕН, = 4207-0), H 


o 22(Ј-) 
а=] fJ - Ddu =1- | Ги; 1—1) ди 
g-i) 0 


=1-F(H,:J -1), (12.7.55) 


其 中 F(H。 :J -1) 828 22 (J -1) 的 累积 分 布 函数 值 ， 在 实际 问题 中 ， 当 J=3 且 所 
有 子 样 容量 >5 或 >4 且 所 有 子 样 容量 >4 时 ， 上 述 x*(J -D 近 似 一 般 是 可 以 接 


受 的 . 
对 于 并 非 所 有 子 样 容量 都 >5 ， 而 从 附 表 18 TAER H, 的 情形 (如 J > 3, 或 


J=3 但 有 一 个 或 两 个 子 样 容量 >5), 可 采用 下 述 近 似 方法 求 得 一 定 显著 性 水 平 a 
的 临界 值 H。， 当 零 假设 Ho 为 真 ， 统 计量 五 的 期 望 值 E， 方差 V 和 极 大 值 M 分 


别 为 
已 =J -1 


2[3/* -6J + NQJ? -6/+0] 64 1 


5N(N +1) 55 п , 


V=2(J -D — 


J 
у 
M=— =, 7. 
ММ +1) (12.7.56) 


<> 


_ H,(M - E) 
E(M -H.,)' 
2E 


i= [EM -Е)-У], 


h= “ 304 (12.7.57) 
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е) 

эл, эл 

і ара. (12.7.58) 
| 9f, A 

于 是 H ин, ЗР H > H, 的 概率 可 表示 为 


a= P(H > H,|Ho)= ], №0, Ddx, (12.7.59) 


其 中 N(0,1) 是 标准 正 态 分 布 ， 换 句 话说， 如 果 将 石 RAE H 代入 式 (12.7.57) 
中 的 及。 ， 并 由 式 (12.7.58)、 式 (12.7.59) 计 算出 相应 的 a 值 ww。 ， 那 么 若 取 定 的 显 
著 性 水 平 a > aoos。 ， 则 可 接受 Ho; AZ, 如 a < as ， 则 应 拒绝 零 假设 HH,. 

在 利用 附 表 18 或 好 近似 的 情形 下 ,给 定 显著 性 水 平 w ,由 附 表 18 或 式 (12.7.55) 
TREMI H. ， 利 用 各 子 样 观测 值 按 式 (12.7.53) 计 算 统计 量 互 的 观测 值 H,、 ， 


若 有 
Нь >На, 
则 在 显著 性 水 平 a 上 拒绝 零 假设 ; 反之 ， 则 应 认为 各 组 观测 来 源 于 同一 总 体 . 


1277 多 个 离散 总 体 子 样 的 必 检 验 


12.7.5 节 和 12.7.6 节 讨论 的 秩 检 验方 法 仅 适用 于 待 检 验 一 致 性 的 两 个 或 多 个 
总 体 均 为 连续 分 布 的 情形 ， 当 被 比较 的 总 体 是 离散 分 布 ， 各 个 总 体 的 子 样 中 可 
以 有 多 个 数值 相同 的 观测 值 ， 每 个 观测 值 对 应 的 秩 不 是 唯一 的 ， 基 于 秩 而 确定 
的 统计 量 的 分 布 难以 导出 ， 因 而 秩 检验 无 法 应 用 同样， 如 果 多 个 连续 总 体 的 
子 样 观测 值 在 进行 相互 比较 之 前 已 经 归并 为 直方 图 型 数据 ,比较 这 J 个 直方 图 的 
Pe 比较 J 个 离散 总 体 子 样 的 一 致 性 问题 相当 , 也 不 能 用 秩 检验 , 而 可 应 用 
检验 . 
设 有 J 个 直方 图 ， 它们 的 7 个 子 区 间 是 相同 的 . 对 于 第 j 个 直方 图 
(j=1…,J), 假定 观测 值 落 在 第 i(i=1,…,7) 个 子 区 间 内 的 概率 用 р, 表示 , 归 一 化 


条 件 要 求 
1 
> ру =1, 了 = (12.7.60) 
і=1 


各 子 区 间 内 的 观测 频数 用 nj(i=1,…,7) 表示 ,第 j 个 直方 图 中 观测 到 的 事例 总 
数 为 
>n; =n), 了 =. (12.7.61) 
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对 于 全 部 /个 直方 图 ， 观 测 事例 总 数 为 
ET Spyr (12.7.62) 
i=l 


j=l i=l 
待 检 验 的 问题 是 ,这 J 个 直方 图 所 代表 的 总 体 具有 相同 的 分 布 ,这 相当 于 对 所 有 J 
个 总 体 ， 在 子 区 间 i(i=1,…,7) 中 事件 发 生 的 概率 相同 ， 即 


Но: Ри = рр == Ру» islen, L (12.7.63) 


4 Ho 为 真 , 记 р. = pa =…= py,i=1,…,1. 由 极 大 似 然 法 可 求 得 它们 的 极 大 似 
然 估计 是 个 直方 图 中 第 i 个 子 区 间 内 的 平均 观测 频率 值 ， 即 


J 
=} n/n, i=1,-,1. (12.7.64) 
j=1 


由 式 (12.7.62) 的 约束 可 知 
1 


НЕ, p. (i=1…, 了 ) 中 只 有 (1 一) 个 是 独立 的 . 5 


2 L (n; -bn,) 
Х? = (bn) 12.7.65 

2:2 Рип. 
它 是 /个 直方 图 共 刀 个 子 区 间 内 观测 频数 和 HH 为 真 时 的 估计 频数 р, n.; 离 差 
的 平方 , 除 以 估计 频数 并 求 和 . 这 个 统计 量 与 单子 样 必 检验 中 的 检验 统计 量 关 ?有 
相似 的 形式 ， 当 H, 为 真 ， 对 不 同 的 直方 图 ， 第 i 个 子 区 间 内 事件 发 生 的 概率 
Ра, Pist Py 趋向 于 同一 估计 值 Р, ‚ 852 n; 一 P... п.; Жаы 3, 因此 ， x2 趋 近 于 
$; 反之 , 离 差 则 增 大 . 因此 ，X? 对 J 个 直方 图 所 服从 的 总 体 之 间 的 一 致 性 敏感 ， 
可 作为 检验 它们 的 一 致 性 的 统计 量 . 而 且 由 以 上 讨论 可 以 确定 ， 临 界 域 应 在 临界 
值 的 上 侧 . 

车 Ho 为 真 ， 且 所 有 直方 图 的 各 子 区 间 内 事例 数 的 估计 值 p. n 足够 大 ， 
式 (12.7.65) 定 义 的 统计 量 X 近似 地 满足 x? 分 布 ， 自 由 度 为 (1 -1)(J -1) ， 因 为 总 
И ЛИН п, 中 存在 J 个 约束 条 件 ( 见 式 (12.7.61)), 故 只 有 -J 个 独立 观测 ， 
并 且 有 (7 一 DD) 个 独立 的 待 估 计 参 数 ( 见 式 (12.7.64))， 自 由 度数 等 于 独立 观测 数 减 去 
独立 参数 的 个 数 ， 于 是 
v=U-J-G(1-D=(I-D(U -1). 


对 于 给 定 的 显著 性 水 平 a ， 由 x*(v) 分 布 查 得 对 应 的 临界 值 x?(v) 
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1-а= F(Z2(v);v), 
其 中 F(u;v) 是 x*(v) 分 布 的 累积 分 布 函数 . 根据 观测 数据 ny (i=1…,1; j=1…,J) 
和 式 (12.7.65) 可 算出 X? 的 观测 值 X2. ， 如 
ХА, > 2300), 
则 在 显著 性 水 平 a Б J 个 直方 图 一 致 性 的 零 假设 . 

在 X&% > xX2(v) 的 情形 下 ,J 个 直方 图 的 一 致 性 被 排除 , 如 果 检 查 各 个 直方 图 
数据 对 ХО 的 贡献 ， 有 时 可 能 发 现 某 个 直方 图 的 贡献 异乎 寻常 地 大 ， 将 该 直方 图 
的 数据 握 弃 后 ， 重 新 作 太 检验 ， 可 能 其 余 J -1 个 直方 图 在 给 定 显著 性 K 上 是 一 致 
的 .这 时 应 对 贡献 过 大 的 那个 直方 图 数据 作 仔 细 的 检查 ， 从 物理 上 找 出 数据 可 能 
错误 的 原因 并 加 以 修正 . 


对 于 J 个 离散 总 体 子 样 的 一 致 性 检验 问题 ， 如 果 /个 总 体 含有 相同 的 7 个 元 
Ж, 第 j(j=1…,J) 个 总 体 第 i(i=1,…, 了 ) 个 元 素 的 观测 频数 记 为 n; ， 则 可 以 比照 


直方 图 一 致 性 检验 的 步骤 进行 . 
$ 12.17 多 组 实验 数据 之 间 的 一 致 性 


某 两 种 粒子 碰 擅 后 有 五 种 不 同 的 末 态 ， 即 可 看 成 五 种 不 同 的 反应 类 型 .四 个 实 
验 组 分 别 对 这 粒子 碰撞 做 实验 研究 ， 观 测 到 的 不 同 反应 类 型 的 事例 数 如 表 12.11， 
问 他 们 的 实验 数据 是 否 互相 一 致 


表 12.11 


这 是 四 个 离散 分 布 的 一 致 性 检验 问题 ， 将 上 表 中 nj 的 数据 代入 式 (12.7.61)， 
式 (12.7.64), 式 (12.7.65), RIẸ X2, =8.64, 自由 度 v“=(5-1)(4-D =12. 由 附 表 7 查 
8, а=0.05 和 0.10 时 临界 值 分 别 为 
22 =21.03 和 18.55. 


显然 , 在 通常 选取 的 显著 性 水 平 w = 0.05 ~ 0.10 上 不 能 排除 四 个 实验 组 数据 相 
互 一 致 的 原 假设 . 


ЖЕЕШ ЖАЙ 


—э—. 


13.1 5| = 


在 科学 研究 和 实验 测量 的 数据 处 理 中 ， 经 常 遇 到 最 优化 问题 ， 它 所 研究 的 问 
题 是 在 众多 可 供 选 择 的 方案 中 选择 最 优 方案 . 最 优 方案 通常 是 使 描述 物理 问题 的 
一 个 特定 函数 一 一 称 为 目标 函数 一 一 达到 极 大 或 极 小 . 例如 ， 我 们 前 面 讨论 了 利 
用 测量 数据 对 理论 模型 的 未 知 参数 进行 估计 的 极 大 似 然 法 和 最 小 二 乘法 ， 就 是 认 
为 使 似 然 函数 达到 极 大 和 使 最 小 二 乘 函 数 Q? 达到 极 小 的 参数 值 是 最 优 估计 值 . 
肾 数 的 求 极 小 与 极 大 是 完全 相当 的 运算 , 对 目标 函数 f(x ) 求 极 大 ,相当 于 对 目标 
函数 - f(x) 求 极 小 . 最 优化 问题 有 些 书 籍 称 为 极 值 问题 或 数学 规划 问题 ， 本 书 中 
采用 极 小 化 这 一 称呼 . 

最 优化 方法 已 发 展 成 为 应 用 数学 的 一 个 专门 分 支 ， 希望 深入 了 解 这 一 方法 的 
读者 应 参阅 有 关 的 专门 书籍 和 文献 .鉴于 极 小 化 方法 在 极 大 似 然 法 和 最 小 二 乘法 
作 参 数 估计 中 的 关键 性 作用 ， 在 本 章 中 我 们 选择 较 有 代表 性 的 算法 作 一 简略 的 介 
绍 


函数 极 小 化 问题 一 般 地 可 表述 为 求 目标 函数 f(x) 达到 极 小 时 自 变量 x 的 值 
х", Вр 


тіп Р(х) = f(x"), xe EF", (13.1.1) 

并 满足 约束 条 件 方程 
h(x)=0, i=1,2,…,l, l<n, (13.1.2) 
g (x)> 0, J =1,2,.…,m, (13.1.3) 


其 中 x e Е" 表示 x 是 n 维 欧 氏 ( 即 欧 几 里 得 ) 空 间 中 的 一 个 点 ， 或 者 说 是 n 维 向 量 ， 
XXX, Ex 的 n 个 分 量 ， Р(х), бх), (х) х 的 函数 . 如 果 不 存在 约束 


条 件 , 即 1,m=0, 称 为 无 约束 极 小 化 问题 ; 反之 则 称 为 约束 极 小 化 问题 . 式 (13.1.2) 
称 为 等 式 约束 ; 式 (13.1.3) 为 不 等 式 约束 . 对 于 g',(x) < 0 这 类 不 等 式 约束 ， 可 令 
gj(x)=g'j(x) 化 为 式 (13.1.3) 的 形式 ， 因此， 式 (13.1.2) 和 式 (13.1.3) 的 约束 方程 具 


有 一 般 性 . 
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在 极 大 似 然 法 中 ， 若 8 АНАН, MERKUR HE 9 ЖЕ 
min[-L(9)] = -L(Š); 


而 在 最 小 二 乘法 中 ， 则 应 有 
min Q2(9) = 0?(9). 

与 式 (13.1.1) 对 照 知道 ， 本 章 中 的 x 相当 于 参数 估计 问题 中 的 待 估计 未 知 参数 ， 而 

x“ 则 是 未 知 参数 的 最 优 估计 值 ， 至 于 未 知 参数 服从 某 种 约束 方程 的 问题 ,在 9.7 


节 ，9.8 节 中 已 作 过 简略 的 讨论 . 
从 数学 分 析 知 道 , 若 目标 函数 f(x ) 存在 连续 的 一 阶 偏 导数 ,变量 值 x "为 Flx) 


稳定 点 的 必要 条 件 是 函数 在 x 点 的 梯度 向 量 等 于 0， 即 


JG) f(x) f(x) р =0. (13.1.4) 
Ox | дх, ` дх, х=х 


wen-[ 


为 了 对 目标 函数 极 小 化 ， 它 在 某 一 点 xo 附近 的 行为 利用 泰勒 级 数 来 逼近 


Р(х) = f(x) +(x- x) Vf(xo) 


l > (13.1.5) 
д, У f (xXx - х0) +, 
Нур У? ухо) 是 目标 函数 f(x ) 在 xo 点 的 二 阶 导数 矩阵 ， 也 称 为 黑 塞 (Hesse) 和 矩阵 , 


这 是 一 个 nxn 对称 方 矩阵 ， 其 元 素 是 


(х) 


і, j =1,2,-.-, ° 13.1.6 
дх,дх, ИРА Ба й ( ; 


式 (13.1.5) 右 边 级 数 的 第 一 项 是 常数 ， 对 极 小 点 的 确定 不 能 提供 任何 信息 . 第 二 项 
是 函数 在 xo 点 的 梯度 ， 它 指示 出 函数 在 该 点 附近 上 升 或 下 降 最 快 的 方向 ; 当 函 数 
处 于 稳定 点 时 ,其 梯度 值 为 0， 即 如 式 (13.1.4) 所 示 . x “成 为 f(x ) 的 极 小 点 的 充分 
条 件 是 除了 式 (13.1.4) 成 立 之 外 , BER f(x ) 在 r" 点 的 黑 塞 矩 阵 为 正定 矩阵 , 所 谓 
和 矩阵 4 为 正定 ， 是 指 对 于 任何 向 量 x 0, 总 有 


хТАх >0 (13.1.7) 


通过 黑 塞 矩 阵 的 正定 性 来 判断 稳定 点 是 极 小 点 在 数学 上 是 很 重要 的 ， 但 在 许多 实 
际 问 题 中 ,由 于 种 种 原因 (如 目标 函数 无 法 用 解析 函数 表示 ， 二 阶 偏 导数 难以 求 出 
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等 ) 很 难 实现 ， 这 时 可 从 所 得 的 解 就 问题 本 身 作出 判断 . 
由 以 上 介绍 可 知 ， 求 函数 极 小 值 的 问题 可 化 为 求解 
Ух) =0 (13.1.8) 


的 问题 ,这 是 含 n 个 未 知 变量 、n 个 方程 组 成 的 方程 组 . 除了 目标 函数 是 二 次 函数 、 
该 方程 组 是 线性 方程 组 ， 可 以 求 得 解析 解 之 外 ， 一 般 情 形 下 这 是 非 线 性 方程 组 ， 
很 难 用 解析 方法 求解 . 有时， 目标 函数 的 行为 可 能 十 分 复杂 和 奇特 ， 其 至 无 法 写 
出 一 阶 导 数 的 解析 形式 . 所 以 求 极 小 值 一 般 用 数值 方法 ,其 中 最 常见 的 是 迭代 法 ， 
其 基本 思想 如 下 : 首先 给 出 极 小 值 点 的 估计 初 值 x。, 然后 根据 某 种 算法 计算 一 系 


Я) x, (k =1,2,…) ,使 得 点 列 {} 的 极限 就 是 了 (x) 的 一 个 极 小 值 点 x". 在 实际 运 
算 时 需要 给 定 一 个 判 据 ， 当 和 迭代 进行 到 满足 该 判 据 时 终止 闪 代 ， 求 出 的 变量 值 认 
为 是 极 小 值 点 x" 的 近似 值 . 终止 迭代 的 判 据 要 视 具体 的 算法 和 问题 的 性 质 而 定 ， 
常用 的 判 据 可 以 是 两 次 相连 迭代 中 函数 值 之 差 小 于 给 定 的 正 数 


|f (x0) РО, )| < є, 


或 者 梯度 的 长 度 小 于 给 定 的 正 数 
|УЛ(х, | < =, 


其 中 符号 站 | 称 为 变量 z 的 模 或 长 度 ， 其 定义 是 
k |= 7:22. (13.1.9) 
j=l 


求 得 目标 函数 f(x ) 的 近似 极 小 值 点 xx 后 ， 余 下 的 问题 是 确定 xx 对 于 实际 极 
小 值 点 x 的 误差 , 它 可 由 z 的 协 方差 矩阵 及 求 出 的 zx 求 得 . 如 果 所 采用 的 极 小 化 
方法 的 迭代 步骤 中 求 出 了 黑 塞 矩 阵 在 近似 极 小 点 值 x; 处 的 值 , 则 x 的 协 方差 矩阵 
ЯГ Н о) 表示 ( 见 13.8 节 )， 这 里 右 (x ) 表 示 x 的 黑 塞 矩 阵 . 如 果 极 小 化 方法 先 
代步 又 中 没有 作 黑 塞 矩 阵 的 计算 ， 则 必须 对 目标 函数 作 一 些 合理 的 假定 来 进行 协 
方差 矩阵 的 计算 . 

由 以 上 所 述 可 知 , 极 小 化 方法 的 核心 在 于 找到 一 种 计算 x 的 算法 , 使 得 点 列 


{ 引 能 逼近 目标 函数 f(x ) 的 极 小 点 z ,逼近 的 速度 越 快 , 算法 的 效率 就 越 高 和 


_ 代 过 程 需要 多 次 重复 计算 不 同 点 xx 处 的 目标 函数 值 ， 甚 至 导数 值 ， 这 种 大 量 重复 


的 计算 不 利用 高 速 电子 计算 机 事实 上 是 无 法 完成 的 . 各 种 极 小 化 方法 的 效率 ， 可 
以 用 对 于 同一 个 问题 求 出 达到 同样 精确 度 的 解 所 需 的 计算 机 机 时 来 衡量 . 需要 注 
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意 的 是 ,计算 机 由 于 字 长 的 限制 导致 数字 的 舍 人 误差 ， 由 于 计算 机 对 整数 和 实数 
的 表示 存在 上 界 和 下 界 ， 因 此 存在 “上 溢 ”( 大 于 计算 机 最 大 可 表示 的 数 判 为 无 穷 
大 ) 和 “下 溢 ”( 小 于 计算 机 最 小 可 表示 的 数 判 为 零 ) 的 现象 . 在 极 小 法 算法 中 必须 
考虑 到 它们 对 算法 的 精度 、 效 率 、 极 小 值 点 解 的 收敛 性 、 稳 定性 等 造成 的 影响 . 


13.2 无 约束 极 小 化 的 一 维 搜索 


我 们 首先 介绍 无 约束 极 小 化 的 一 维 搜索 方法 ， 这 是 后 面 各 节 n 维 极 小 化 问题 
求解 的 基础 . 一 维 搜索 问题 就 是 求解 方程 


min f(x) = f (x`), — co < x < +0, 


或 写 为 
min f(x) = f(x), хЄЕ!. (13.2.1) 


由 极 值 的 必要 条 件 可 知 ， 极 小 值 点 必 为 稳定 点 ， 故 一 维 极 小 化 问题 又 可 表 为 求解 
方程 
f'(x)=0. (13.2.2) 


各 种 一 维 搜索 方法 通过 求解 式 (13.2.1) 或 式 (13.2.2)， 得 到 近似 极 小 值 点 . 一 维 搜索 
方法 可 以 分 为 两 类 ， 一 类 需要 计算 目标 函数 的 导数 ， 它 们 一 般 收敛 向 极 小 值 点 的 
速度 较 快 ， 但 对 不 易 求 导 的 复杂 函数 及 设 有 解析 表 式 的 函数 无 法 使 用 ; 另 一 类 只 
需要 计算 点 列 {xn} 的 目标 函数 值 ， 因 而 通用 性 较 强 ， 但 一 般 说 来 收敛 向 极 小 值 点 
的 速度 不 如 前 一 类 快 ， 这 类 方法 可 称 为 直接 搜索 . 本 节 将 介绍 的 黄金 分 割 法 、 斐 
波 那 契 法 、 二 次 函数 插值 法 和 成 功 -失败 法 等 四 种 方法 属于 直接 搜索 法 ; 属于 第 一 
类 的 牛顿 法 在 п 维 无 约束 极 小 化 方法 中 介绍 , 因为 对 于 n=1 的 特殊 情形 同样 适用 . 


13.2.1 ”黄金 分 割 法 (0.618 法 ) 

假定 目标 函数 在 所 考虑 的 区 间 [a,b] 内 是 单 峰 函 数 ， 即 在 [a,b] 内 只 存在 一 个 局 
部 极 小 点 . Ela bI ЧЕ A x. x' (м < x). # f(x.) < 了 (x1); 则 极 小 值 点 x" 必 在 
区 间 [a,x1] 内 ; 反之 , х ЧЕ janb]. 所 以 比较 (wm) 和 了 (x') 的 大 小 可 以 确定 x 
所 在 的 区 间 ， 将 该 区 间 记 为 [a,b]. 重复 上 述 步 骤 可 得 到 新 的 区 间 [a,b], 
[а,Ь], еа х 的 区 间 不 断 缩小 ЧЕКИ k aK. WE lb, - ak|< s,e 为 给 定 
正 数 时 ， 可 停止 迭代 ， 取 
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a, +b 
жа 


作为 x 的 近似 最 优 解 . НЕХ [a b ЧАЗУМНАх, BAA 


-x|<e/2, 


RDR x; 的 绝对 误差 60 < 5/2. 

问题 是 如 何 选取 点 列 x) 才能 减少 运算 量 . 每 次 选 定 了 和 x ， 并 比较 
了 (5%) 和 f(x') 后 可 求 得 包含 x 的 长 度 减 小 的 新 区 间 ， 如 果 在 元 和 x' 中 的 一 个 点 
在 下 一 次 迭代 中 仍 能 使 用 ， 则 每 步 只 需 计 算 一 次 目标 函数 值 ， 从 而 节省 了 一 半 运 


Ж. 达到 这 一 目的 的 方法 如 下 : 
如 图 13.1 所 示 ， 在 长 度 t 的 单 峰 区 间 [a,b] 内 选 定 两 点 鸭 ，x ， 使 得 线段 


ахь K REE E F 1012172) НА <х. 这样 ,不论 f(x1)>f(n) 还 是 
РО) < Ги), 包含 x 的 区 间 ax/ 或 sb 长 度 都 是 4 ， 即 包含 x KAKKEN г, 48 
小 到 4 ， 或 者 说 经 过 一 次 迭代 运算 的 区 间 缩 短 因 子 & =. 不 失 一 般 性 ， 假 定 
f> fa), х 落 在 区 间 [a, м ] 内 . 在 该 区 间 内 选择 两 点 хх, ЖЕ 
x, < ха = Xxx =t,(t, >4112). 为 了 使 第 一 次 迭代 中 选 出 的 在 本 次 迭代 中 能 
ЖЕНЕН, 5 =, НИЙ 13.1 И, в = .为 了 使 区 间 缩 短 因子 在 本 次 迭代 
与 上 次 选 代 中 相同 ， 应 有 a=tyti=n/to， 由 这 些 关系 可 求 出 


fœ) 


a 22 x, (x, ) x 
ры 


natoh — 
þe— h 


ti 


图 13.1 一 维 搜索 的 黄金 分 割 法 


EF a,b RRA i 次 迭代 中 包含 极 小 值 点 x 的 区 间 , x х ЖАК 
两 点 的 坐标 值 ，a 是 一 次 迭代 的 区 间 缩 短 因 子 , 由 于 它 的 值 近似 地 等 于 0.618, 所 
以 也 称 为 0.618 方法 . 式 (13.2.3) 唯 一 地 确定 了 黄金 分 割 法 中 迭代 点 的 选取 . 若 共 
ЖКУ n-1 次 ， 共 计算 目标 函数 值 ”次 (第 一 次 迭代 需 计 算 两 次 目标 函数 值 )， 最 
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a= У5 –1)/2 = 0.618, 


后 得 到 包含 x 的 区 间 长 度 为 


bi –а,,| = ( – а)0.618" < €, 


定义 黄金 分 割 法 的 效率 (经 过 壮 次 函数 值 计算 ) 为 


显然 有 


Baste 06189, 
Ь, 1 Z âri 


给 定 a, b, £ 
а=0.618034 


x=b-a(b-a) 
x =a+a(b-a) 


f = fG), f' = Р) 


a=x 
хех f=f 
x =a+a(b-a) 


f'= fi) 


#132 黄金 分 割 法 程序 框图 
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区 J A 
1 二 (13.2.5) 


"7 0618 ”0618 ` 


х" 的 近似 解 的 误差 要 求 确定 之 后 ， 由 式 (13.2.5) 可 求 得 必要 的 迭代 次 数 n 一 1. 

13.2 给 出 黄金 分 割 法 计算 近似 极 小 值 点 的 程序 框图 ， 由 此 容易 编制 计算 机 
程序 . 

13.2.2 ЗЕЯ Ж 

在 某 些 实际 问题 中 ， 要 求 限定 迭代 的 次 数 . 显然 ， 对 于 一 定 的 迭代 次 数 ， 如 
果 某 种 极 小 化 方法 确定 的 近似 极 小 值 点 误差 最 小 ， 这 种 方法 是 比较 理想 的 . 斐 波 
那 契 法 符合 这 一 要 求 . 

H 13.2.1 节 所 述 可 知 ,0.618 法 有 两 个 特点 . 一 个 是 每 次 迭代 只 需 计算 一 次 目 
标 函 数值 ， 使 计算 量 减少 了 一 半 ， 这 一 点 应 当 保留 ; 其 次 是 每 迭代 一 次 包含 极 小 
值 点 的 区 间 缩 短 因 子 等 于 常数 0.618， 这 一 点 未 必 见 得 符合 最 佳 方案 . 

在 斐 波 那 契 搜索 中 ， 用 到 所 谓 斐 波 那 契 数列 扩 ， 其 定义 是 

Е.=ЕБ=1 Е=Ё.+ЁР.:, 大 =2,3…. (13.2.6) 


设 РО) AKEL ab ЕАО, WEIHE n 次 函数 值 计 算 . 在 斐 波 那 契 
法 中 ， 第 一 次 迭代 取 


n= 20 a) +a, ТЕНЬ -а)на 


比较 了 (wm) 和 f(x) 值 的 大 小 ， 即 可 知道 包含 极 小 值 点 的 区 间 是 [a,x1] 还 是 [44,6]. 
设 该 区 间 为 [a,x1] ， 此 时 ， 区 间 缩 短 因子 为 


[a,x'] _м-а_ Fb-a) _ Е, 


"S iab) b-a Еа) Е’ 


В аЛ АН [xb], № 


F, 


b- п-2 b-a)- 
a T [b] 6-м _ A TAS 
' [ab] b-a b-a 
-1-2 _ Ра 
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记 缩短 了 的 区 间 为 [a1,b] ， 依 照 上 述 方法 取 两 个 插入 点 六 和 xz Я 


Е 
x= -а)+а, х = fah- -а)+а. 
1 


п-] Е, 


为 了 使 每 次 迭代 只 计算 一 个 函数 值 ， 要 求 下 列 情况 之 一 发 生 : 


ж=х, МЕХ, ЕХ), XIEX 
我 们 来 验证 这 一 点 是 否 成 立 . МО) < О) ЕЧ, а =a,b = xi, FE 
F F. F, | 
х= 206 -а)+а = (ra)+a= 2(Ь-а)+а=х, 


n-l n-l n 


即 x' 与 为 是 同一 个 点 . 24 Р(х) < РО) В, а = 为 ,b=b， 故 


Е Е 
x, = т (6-а) +а = = (В-х) +; 
п-] п-1 


_ fn Se р-а + he2(b-a)+a 
Fl F, Р, 
Е, 3 Е 
n-3 (р Fa- |" (b 1) + 
т ofi- F, Bal F, гаа 

= Ёз ь аур. Ёа (р ау+а 
Е, F, F, 

=(b- аура t En а= =(b-a)—— ijji х", 


р хо 5 ху 是 同一 个 点 . 区 间 缩 短 因 子 为 


пон г бы 
[ab] в-а 6-а) Е. 
或 
F 
с Еа иаа 
[а, h] b -a b -a 
р, 
Е Е 


п-1 n-i 
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利用 数学 归纳 法 可 以 证 明 , 在 第 i+1 次 迭代 中 , 第 i 次 迭代 中 的 一 个 点 可 以 作为 保 
留 点 
Хад = = Eit (b, _a,)+ aj, Ef (х) < f(x') (13.2.7) 


sa =x = (ba) + a Efa) > f(x'). (13.2.8) 


因此 ， 每 次 迭代 只 需 计 算 一 个 新 的 目标 函数 值 . 第 i 次 迭代 中 的 区 间 缩 短 因子 为 


ат. (13.2.9) 


n-i+l 


当 进 行 到 n -2 次 迭代 时 ， 根 据 式 (13.2.7)、 式 (13.2.8)， 有 


Е 1 
X,-2 = G,_s + (b, zi Gn-3) =a,_y + z (6,3 Z @и-з ), 
F, 3 


Е 2 
x 2 =а,3+ — (6,3 —@,-3)=9,3+ (Ё, 3 -а,-3). 
Е, 3 


计算 xna 和 x_ 2 点 的 目标 函数 值 并 作 比 较 ， 分 两 种 情况 ; 
(1) Jf x, 7) > f(x" ), 包含 极 小 值 点 的 区 间 是 [co 2] = (>, ,b,_3], 保留 点 


是 


an2 + b, . 


К 2 
X n-2 = G,_s + 35; si an3) = 2 , 


(2) f(x,.,)< Р(х, 2), 含 极 小 值 点 区 间 为 [a,_2,b,_2] = [а 32| ， 保 留 点 是 


a,_> +b, 2 


1 
Xn-2 = G,_s + 了 Jr 一 0n-3) = 2 


可 见 , 第 n-2 次 迭代 完成 时 , 保留 点 都 等 于 区 间 [a,_,,b,_,] 的 中 点 , A х”) 
这 时 , 总 共 已 作 了 nn-1 次 目标 函数 值 的 计算 (第 一 次 迭代 计算 两 个 函数 值 , 其 余 和 
代 各 计算 一 次 ). 在 第 n -1 次 迭代 中 ,选取 


x, = X”) +ó, 0< 8< 1-2 6,22. 


计算 Го) +5 Г") 比较， 得 到 近似 极 小 值 点 x 为 
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(n +, ,), fG.-)< SOM), 


1 tapa) Јо) > fat), (13.2.10) 


这 样 确定 的 六 与 真实 极 小 值 点 x" 的 误差 名 为 


Eo =; -x| < 3(b 2 ~an_2): 


由 式 (13.2.9) 可 求 得 
š F. F, F. 
(6,2 -а,_) = (b,_s 7 аар = (b,_, та) 2 
= (ьа). 2. е ре 
Е, Р. Е, F, F, 

=2(b-a)/F, 

因此 
a s|; - | E. (13.2.11) 


n 


EIRE Ea bA АЖ п 确定 之 后 , 式 (13.2.11) 唯 一 地 确定 了 最 后 
求 出 的 近似 极 小 值 点 的 误差 ; 反 过 来 ,也 可 以 由 要 求 的 精度 so 求 出 所 需 的 迭代 
次 数 n 一 1. 
经 过 nn-1 次 迭代 (n 次 目标 函数 值 计算 )， 斐 波 那 契 法 的 效率 为 
ВЕ, (13.2.12) 
7 (bn-2 —а,_›) 


与 黄金 分 割 法 的 效率 Е, =0.618 I 相 比 ， 通 过 直接 计算 可 知 
Е, > (0.618 2, 


所 以 斐 波 那 契 搜 索 的 效率 高 于 0.618 法 . 
利用 数学 归纳 法 可 以 证 明 : 
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故 
k k 
2 2 
lim Е = Jim k+l k+l 
k> F k— 1+5 Ë _V5 
2 2 
Е 8. 
+ 2 
2 


这 正 是 黄金 分 割 法 中 的 区 间 缩 短 因子 ， 所 以 黄金 分 割 法 是 斐 波 那 契 搜 索 的 极限 情 
JÉ. 表 13.1 4 А, ,/Е 数列 . 


表 13.1 


k 

І | 0.618 18 
2 2 0.5 10 89 0.617 98 
3 3 0.666 67 11 144 0.618 06 
4 5 0.6 12 233 0.618 026 
5 8 0.625 13 377 0.618 037 
6 13 0.615 38 14 610 0.618 033 
7 21 0.619 05 : : 

8 0.617 65 0.618 034 


H 13.1 可 见 ， 当 上 > 7, 斐 波 那 契 法 的 区 间 缩 短 因 子 А, /到 的 数值 取 小 数 点 
后 三 位 都 是 0.618. 因此 ， 尽 管 从 理论 上 讲 ， 斐 波 那 契 法 较为 有 效 ， 但 因 黄 金 分 割 
法 的 计算 程序 简单 得 多 ， 而 两 者 的 效率 相差 不 大 ， 故 一 般 宁愿 采用 黄金 分 割 法 . 

图 13.3 给 出 了 斐 波 那 契 法 的 程序 框图 ， 其 中 用 到 了 下 述 关系 式 : 


Е... Е. 
r _ 2 n-i-l n-i 
x, + x = ba) +a, + (bii 7a) +a, 
n-i+1 n-i+l 


E; . 
siet ni а.) +2. =b, -а.+2а. — (132.1) 


13.2.3 二 次 函数 捅 值 法 (抛物 线 法 ) 
二 次 函数 插值 法 (也 称 抛物 线 法 ) 是 利用 二 次 函数 g(x) 逼近 目标 函数 f(x) ， 并 
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E a, b, є; A= 528 
E 
№1, Fo, Fi=1 
N=N+1 
Ем=Ём-2+Ём- ü 


K=1 


x=a+(b-a)Ëx-2. 
Fy 


х=а+Ь-х 


f = ЈО), f! = f(x") 


图 133 ” 斐 波 那 契 法 程序 框图 


- 478. 实验 物理 中 的 概率 和 统计 


取 g(x) 的 极 小 值 点 作为 了 (x) 极 小 值 点 的 近似 , 从 而 构造 出 迭代 算法 ,直到 得 出 符 
合 终止 选 代 判 据 的 结果 为 止 . 本 方法 中 ， 二 次 函数 是 利用 三 个 不 同 点 上 的 目标 函 


数值 来 构造 的 . 
设 已 有 三 个 点 1,w, 加 ， 对 应 的 目标 函数 值 为 fi,f, 甩 .通过 三 个 点 


(м, Л), о, №»), оз, f,) 的 抛物 线 (二 次 函数 ) 方 程 是 
(x— x;)(x— Xx) т (х-х)(х- 23) 7 (х-м)(х-х,) f 


P a- х) — х,) (x, — мХх, — 3) i з-д) 5) 
S ф(х) = 0,18 ф(х) 的 极 值 点 为 
- 11(2- ghlag- (а 9) (13.2.14) 
2 Л-да) + h-a) ВО — x) 
当 满 足 


м <, <х, Ahh (13.2.15) 
的 条 件 时 ，x 8 ф(х) 的 极 小 值 点 . 式 (13.2.15) 相 当 于 函数 值 两 边 高 中 间 低 . 特别 当 
为, 妈 , 为 为 等 间距 的 情形 ，x 的 表达 式 简 化 为 


а fi-f 
x= тет ауд x, — X, = X, — X, = d. (13.2.16) 


如 果 区 间 长 度 |w ДЕВ, MATAR е гоз <=, W х ПМЕ f(x) f 
小 值 点 x 的 近似 值 ， 两 者 的 差别 为 


|| |<, (13.2.17) 
这 时 可 终止 迭代 . 也 可 以 根据 目标 函数 值 来 决定 迭代 的 终止 
ff-fl<e. (13.2.18) 


当 f(x)< fha x 39 х E; ВД x ЕЯ х ТИЯ. 

ЧЕКЕ, Е (13.2.17)28(13.2.18)%48 910 Е, MEFR Я 
д, хо, 5; ЖОМЕ БУВ, 直到 求 出 满意 的 解 为 止 . 为 了 能 减少 目标 函数 值 的 计 
算 ， 对 , 冯 , 冯 的 选择 应 满足 如 下 条 件 ; 

(l) x <x; <x, fr < f; < f: 

(2) м-м<ж-х; 

(3) x,x;, BARRA ARARA RUNA x. xy, x МИН. 

为 ,和 ,为 的 一 种 可 能 的 方案 表示 在 图 13.4 的 二 次 插值 法 程序 框图 中 . 

对 于 一 般 的 目标 函数 ， 抛 物 线 法 一 般 地 说 比 斐 波 那 契 法 的 收敛 速度 快 ;特别 
当 目标 函数 接近 于 二 次 函数 时 ， 抛 物 线 法 能 迅速 地 逼近 极 小 值 点 . 它 的 不 足 之 处 
是 当 三 个 点 处 于 同一 直线 上 ， 即 满足 


第 十 三 章 ” 极 小 化 方法 . 479 . 
Лоо — xx) + О-о) + р(х) = 0 (13.2.19) 


时 导致 发 散 ; 当 三 个 点 接近 于 同一 直线 上 ， 求 出 的 极 小 值 点 可 能 偏离 真正 的 极 值 
点 相当 远 . 但 是 一 般 地 说 ， 在 极 小 值 点 附近 用 抛物 线 来 允 近 目标 函数 是 相当 好 的 
近似 ， 只 要 利用 目标 函数 值 满足 式 (13.2.15) 的 要 求 选择 *, 艺 , 累 , 利用 抛物 线 法 求 
出 近似 极 小 值 点 是 比较 迅速 和 可 靠 的 . 


给 定 5 х, х, х, ЖЛ, fo fs 
满足 uac, >> 


A=fi(x2—x3)+ fax3-x1)+ fa(xi=x2) 


图 13.4 二 次 插值 法 程序 框图 
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13.24 ЖЕЖ 


进退 法 又 称 成 功 -失败 法 , 它 的 基本 思想 如 下 : 任 选 一 个 初始 点 加 和 初始 步 长 
do , Ж xo +4 为 新 的 试探 点 ， 计算 目标 函数 值 hn = f (mw) 和 f = У (м) = f (xo + do). 
ШЖ Л < Л, МА х P) м ВЕЖА FEE, 称 为 试验 成 功 ; 反之 , 则 称 为 试验 失败 . 
在 试验 成 功 的 情形 下 , 搜索 方向 是 函数 下 降 方向 , 可 沿 该 方向 增 大 步 长 继续 搜索 ， 
故 可 以 为 为 新 的 初始 点 ，ado(a > 了 ) 作 为 新 的 步 长 а, 进行 新 的 试验 . a 称 为 扩展 因 
+, 一般 取 w = 3.0. 如 果 试 验 失 败 ， 则 原 搜索 方向 是 目标 函数 增 大 的 方向 ， 故 应 沿 
反 向 搜索 ， 以 w 为 初始 点 ， 以 -Bdo 作 为 新 的 步 长 do(0< В <1), B 称 为 收缩 因子 ， 
一 般 取 B = 0.44. 如 此 重复 迭代 下 去 ， 直 到 搜索 步 长 小 于 给 定 正 数 6 ， 或 者 两 次 接 
连 试 验 中 的 目标 函数 值 之 差 小 于 给 定 正 数 = B 


|А = fenil <E 


ЖЕ, Жох (хх) 2 EAEE. 

一 般 说 来 ， 用 进退 法 求 函数 极 小 值 点 的 效率 较 低 ， 实 用 意义 不 大 . 但 若 把 它 
稍 加 改进 , 可 用 于 寻找 包含 极 小 值 点 的 区 间 . 前 面 介 绍 的 0.618 法 , 斐 波 那 契 法 和 
抛物 线 法 ， 都 是 在 包含 一 个 极 小 值 点 的 区 间 之 内 寻求 x 的 方法 ， 因 此 用 进退 法 确 
定 这 样 的 区 间 为 这 些 更 有 效 的 一 维 搜索 作 好 必要 的 准备 . 其 步骤 如 下 : 

设 进行 第 次 试验 时 的 初始 点 和 步 长 分 别 为 六 -4 和 ai(d 可 大 于 0 或 小 于 
0), 并 日 第 k 次 试验 成 功 ， 即 f < f," . 然后 以 Xk = № +d, ERR k+l 次 试验 的 
初始 点 Ц 4, =оа 作为 步 长 . 假定 该 次 试验 失败 ， 即 
f < fin = Роа) а= + d,. RARA 


ра < Xp < Xpy (EX1 > Xx > Xr), (13.2.20) 


Sra > fk < Siar 


因而 区 间 oral 内 一 定 含有 极 小 值 点 . 简 而 言 之 ， 若 一 次 试验 成 功 之 后 紧 接 着 
一 次 试验 失败 ， 由 此 确定 的 变量 х 的 三 个 点 构成 的 区 间 一 定 包 含 极 小 值 点 . 这 三 
个 点 可 以 作为 抛物 线 内 插 的 三 个 初始 点 . 进退 法 与 抛物 线 法 的 这 种 组 合 ， 对 于 一 
般 的 目标 函数 而 言 可 能 是 普遍 适用 的 最 有 效 的 一 维 搜索 方法 . 图 13.5 给 出 进退 法 
确定 搜索 区 间 及 三 个 初始 点 м ,x,,x, 的 程序 框图 . 
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KAZNA 


图 13.5 进退 法 确定 包含 极 小 值 点 区 间 的 程序 框图 


133 ”无 约束 п 维 极 值 的 解析 方法 
KAR n 维 极 什 的 计算 方法 所 讨论 的 问题 是 


min f(x), хЕЁ". (13.3.1) 


解法 可 以 分 为 解析 方法 和 直接 方法 两 类 . 利用 目标 函数 一 阶 和 二 阶 导数 的 方法 称 
为 解析 方法 . 因为 函数 的 导数 描述 函数 的 变化 规律 ， 所 以 利用 导数 的 信息 可 加 速 
向 极 小 值 点 收敛 的 速度 . 但 在 实际 问题 中 ， 有 时 目标 函数 难以 给 出 导数 的 解析 形 
式 ， 甚 至 目标 函数 本 身 就 给 不 出 解析 表 式 ， 而 只 是 知道 若干 特定 变量 值 对 应 的 目 
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标 函 数值 . 这 时 可 以 只 利用 函数 值 来 求 极 小 值 点 ， 称 为 极 小 化 的 直接 方法 ;或 者 
利用 数值 方法 估计 导数 ， 然 后 用 解析 法 求解 . 

数值 方法 估计 导数 即 利用 差分 作为 导数 的 近似 函数 Ax) 的 梯度 g(x) 的 第 i 个 
分 量 近 似 地 等 于 


of (x) а Ло». 十 AN 


сы дх, Ах, 
或 
ёх) ҒО, х, )- fœ = Ax,,-"*, X, ) 
0% Ах, Í 
i=1,2,.…,n. (13.3.2) 


Ах, 的 有 限 大 小 导致 的 误差 


Ах, 82 f(x) 
2 дх? 


Ox 


Хед E A) 
应 选 得 足够 小 以 减 小 误差 ， 但 同时 应 使 5 不 小 于 计算 机 计算 f 值 的 舍 人 误差 
т 在 二 阶 导 数 未 知 或 不 进行 计算 的 情形 下 ，Ax 的 选 
择 通 常 靠 估计 和 猜测 . 估计 一 阶 导 数 比 较 保险 的 算式 是 
д/(х) ЈО, + A ) fA A Xn ) 


, = —— s 


0x 2Ах, 
i=1,2,…,n. (13.3.3) 


这 样 计算 得 到 的 g, 值 误差 大 致 正比 于 f(x) 的 三 阶 导数 ， 因 而 误差 较 小 ; 但 
式 (13.3.3) 需 要 2n 个 函数 值 ， 而 式 (13.3.2) 计 算 g, 只 需 n+) 个 函数 值 ， 比 较 省 时 . 

二 阶 导数 的 计算 更 为 费时 ， 幸 运 的 是 ， 如 果 利 用 对 称 方法 (13.3.3) 计 算 g; MM 
二 阶 导数 可 借用 其 中 的 函数 值 ， 因 为 二 阶 导数 矩阵 的 对 角 元 素 可 写成 


G, Е д? 0 = [РО =. + Ах, ,---,х,)- РО, = Ak, Xn) 


-2/ (а) /(Ах,)?,  i=1,2,...n. (13.3.4) 
对 非 对 角 元 素 ， 则 有 


© f(x) 
би = OxiOx; [fs + Аку + Ax) + f(x, - Ax,x; = Ах) 
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-f(x + Axx; -An)- f(x -Arx + Ах) | /4АжДх), 
i= ji, j=1,2,…,n. (13.3.5) 


注意 ， 其 中 已 使 用 了 简化 的 记号 . 由 于 二 阶 导数 矩阵 为 对 称 和 矩阵 ， 即 G; =G; h 
共有 n(n 一 1D/2 个 独立 的 非 对 角 线 元 素 ， 由 式 (13.3.5) 可 知 , 需 计 算 2n(n -1D 个 目标 
函数 值 (加 上 计算 g; 时 的 2n 个 目标 函数 值 ) 才 能 得 到 二 阶 导数 矩阵 C 的 完整 表 式 . 
如 果 目 标 函 数 的 二 阶 导数 在 x 附近 的 小 区 域内 可 近似 地 视 为 常数 ， 可 以 用 下 
式 代替 式 (13.3.5) 估 计 非 对 角 元 素 : 
270) 
ç 0x,0x; 
а f(x + Ах,,х, +Ах,) + РО, ху) — f (x, +Ах,,х,)- РО, x; +Ax;) 
Ах, Ах, 
іФј, i,j=1,2,.…,n. (13.3.6) 


这 样 ， 只 需要 mn- D/12 个 函数 值 就 能 得 到 全 部 非 对 角 元 素 Cy . 
本 节 将 介绍 几 种 n 维 极 值 的 解析 方法 ， 直 接 方 法 留 在 13.4 WRR. 


13.3.1 最 速 下 降 法 (梯度 法 ) 


设 已 有 目标 函数 f(x ) 的 某 个 初始 点 x。， 与 一 维 极 值 算法 一 样 ， 我 们 要 求 产 
生 一 系列 选 代 点 x1,x2,… 向 极 小 值 点 x “收敛 , 也 就 是 希望 从 迭代 点 xx 出 发 ,利用 
某 种 算法 规则 找到 新 的 迭代 点 x , Ех, 是 x 的 更 好 近似 . 为 此 , 将 目标 函数 
f(x ) 在 x 附近 作 泰 勒 展开 


Ро) = f(x,)+(x —x,)' Vf (Œ) + 0[ |x - xl), (13.3.7) 
其 中 最 后 一 项 表示 | -x| 的 高 阶 小 量 . K ær 一 x 足够 小 并 且 


(X41 — X, ) Vf(x, )<0 


, 


时 ， 有 
Их) <), 


即 自 变量 x Ах, 变 到 xi, 时 函数 是 下 降 的 . 取 (r х) 与 负 梯 度 方向 一 致 
Ху X, X -Vf (x, ), 


Й Охх) ”Vf(xi) 达 到 极 大 ， 这 是 函数 值 下 降 最 迅速 的 方向 . 一 个 自然 的 想 
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法 是 沿 着 函数 值 下 降 最 迅速 的 方向 进行 极 小 值 点 的 搜索 是 比较 有 效 的 ， 根 据 这 一 
原理 可 构造 最 迅速 下 降 法 的 迭代 方法 如 下 : 设 已 有 了 和 迭代 点 x ， 则 构造 下 一 迭代 


点 Xi 的 迭代 公式 为 
Xin Xk = -¿ “Vf (x), 


或 写成 
Хан =X — АМО), (13.3.8) 


Ко — EM 3. ЖА |е, -х,| ИК, ОАК, p,=-Vf(iz ) 称 为 
搜索 方向 ， 故 式 (13.3.8) 亦 可 用 丸 ，pi 表述 为 
YX. =x, +4,рь. (13.3.9) 


式 (13.3.8) 的 又 一 种 表达 形式 是 


у 
Xir = x, Ok weI x, —G,S,, (13.3.10) 
k 


其 中 s, 是 模 为 1 的 单位 矢量 ， 方 向 为 目标 函数 在 zk 点 的 梯度 方向 ， 而 
a, = À, |V/(x,)|> 0. 
КОНЕ у АНД НЕ —: 
S&a- fE 


Of (x1) <=, i=],2,.…,n, (13.3.11) 
дх, 


Е.-х. |< =. 


61,62,53 为 给 定 的 正 数 ， 它 们 决定 了 近似 极 小 值 点 的 精确 程度 . 
和 迭代 法 的 收敛 速度 用 量 у 表示 . 设 函 数 极 小 值 点 为 *”， 第 大 和 大 +1 次 和 迭代 点 
Лх, 和 zk ‚ y 定义 为 


* 
I Ë -zrl 
y = lim Í I 


lim |= ч р ' (13.3.12) 


РЕТЖЩУЯЯНЕВОХ, р=п лп. РНК, AJ x. x. 向 x" kus 
度 越 快 . 
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现在 求 最 速 下 降 法 的 收敛 速度 . 将 Vf(x +Ax) 在 x 点 展开 为 泰勒 级 数 并 取 一 
次 近似 项 
Vf(x + Ах) = Vf(x)+ Ax.V2 f(x), 
在 极 小 值 点 附近 有 Ax =x`-x, Вх” =x +Ax, 于 是 
Убх") = УрО) + (х* — х,)У? f(x.) =0. 
据 式 (13.3.10)， 得 


* . V ) 

X -Xa = X —X, ta ы 
k 

a, (x, — x)V f(x.) 

Мусе, 

м 


= (x -| - а, IEA )| 


代入 式 (13.3.12) 可 知 ， p=1， 即 最 速 下 降 法 是 收敛 速度 较 慢 的 线性 收 全 
现在 回 过 来 讨论 选 代 公式 (13.3.8) 或 式 (13.3.9) 中 步 长 从 的 选取 方法 . 
最 简单 的 方法 是 每 次 迭代 中 步 长 为 常数 4 ， 这 称 为 定 步 长 梯度 法 . 在 这 种 情 
况 下 可 以 证 明 , 存在 一 个 与 步 长 4 和 目标 函数 SO AANER e , |е, |>, 


一 定 有 SO) > f Arn) 即 每 次 选 代 中 目标 函数 值 是 下 降 的 ，xkv; 较 之 x Ех" 60 
更 好 近似 . 1804 |е, -z "| < 时， 只 能 保证 


|x, -x'|<s, r>k, 


即 继续 迭代 下 去 并 不 能 进一步 逼近 极 小 值 点 +", E fE x° +£ 的 区 间 内 围绕 x' 来 
回 振荡 . 这 就 是 说 ， 在 定 步 长 梯度 法 中 ， 步 长 一 经 给 定 ，x“ 的 近似 值 点 的 精确 度 
也 就 确定 了 . 作为 一 种 简单 的 补救 办 法 ， 在 远离 极 小 值 点 时 ， 步 长 可 取得 大 一 些 ， 
ИК; 当 接 近 极 小 值 点 时 步 长 应 当 减 小 ， 以 提高 结果 的 精度 . 

由 定 步 长 梯度 法 得 到 一 个 启示 ， 和 迭代 过 程 中 应 当 取 不 同 的 步 长 值 ， 这 种 方案 
称 为 变 步 长 梯度 法 . 如 果 每 次 迭代 中 使 目标 函数 达到 沿 搜索 方向 的 最 小 值 点 ， 显 
然 能 加 快 计 算 速 度 ， 这 样 的 步 长 称 最 优 步 长 . 因此 ， 最 优 梯度 法 的 选 代 公式 与 
式 (13.3.8) 有 相同 的 形式 ， 但 其 中 的 囚 是 一 维 函 数 p(4)= f [x, - АУ (x ,)] ВЛ 
值 点 ， 即 

g@'(A,)= 0. (13.3.13) 
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这 是 一 个 一 维 搜索 问题 ， 可 用 任 一 种 一 维 搜索 方法 求解 ， 这 里 使 用 解析 方法 . 将 
f[x, -4VYfGero)] 在 xx 的 邻 域 作 泰 勒 展开 ， 根 据 式 (13.1.5)， 得 


f(x, — AVf (х) = fx) - [УРО] Vx) 


A Т..=9 
+5 [Vf] У? f(x, )Vf (x, ), 
H f[x, АУР) АЖЕН О, 8л 0 А, 


-[V æ] Vf(x,) + A, [УРО V2 f(x )Vf(x,) = 0, 
Мо] УР) 


Е [Мх] Vf Cr УРО) (13.3.14) 


4, MARREK. 

由 于 负 梯 度 方向 具有 最 速 下 降 性 质 ， 一 般 容 易 认 为 这 是 理想 的 搜索 方向 . 实 
Ех 点 的 负 梯 度 方 向 仅 在 xx 点 附近 才 具 有 最 速 下 降 性 质 ， 是 局 部 最 优 而 不 是 
全 局 最 优 . 最 优 步 长 法 的 实际 使 用 表明 ， 开 始 几 次 迭代 中 ， 步 长 比较 大 ， 自 变量 
的 改变 和 函数 值 的 下 降 也 比较 明显 ， 即 收敛 速度 比较 快 . 但 当 接近 极 小 点 时 步 长 
很 小 ， 目 标 函 数值 下 降 很 慢 ， 即 收敛 速度 很 慢 . 特别 是 ， 最 优 梯度 法 是 沿 着 锯齿 
形 的 路 径 向 极 小 值 点 逼近 的 ， 这 一 点 可 证 明 如 下 ; HoA = ffe, -AVFI A 
求 导 ， 得 

ap(4) Of (x, — АУР (x, )) і (х, — AVf (x, )) 


DA (x, AVF) дА 
= (Ми [x Ау] Vf), 


H Ф (4) =О HEE xpa = x, - АУ (х), 18 
[Уи Vf(x,) = 0. (13.3.15) 


可 见 ， 在 相继 的 两 个 迭代 点 上 ， 函 数 f(x ) 的 两 个 梯度 方向 Vf (x ,) fl Vf (x ,,) ЯН 
互 正 交 的 . 例如 , 用 最 优 梯度 法 搜索 一 个 二 维 目标 函数 极 小 值 点 的 过 程 如 图 13.6 中 
的 锯齿 线 所 示 ， 图 中 的 曲线 表示 目标 函数 的 等 值 线 . 由 于 梯度 是 函数 的 局 部 性 质 ， 
局 部 看 来 在 一 点 附近 目标 函数 下 降 虽 然 快 了 ， 但 从 整体 来 看 反而 走 了 弯路 . 

梯度 法 虽然 收敛 速度 较 慢 ， 但 这 只 在 极 小 值 点 附近 才 比 较 明 显 ， 它 的 优点 是 
和 迭代 过 程 简单 ， 一 次 迭代 计算 量 小 ， 而 且 从 远离 极 小 值 点 xz "处 的 初始 点 开始 , 迁 
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代 也 能 收敛 到 极 小 值 点 ， 即 对 迭代 初始 点 要 求 不 严 ,因此 ,利用 它 来 求 得 x 的 近 
似 解 还 是 合适 的 .可 以 在 该 近似 解 的 基础 上 再 使 用 收敛 速度 更 快 的 其 他 方法 ， 如 
13.3.2 节 介 绍 的 牛顿 法 ， 来 求 得 x 的 更 好 的 近似 解 . 


х2 


小 点 


Хх! 


136 ”最 优 梯度 法 搜索 二 维 函 数 极 小 值 点 的 图 示 


13.3.2 ”牛顿 法 


如 13.1 节 引 言 所 述 ， 求 函数 极 值 问题 可 化 为 求解 YF(x* ) =0 的 问题 ， 这 是 n 
个 变量 的 非 线 性 方程 组 . 求解 非 线 性 方程 组 的 最 古老 方法 是 牛顿 法 ， 它 不 但 利用 
了 函数 在 搜索 点 的 梯 点 ,而 且 利 用 了 它 的 二 阶 导数 ， 即 考虑 了 梯度 变化 的 趋势 . 因 
此 ， 牛 顿 法 的 每 一 步 搜索 方向 比 最 优 梯 度 法 有 所 改进 . 

首先 以 一 维 搜索 为 例 . 假定 已 给 出 极 小 值 点 x 的 较 好 近似 次 ， 因 为 连续 可 导 
函数 在 极 小 值 点 附近 的 行为 与 二 次 函数 很 接近 , 所 以 在 附近 可 用 二 次 函数 来 通 
АЖ Р(х), BER л, Xt Рх) 作 泰 勒 展开 并 取 到 二 次 项 ， 


Го) фб) f+ ор) д 


然后 以 二 次 函数 g(x) 的 极 小 值 点 作为 f x) 极 小 值 点 的 新 的 近似 值 x. 由 极 值 的 
必要 条 件 OO )=0 可 得 

Л’) + о) 2) =0. 
由 此 求 出 一 维 搜索 牛顿 法 的 迭代 公式 


Е z е | (13.3.16) 
k 


FRPR HRE E 维 极 值 的 情形 ， 以 上 两 式 变 为 
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Vf) + Ух) 1) =0, 
X, “Xk [уе] Vf (х). (13.3.17) 


牛顿 法 中 止 迭 代 的 判 据 可 选 为 
k... х, |<. 


当 目 标 函 数 f(x) 是 二 次 函数 ，f(x)=g(x), 牛顿 法 求 出 的 极 值 点 解 是 严 
格 正确 的 ， 不 管 初始 点 选 得 怎样 ， 只 需 一 次 和 迭代 就 可 求 得 极 小 值 点 .对 于 非 二 
次 函数 , 由 于 在 极 小 值 点 附近 它 的 行为 与 二 次 函数 很 接近 , 故 牛顿 法 的 收敛 速 
度 也 很 快 ， 可 以 证 明 ， 对 于 牛顿 法 有 

ET E EN 

即 牛 顿 法 是 二 次 收敛 的 

牛顿 法 在 每 次 迄 代 中 要 计算 目标 函数 fx) ВЕРЕ, Es 
而 黑 塞 矩阵 必须 是 非 奇 异 的 ， 否 则 就 不 能 用 牛顿 法 计算 ， 为 了 保证 迭代 过 程 收 伍 ， 
黑 守 矩阵 的 着 阵 必须 正定 . HARRERA лт) 个 二 阶 偏 导数 ， 对 于 高 
维 的 目标 函数 工作 量 很 大 ， 占 用 计算 机 内 存 较 多 ; 求 黑 塞 矩 阵 的 逆 和 矩阵 也 是 既 困 
难 又 费时 的 问题 ， 牛 顿 法 的 另 一 缺点 是 ， 当 目标 函数 不 是 二 次 函数 时 ， 要 求 初始 
点 离 极 小 值 点 不 能 太 远 ， 否 则 不 能 保证 迭代 有 好 的 收 化 性 ， 或 可 能 收敛 向 非 极 小 
值 点 ， 但 在 极 小 值 点 未 知 的 情形 下 要 做 到 这 一 点 是 困难 的 . 如 13.3.1 节 所 述 ， 可 


以 首先 使 用 最 速 下 降 法 找到 一 个 较 好 的 极 小 值 点 的 近似 作为 牛顿 法 的 初始 值 ， 以 
此 克服 这 一 困难 .克服 对 初始 点 要 求 苛刻 的 另 一 种 途径 是 利用 阻尼 牛顿 法 . 令 


2 —1 
р =-[У?/(жь)] Уу), (13.3.18) 


代 人 牛顿 法 迭代 公式 (13.3.17) 并 与 最 速 下 降 法 迭代 公式 (13.3.9) 作 比较 可 知 ， 牛 顿 
法 相当 于 搜索 方向 p, (由 式 (13.3.18) 定 义 ), ЕК А, =1 的 最 速 下 降 法 . 这 里 p, 和 
丸 分 别称 为 牛顿 搜索 方向 和 牛顿 步 长 .在 阻尼 牛顿 法 中 ， 是 将 定 步 长 改变 为 最 优 
步 长 ， 因 而 它 的 迭代 公式 可 写成 

Kir = Xy + A Рь, (13.3.19) 


其 中 入 满足 
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f(x, + Льрь) = min f (x, + 4 рь). (13.3.20) 


么 可 用 一 维 搜索 方法 或 式 (13.3.14) 求 出 ， 阻尼 牛顿 法 保持 了 牛顿 法 的 二 次 收敛 特 
性 ， 对 初始 点 又 没有 过 于 苛刻 的 要 求 ， 但 需要 计算 黑 塞 矩 阵 的 逆 阵 的 要 求 仍然 存 
在 . 


13.33 HEADER A 


当 目 标 函数 是 n Æ KRA, MARRA АГИЕВ n 次 一 维 搜索 内 
找到 极 小 值 点 ， 这 种 性 质 称 为 二 次 截止 性 质 (注意 与 二 次 收敛 相 区 别 )， 对 于 非 二 
次 函数 ， 只 要 它 具 有 连续 二 阶 导数 ， 在 极 小 值 点 附近 目标 函数 可 用 二 次 函数 作为 
近似 ,因而 共 亏 方向 法 也 相当 有 效 . 它 克 服 了 梯度 法 收敛 慢 、 牛 顿 法 计算 量 大 的 缺 


Ж. 
НАЛЕ ЫК. H H nxn 对 称 正定 矩阵 ,如 任意 n 维 向 量 p;,p ， 
满足 
T _ 5. 
p Bp =®, 18], (13.3.21) 
р; Hp, +0, 
则 称 向 量 pipj ЕН ЗЕ. ШЕ Н = 1, ( 单 位 矩阵 )， 则 有 
pip; = 0 (i= j); pi p, #0. 
即 p;,p (i= j) НЕК. MAH ЗЕЕ НОГ, EXE H - 


共 斩 的 特殊 情形 . 
现在 对 共 罗 向 量 的 性 质 稍 加 讨论 . 设 有 -组 m 个 n 维 向 量 p1,p，,…,pn 彼 此 如 - 
HH, М р-р, 一 定 线 性 无 关 ， 证明 如 下 : 如 有 一 组 数 @，…,Q 满足 


ар! + + Ри =0, 


则 一 定 有 
Pi H(apit+anpn)= pi HO=0, i=1,…,m, 
B Zap Hp =0, i,j=1,2,--...m. 
j 
将 式 (13.3.21) 代 入 得 


=0, i=], 2，…, m. 


‚490. 实验 物理 中 的 概率 和 统计 


所 以 p1,P，,，…,pn 线性 无 关 . 

由 于 n 维 向 量 组 最 大 的 线性 无 关 的 向 量 个 数 是 n ,所 以 n 维 向 量 空间 最 多 可 以 
找 出 n 个 彼此 五 - 共 思 的 向 量 ， 这 个 向 量 构 成 4 维 空间 的 一 个 基 . 

很 容易 由 一 组 m 个 线性 无 关 的 n 维 向 量 d,…d ,来 构造 一 组 m 个 彼此 右 - 共 
HE Po Pn Sp =4, EER Е и] р; =d,i 为 1 一 m 中 的 任意 指标 , 这 
表示 p, 的 选择 有 很 大 的 自由 度 ) ， 容 易 证 明 
= — ри Hd, 

р! Hp, 
Бр &Н-Ж М. EXE, а, 可 用 dd 中 任 一 个 代替 ， 所 以 局 的 构成 也 


有 很 大 的 自由 度 . 进一步 , WE Kin po-pi 是 彼此 总 ЗН, 而 且 它 们 中 的 
每 一 个 都 是 d1,…,d, 的 线性 组 合 ， 通 过 简单 的 计算 知道 


р. =d +ар, а 


k 


т 

Pi Hd, 

Pin “dra 0р, (13.3.22) 
i 2, P; Hp; 


5 popi Н - 共 罗 .由 于 p1…,pi Edo d, 的 线性 组 合 ， 式 (13.3.22) 右 边 第 二 
项 中 pp 的 系数 是 一 标量 , MA pin BEd d n 的 线性 组 合 . Wp, рТ 
表明 的 ， 在 构成 p.i=1,..,m-1BF, 4, 的 选择 都 有 一 定 的 自由 度 ， 所 以 共 轿 向 量 
PibP2……Pnm 不 是 唯一 的 ， 

利用 式 (13.3.22)， 取 上 =1…m-l 从 一 组 т 个 线性 无 关 的 向 量 d1,…,d,, 构 成 


m 个 彼此 如 ИН р-р, ЗЕЕ. 
现在 讨论 二 次 函数 的 极 小 化 问题 . n 维 的 二 次 函数 的 一 般 形式 可 表 为 


уок) = а7Нх +6Тх+с, ХЄЕ", (13.3.23) 
РН пхп ре, Ьп. 设 fx ) 的 极 小 值 点 为 "zxo 为 任 一 给 定 的 初 


始点 . НИИ ро, opni НН НЕ, 它们 构成 ” 维 空间 的 一 个 基 , Ein — 4" n Ht 
向 量 可 唯一 地 表示 成 这 组 向 量 的 线性 组 合 . 因此 ， 向 量 x* -xo 可 表示 为 


x`- xo = Ро ++ pn, 
或 写成 
х'=хо+аро+--+а, рт, (13.3.24) 
这 就 将 f (x ) 的 极 小 化 问题 转化 为 求 n 个 数 a0,…,a,_ 的 问题 . 
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ЗАП Я — PRE H -HHK n CAERE 36 BJ kp hb. 设 xx 为 第 K 
KERA, Мх, ER, Warmip К Рх, ВИЖ, ВИ 


长 WS E 
fx + Ap, ) = min f(x, +Ар,), 
亦 即 
Of (x, + 4p,) -0 
O ha о 
Wix =х,+Ар,, 上 式 相当 于 


[Vf(x,.)] p, =0. 


(13.3.25) 


即 任 一 次 迭代 中 的 搜索 方向 pi 与 下 一 迭代 点 的 梯度 方向 正 交 , 这 一 结果 事实 上 


已 在 最 优 梯度 法 中 导出 ( 见 式 (13.3.15) 并 注意 天 = -УХ(х,)). 
对 于 式 (13.3.23) 所 表示 的 二 次 函数 ， 有 
Vf(x)= Hx +b, 
代 人 式 (13.3.25)， 可 求 得 


y Tao] p, 
у РЕ Hp, 


Hx J Fr ) 的 极 小 值 点 ， 故 对 二 次 函数 应 有 
Vf(x*)= Hx" +b = 0. 
将 式 (13.3.24) 两 边 左 乘 pp 如 НЕ po Hp; =0 (j=1,-,n-1,482 


po Hx° = po Hxo + apo Hpo, 
po Hx° + pob — po Hxo — pab = аор Hpo, 


注意 式 (13.3.26) 及 Vf (x `) =0, ДИЗ 


-pa Vf (xo) = ару Hpo, 


(13.3.26) 


(13.3.27) 


: 492 . 实验 物理 中 的 概率 和 统计 


Po Vf (хо) 
po Нр, 
与 式 (13.3.27) 对 比 可 知 ，ao ЖЕМ xo HRHD I рож Е f(x ) 的 极 小 
值 点 的 最 优 步 长 0 . 
记 
Xi Хо + бро + +G, Ру, 
于 是 


x° =x; +a,p, +. +G, 1р, 
HAUER pH ， 注 意 pt Нр, =0(j =k+1,…,n 一 1), 得 到 
РЕНХ" = p; Hx, + a, pr Нр, 


作 类 似 于 上 面 的 推导 ， 得 


WD puqis i (13.3.28) 
р, Нр, 
与 式 (13.3.27) 比 较 可 知 ，ax ЖМК х, НЕТ р, 求 二 次 函数 f(x ) 
的 极 小 值 点 的 最 优 步 长 从 . 


由 此 得 出 结论 ; 欲求 式 (13.3.23) 所 示 的 二 次 函数 f(x) 的 极 小 值 点 ， 若 有 了 彼 
ЖН ЗЕ п 2718) PoP p a 可 从 任何 初始 点 xo НН, Н n РЕ 
方向 作 一 维 搜索 ， 求 出 nn 个 最 优 步 长 即 为 系数 a, (Е =0,1,---п-1), 代入 
式 (13.3.24)， 即 求 得 极 小 值 点 x" ， 这 就 是 共 纯 方向 法 的 要 点 ， 由 于 & 可 以 为 0， 
所 以 最 多 作 nn 次 一 维 搜索 就 可 解 得 f(x ) 的 极 小 值 点 . 

当 f(x) 不 是 二 次 函数 时 ， 在 所 有 迭代 点 x ， 利 用 二 次 函数 p(x ) ( f(x ) КЗ 
勒 展开 取 到 二 次 项 ) 作 为 f(x ) 的 近似 


Р(х) = ф(х) = f(x,)+ (x х)  Vf(x,) 
+ -x,) V? f(x, Xx- x,), 


R gi(x) 的 极 小 值 作为 新 的 迭代 点 , AE EDER, 5.3.23) 
对 比 知 ， 这 时 式 中 的 总 就 成 为 目标 函数 的 黑 塞 矩 阵 . 每 迭代 一 个 点 便 依 上 式 更 换 


一 个 二 次 函数 ， 直 到 满足 迭代 中 止 判 据 


14 nb 一 -wetrnh Fr z. sZ 


м — << ` 
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k. -x [<= R fæle 


ХЕ, х. 取 为 近似 极 小 值 点 . 
前 面 已 述 ， 共 轿 方向 的 选取 有 很 大 的 任意 性 ， 用 不 同方 式 产生 其 轿 方向 就 得 
到 共 思 方 向 法 的 不 同方 案 . 产生 一 组 共 堪 方向 的 最 简单 方法 是 利用 n 维 坐标 空间 
中 的 n 个 坐标 单位 向 量 e;(i=1,2,…,n) 作为 一 组 线性 无 关 的 向 量 
el = (1,0,0,-..,0,0), 
e, = (0,1,0,:::,0,0), 


е, = (0,0,0,..-,0,1). 


Sd, =e; ‚КЛ (З.3.22) i — H n ТЕЖ р, „р. НУЖЕН 
用 到 黑 塞 和 矩阵 ,所 以 对 于 一 般 的 目标 函数 , 每 迭代 一 次 要 计算 一 次 二 阶 导数 矩阵 ， 


这 一 缺点 与 牛顿 法 一 样 未 得 到 克服 . 
我 们 可 以 只 利用 式 (13.3.23) 所 示 的 目标 函数 f(x ) 的 梯度 来 构造 一 组 共 斩 方 


向 ， 以 避免 黑 塞 矩 阵 的 繁杂 计算 ， 这 种 方案 既 用 到 目标 函数 梯度 ， 又 用 到 共 配 方 
i], ИЖЕ. RARER AREE 1964 年 弗 莱 彻 和 吕 伍 斯 
(Fletcher，Reeves) 提 出 的 方案 . 

设 已 求 得 二 次 函数 f(x) 在 xo 和 x 点 的 梯度 go=Vf(xo) 和 gi=Vf(x1) , Hi 
式 (13.3.26) 易 得 


gı -8o =H (x, -хо). (13.3.29) 
任何 与 Ag = 8 -go 正 交 的 矢量 p 5 Ar =x, -xo H -390, AA 
p (g -go)= p H(x— x) =0. (13.3.30) 


利用 这 一 性 质 ， 可 以 无 须 二 阶 导数 矩阵 H АЯНА, ОВСА ВЕНЕВ ЗЕЕ 


方向 . 
ЗЕНИТ. МЕХ 出 发 , 第 一 次 搜索 方向 
是 xo 点 的 最 速 下 降 方向 即 po = -go. 沿 该 方向 按 最 优 梯度 法 找到 的 极 小 值 点 记 为 
x |, Вр 


x -Xo =Apo. (13.3.31) 


Ex 点 梯度 记 为 g1. RHR, 下 一 搜索 方向 局 ИБ po f Ik, H - 6, р, 1] 
由 po 和 8 的 线性 组 合 构成 
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p i= tp: (13.3.32) 
ЗЕРЕН 
pi Hpo = 0, 
代入 式 (13.3.31)， 即 为 
p| H(x, - x0)=0. 


将 式 (13.3.32) 代 和 并 注意 式 (13.3.29)， 有 


(-8 + aP)" Н(х, — xo) = (-8, -aopo)T(8 — go) = 0. 


由 式 (13.3.25) 知 
варь = 0, 
令 k=0 并 代入 前 式 ， 求 得 
Е вв. (13.3.33) 
5080 


ЖАН З.3.32) — EHR Y ЯН ЗЕЯЕ riel р. ЖДО АГЕ ТЖ n 4° 3550. 
方向 ， 一 般 性 的 公式 是 


Ро = -80> 

Рем = в tP 
т 

а, = Вы, k=0,1,--.,.n—2. (13.3.34) 
Br Bk 


这 样 产生 的 n 个 方向 中 的 任 一 个 与 其 余 n-1 ВИК H -3658. 

可 以 证 明 ， 如果 取 po -go ， 对 于 一 个 二 次 函数 的 目标 函数 ， 弗 莱 丘 - 吕 伍 斯 
共 因 梯度 法 有 时 n 步 之 内 不 能 达到 极 小 值 点 ， 这 时 应 将 n 次 搜索 后 到 达 的 变量 点 
xn 作为 新 的 初始 值 zxo ， 用 共 罗 梯 度 法 进行 新 的 一 周期 ”次 搜索 ， 才 能 收敛 到 极 
小 值 点， 否则 有 可 能 无 休止 地 迭代 下 去 . 

对 于 非 二 次 函数 ， 可 用 


8р8 8118, (13.3.35) 


а, = 
gk £ 
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代替 式 (13.3.34) 中 的 系数 a . 

共 斩 梯 度 法 因为 也 是 共 斩 方 向 法 ， 所 以 也 有 二 次 截止 的 性 质 ， 它 的 优点 是 不 
必 计 算 二 阶 导数 矩阵 ， 因 而 节省 了 计算 机 存储 和 计算 工作 量 ; 它 的 收敛 速度 虽 不 
如 牛顿 法 但 比 最 优 梯度 法 快 ， 计 算 量 比 梯度 法 大 但 小 于 牛顿 法 ， 共 因 梯 度 法 的 程 
序 框图 见 图 13.7. 


给 定 


x e E";e>0 


80 = Vf (xo) 
po = 80, = 0 


ЖА min f(x, + Арь) = f(x, + À, p.) 


Хь = Xx, + hp 
Brn = Vf (Xka) 


2 
_ вы] -8in8 
а; = я 
le.l 
Prai = Ery + G,P, 


#137 共 因 é 梯 度 法 程序 框图 


13.3.4 ЖКЖ 


变 尺度 法 在 1959 年 由 戴 维 登 (Davidon) 首 先 提出 1963 FA A EARR 
(PowelD) 所 简化 ， 所 以 也 称 为 DFP 方法 . 它 与 共 思 梯度 法 一 样 ， 是 为 了 克服 梯度 
法 收敛 慢 、 牛 顿 法 计算 量 大 的 缺点 而 提出 的 . 

记得 牛顿 法 的 迭代 公式 是 
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Хун =Х, +ЖРь, 
E+ p, 是 牛顿 搜索 方向 ， 它 可 表示 为 
pe=-[Vif()] fe )=-[HG Г 8. 


TER НЕ ЕН РЕНО НЕВЕ [НО] 这 个 缺点 ,利用 一 个 nxn 
矩阵 水 来 逼近 [如 (ex)] ， 即 取 搜 索 方向 为 


Pr = -A x, (13.3.36) 
А 称 为 方向 矩阵 ， 要 求 满足 迭代 关系 
Are = А, +AA, (13.3.37) 


А, НИЖЕ A, 及 АА, 的 表 式 ， 就 建立 了 A 的 迭代 公式 . 
这 里 我 们 不 加 证 明 地 给 出 DFP 方法 中 AA, 的 表 式 如 下 : 


ДА, = В, — Ci» 
_ Ax) (Ax, )' 
(Ax,)'Ag, ' 
T 
ç = 4044) (13.3.38) 
Ag, AAg, 


其 中 Ag, Ен TE АХ, = 工人 TX; Хе EE х, 出 发 进行 一 维 搜索 确定 最 优 步 
КА 后 求 得 的 下 一 迭代 点 ， 即 


=k 


min f(x, HAP) = Р(х, +А,рь) = бд); 


В.С, ВЕ пхп ВЕ. — ЖЕ А, МУЗЕЕ A 取 为 单位 矩阵 加 ， 于 是 
Аа = 4 +44, = А, + ДА +AA +... 
ГУУ Еу у (13.3.39) 
120 i=0 #20 
由 以 上 所 述 ， 得 到 DFP 变 尺度 法 的 迭代 步骤 如 下 : 


(1) 给 定 初始 点 xo ЕЕ", ЕН Е. 
(2) 05%, А, =1,. 
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(3) Же, =У/(х, ), p, = А81. 
(4) р, 进行 一 维 搜索 确定 最 优 步 长 4, ИГ КЕ х, 


min f (x, +Ар,) = f(x, +Àp,)= Ла); 


(5) Ах, =х, х, Een = Vf (жа), Аххх, Ë |Ах, |<, 8 lel <E, 
则 求 出 最 优 解 x* x x. 迭代 停止 ;否则 进行 下 一 步 . 

(6) 若 上 = 站， 则 zk 之 xo, 转 向 (2); 否则 进行 下 一 步 . 

(7) 按 式 (13.3.38) 和 式 (13.3.39) 求 出 Аи, + +1= k, 5 813). 

可 以 证 明 ， 变 尺度 法 有 以 下 性 质 : 

(1) ЖЕРЕ А, ХЕХЕ, ША, 也 为 正定 . 

(2) 对 于 式 (13.3.23) 所 表示 的 二 次 (目标 ) 函 数 f(x ) 有 

(а) 在 最 优点 方向 矩阵 水 收敛 于 f(x ) 的 二 阶 导数 矩阵 的 逆 阵 [ 互 (Cz)] '. 

(b) 相连 的 两 次 迭代 中 的 搜索 方向 是 总 -ЗЕ5Е НО, BD ОЕР 法 既是 阻尼 牛顿 法 ， 
又 是 共 罗 梯 度 法 ， 因 此 具有 二 次 截止 性 质 ， 即 在 半 次 和 迭代 内 收敛 到 极 小 值 点 . 

对 于 一 般 的 目标 函数 ， 可 在 每 个 迭代 点 用 二 次 函数 作为 近似 ,这 时 和 矩阵 入 JF 
能 很 快 收敛 . 

由 于 变 尺 度 法 也 是 共 固 梯度 法 ， 如 同 13.3.3 节 所 述 ， 在 n 次 迭代 后 ， 如 果 尚 
未 收敛 到 极 小 值 点 ， 应 将 变量 点 x > хо, 重新 开始 新 的 周期 的 迭代 ， 这 就 是 迭代 
ЖЕНИЯ. 

25 К ВЕРЕ ИВО ВЕЛ ЗЕЕ НЕВЕ БЕ ВЕ 2 18], ЗЕЕ — РЕН 
ВВК. CRA HARRA ARARA, ELARRE RAA 
方法 之 一 . 

20 世纪 60 年 代 后 期 大 量 使 用 DFP 方法 发 现 ， 对 某 些 问题 它 的 解 在 稳定 性 方 
面 存 在 一 些 问题 . 1970 Æ, # f (Вгоудеп), #34 Fletcher), EIT 
(Goldstein)， 香 农 (Shannon) 等 人 导出 了 更 稳定 的 算法 ， 简 称 BFGS 变 尺 度 法 ， 它 
的 迭代 公式 为 


, = 1 zi Ag, Ах Ах T 
А. 4 "| ) 


+ Zi (z)" 

(z) Ag, 
Неа, = А, Де, А, 是 BFGS 变 尺 度 法 的 迭代 和 矩阵 ，4 ,为 DFP 变 尺 度 法 的 迭 
代 和 矩阵 ，BFGS 法 用 于 高 维 目标 函数 有 较 好 的 稳定 性 . 


—Ах, (2, у -Z (Ах, у} 
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134 无 约束 nn 维 极 值 的 直接 方法 


13.3 节 描述 的 方法 都 用 到 目标 函数 f(x ) 的 一 阶 或 二 阶 导数 Vf(x),V?f(x). 但 
实 标 问题 中 的 目标 函数 有 时 很 复杂 ， 有 的 甚至 没有 明显 的 解析 表达 式 ， 只 有 函数 
值 与 变量 的 对 应 关系 ， 因 而 导数 难以 求 得 或 根本 不 存在 ， 有 时 虽然 可 用 数值 方法 
求 出 一 阶 、 二 阶 导 数 ， 但 大 大 增加 了 计算 工作 量 ， 在 这 种 情形 下 ， 利 用 直接 方法 
比较 适宜 ， 直 接 方法 的 优点 是 对 目标 函数 的 解析 性 质 没有 太 多 的 要 求 ， 因 而 适用 
面 较 宽 ; 反 过 来 正 因为 它 不 利用 函数 的 解析 性 质 ， 难 以 判断 函数 的 变化 趋势 ， 所 
以 收敛 速度 较 慢 ， 计 算 量 往往 按 变 量 维 数 “的 寡 次 增加 ， 导 致 它 在 高 维 问题 上 应 
用 的 极 大 困难 . 


13.4.1 坐标 轮换 法 


坐标 轮换 法 又 称 变量 轮换 法 ， 这 是 一 种 最 古老 的 多 维 搜索 方案 ， 对 于 n 维 目 
标 函 数 的 极 小 值 问题 ， 它 的 迭代 过 程 是 沿 着 nn 个 不 同 的 坐标 方向 轮换 地 进行 一 维 
搜索 ， 设 初始 点 表示 为 xo = (00,0), 首先 对 一 个 变量 ， 例 如 ， 双 进行 一 
维 寻 优 而 保持 其 余 n-1 个 变量 值 不 变 ， 找 到 的 第 一 个 极 小 点 令 为 xi ; 然后 对 第 二 
个 变量 ХО 进行 一 维 寻 优 而 保持 其 余 n-1 个 变量 值 不 变 ， 找 到 第 二 个 极 小 点 ， 令 
为 x，; 依次 对 所 有 n 个 变量 作 类 似 的 寻 优 ， 得 到 第 n 个 极 小 点 为 x, ， 这 就 完成 
了 一 次 迭代 . р, -zxol < es,s 为 预先 给 定 的 误差 控制 常数 ， 则 zx, 取 为 近似 极 小 
值 点 ， 选 代 中 止 ， 否 则 令 ro =xr,, 重 复 以 上 和 迭代 过 程 ， 一 - 维 寻 优 可 用 132 节 中 介 
绍 的 任何 一 种 方法 . 

坐标 轮换 法 的 收敛 速度 与 目标 函数 的 形状 有 直接 关系 .以 二 元 函数 为 例 ， 有 
以 下 几 种 情况 : 

(1) 目标 函数 等 值 线 为 圆 或 长 、 短 轴 平行 于 坐标 轴 的 椭圆 ， 则 两 次 一 维 搜索 
即 可 达到 极 小 值 点 . 这 种 情形 如 图 13.8(a) 所 示 , 图 中 曲线 表示 目标 函数 的 等 值 线 ， 
直线 段 表 示 一 维 寻 优 的 搜索 方向 和 步 长 . 

(2) 目标 函数 等 值 线 为 长 、 短 轴 不 平行 于 坐标 轴 的 椭圆 ， 则 要 多 于 两 次 的 一 
维 搜索 才能 达到 极 小 值 点 ， 见 图 13.8(b). 

(3) 对 于 函数 等 值 线 如 图 13.8(c) 所 示 的 目标 函数 ， 存 在 着 与 坐标 轴 不 相 平 行 
的 “光线 ”， 本 来 沿 着 消 线 方向 寻 优 是 比较 好 的 搜索 方向 ， 可 由 少数 步 一 维 搜 
索 即 达到 极 小 ， 但 坐标 轮换 法 的 一 维 搜索 沿 着 平行 于 坐标 轴 方 向 进行 ， 因 此 收敛 
速度 极 慢 


第 十 三 章 “ 极 小 化 方法 . 499. 


х) 


(а) (b) 
图 13.8 


Рл ФВ О, ,х,), 如果 共 需 т 次 迭代 能 收敛 到 极 小 点 , 每 次 
和 迭代 有 壮 个 一 维 搜索 ， 假 定 每 次 一 维 搜索 平均 要 计算 号 次 目标 函数 值 ， 则 达到 极 
小 值 点 需 计 算 的 目标 函数 值 次 数 上 为 上 = mp “对 于 高 维 极 小 化 问题 ,大 值 往往 非常 
大 ， 使 得 坐标 轮换 法 实际 上 无 法 完成 . 


1342 ” 霍 克 - 吉 弗 斯 模式 搜索 法 


该 方法 又 称 步 长 加 速 法 ， 是 霍 克 - 吉 弗 斯 (Hooke-Jeeves)1961 年 提出 的 . 13.4.1 
节 中 我 们 看 到 ， 沿 目标 函数 的 脊 线 方 向 搜索 是 到 达 极 小 值 点 的 有 利 方 向 ， 本 方法 
正 是 近似 地 沿 消 线 方向 进行 搜索 的 方法 ， 它 的 基本 思想 是 ， 进 行 试验 性 搜索 后 发 
现 ， 沿 某 个 方向 移动 能 使 目标 函数 值 减 小 ， 则 继续 没 该 方向 移动 可 能 是 有 效 的 . 

模式 搜索 中 包含 两 类 “移动 ”: 探测 移动 和 模式 移动 .前 者 是 为 了 寻找 目标 
函数 的 下 降 方 向 ， 后 者 是 沿 着 该 方向 寻找 极 小 值 点 . 

设 目标 函数 为 fx ),x e Е". 给 定 初始 点 xzo 和 步 长 向 量 w = {aaay ， 
Же, 为 n 维 空间 中 第 i 个 坐标 轴 的 单位 向 量 ， 例 如 ，el = (1,0,---,0)", 
e, ={0,0…,] ， 像 所 有 的 极 小 化 问题 一 样 ， 关 键 是 找 出 从 第 上 个 和 迭代 点 zx 到 下 
一 个 迭代 点 xs 的 公式 . 

在 探测 移动 中 , 是 用 给 定 的 步 长 向 量 а 用 坐标 轮换 法 进行 搜索 . Мх, 出 发 先 
沿 第 一 个 坐标 轴 方向 取 试 验 点 zx 名 ех ае, H f Лао) < f (x) 来 决定 上 式 
右边 的 正 负 号 ; 车 这 样 两 次 试验 不 能 找到 使 函数 值 下 降 的 x ША х0 =r, 
第 一 个 坐标 轴 方 向 的 探测 移动 完成 .再 从 x 出 发 沿 e, 方 向 作 探 测 移动 ， 依 次 进 
行 下 去 完成 n 个 方向 的 探测 移动 后 求 得 xL”. 车 有 x x ， 则 完成 了 这 一 次 (第 
k 次 ) 和 迭代 的 探测 移动 ; 2, # xi =x, 则 没有 找到 目标 函数 值 下 降 的 方向 ， 应 
该 缩小 步 长 令 w = Ва, В 为 小 于 1 的 正常 数 ， 再 进行 第 上 次 迭代 的 探测 移动 ,直到 
完成 为 止 . 如 果 几 次 缩小 步 长 , 6848 [а] <В Е х" =х, , 则 这 时 | 上 vf (хе, | 
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EFO, AREE, х, 取 为 近似 极 小 点 . 

现 假定 第 k 次 探测 移动 成 功 ， 即 xf 2 r Ах” - r, 可 认为 是 目标 函数 在 
х, 点 附近 下 降 较 快 的 方向 ， 下 一 步 是 进行 模式 移动 ， 从 x 中 点 出 发 ， 沿 方向 
p = xÜ) 一 x ПЪК А =1 作 一 维 搜索 ， 求 出 新 的 试验 点 x, : 


— ү(") Ir(n) 
Хап = Te ЖА рь = 2х1" -Xh 


然后 从 x' 出 发 进行 探测 移动 ， 得 到 点 +,1 ， 这 时 有 以 下 两 种 情况 : 
(1) РО) < f(r") ， 则 第 次 迭代 全 部 完成 ， 得 到 新 迭代 点 Ху: 


ME x еЁ";5>0,0<Д<1 
jriCa;e,.e,. e, 
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Gb p) 
Xe 2х +G, 


fath) < Га”) 


Ра 13.9 
(а) 模式 搜索 法 程序 框图 ; (b) 探测 功能 块 程序 框图 


(2) fæ 2 Рос), ， 说 明 模式 移动 得 到 的 点 不 满足 目标 函数 值 下 降 这 一 要 
Ж, В, ЖА х 点 出 发 ， 减 小 步 长 w 进 行 探测 移动 ， 即 在 两 次 探测 性 移动 之 
间 没 有 作 模 式 移动 . 

模式 搜索 法 的 程序 框图 如 图 13.9 所 示 . 

模式 搜索 法 编制 程序 容易 ， 计 算 结 果 可 靠 ， 但 需要 作 大 量 的 函数 值 计 算 ， 它 
的 收敛 速度 比较 慢 ， 尤 其 在 最 优点 附近 是 如 此 . 


13.4.3 ” 罗 森 布 洛克 转轴 法 


罗 森 布 洛克 (Rosenbrock) 搜 索 方法 的 基本 步骤 如 下 : 从 某 个 初始 点 加 e Е" 出 
发 , 沿 n 维 坐标 单位 向 量 e;(i=1,2,…,n) 进行 п 次 一 维 搜索 ,得 到 下 一 -个 迭代 点 x ， 
这 就 是 13.4.1 节 描 述 的 坐标 轮换 法 的 一 次 迭代 过 程 ， 方 向 x -xo 是 目标 函数 下 降 
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较 快 的 方向 ， 于 是 我 们 构造 一 组 п 个 相互 正 交 的 单位 向 量 p1,p,,…,p， 作为 新 的 
“坐标 ”方向 ， 其 中 pp1=x1 一 xo。， 然 后 沿 这 组 新 的 “坐标 ”方向 再 进行 坐标 轮换 
的 n 次 搜索 , 依次 迭代 下 去 ， 直 到 满足 某 个 迭代 中 止 准则 为 止 . 每 进行 一 次 迭代 ， 
即 每 构造 一 组 正 交 向 量 ， 相 当 于 在 п 维 空间 中 将 原来 的 坐标 轴 作 转 动 ， 所 以 这 种 


方法 又 称 为 转轴 法 . 
由 以 上 叙述 可 见 ， 转 轴 法 的 关键 在 于 找到 某 种 方案 ， 根 据 第 个 迭代 点 xx ， 


以 及 由 x,_! 求 得 的 一 组 单位 正 交 向 量 р, p,,…, p, ， 来 算出 第 次 迭代 的 一 组 正 
交 单位 向 量 pl, p;,…, р,, ЖФ p 必定 为 
Xl 
аз] 
可 以 证 明 ， 若 ру, e р, 是 线性 无 关 的 n 个 向 量 ，4 是 nxn 非 奇异 矩阵 ， 则 
运算 


7=рТА, ј=1,2,---,п (13.4.1) 


得 到 的 п ХАЖ д, c. q, 一 定 是 线性 无 关 的 . 而 由 下 式 表 示 的 格拉 姆 - 施 密 特 
(Gram-Schmidb) 正 交 化 过 程 ， 可 由 线性 无 关 的 于 个 向 量 94，…,9, 产 生 一 组 п 个 正 
交 单 位 向 量 ру, …, р,, 


Pi =Q. 


j-1 
p; ла Уа j=2,3,.…,n, 


-q" P; | | (13.4.2) 
а; = 四 9 i=1,2,.…, ]-1, 

(p: )p, 
p =p ј=12,--,п. 


现在 设 由 zt- 求 得 xx 的 一 组 单位 正 交 向 量 (它们 是 线性 无 关 的 )， 即 式 (13.4.1) 
中 的 p, Posts р, 要 使 式 (13.4.2) 中 的 pi, …, ps 能 取 作 新 的 坐标 方向 ， 则 应 有 


pi =q =X; -X (13.4.3) 
这 可 通过 适当 选取 式 (13.4.1) 中 的 和 矩阵 4 来 达到 
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я 
0 


h А 
4=| № + № ; (13.4.4) 


An А, А + AÀ 


XE A,A A, 是 从 xl 出 发 ， 沿 PP2，……Pn 作 一 维 寻 优 达到 xx 时 的 最 优 步 
K, Bp 
X, Xk FAPI HAP ++ „ри. 
ЖА #0, j=1,2,…,n ， 则 明显 有 
ПРИ 


即 满足 矩阵 А 为 非 奇 异 的 要 求 ， 此 时 ， 根 据 式 (13.4.1)， 有 
pi =) An = Ар ++ ЯР, ==, 


因此 ， 条 件 式 (13.4.3) 得 到 满足 . 

这 样 ， 由 前 一 次 迭代 中 的 正 交 单 位 矢量 组 pl, …, р, 和 从 x 到 x 的 一 维 寻 
优 决定 的 矩阵 4 式 (13.4.4), 可 通过 式 (13.4.1), 式 (13.4.2) 求 得 下 一 次 迭代 中 的 正 交 
单位 向 量 组 p1, …,p,. 

沿 一 组 正 交 向 量 p,, …, p, 的 一 维 寻 优 可 按 模式 搜索 法 中 “探测 移动 ”的 方式 
进行 ， 即 若 沿 p; 方 向 按 一 定 步 长 搜索 的 一 次 移动 未 能 找到 使 函数 值 下降 的 点 ， 可 
缩小 步 长 后 再 进行 试验 ， 直 到 试验 成 功 ， 这 时 ， 黎 0， 如 果 沿 某 个 方向 p ;不 可 
能 找到 函数 值 下 降 的 点 , 则 相应 于 4 =0, 这 时 算法 便 会 中 断 , 必须 进行 修正 . 设 
nn 个 方向 中 共有 r 个 方向 外 等 于 0， 则 新 的 搜索 方向 pi, p;,…, р, 中 保留 这 + 个 原 
来 的 单位 向 量 p,(i=1, 2,…,7) КАЕ, Д пг МАЕ ру (=, п), 0， 按 
上 面 描述 的 步骤 正 交 化 . 这 ~ 个 原 向 量 和 nr 个 新 向 量 之 间 彼 此 也 是 正 交 的 ， 可 
作为 下 一 次 迭代 中 的 正 交 向 量 组 . 

如 果 在 第 次 迭代 中 ， 用 步 长 w 在 壮 个 正 交 方 向 作 一 维 寻 优 ， 步 长 w 已 减 小 
到 |e| < £ 而 各 个 方向 都 试验 失败 (未 能 找到 目标 函数 下 降 点 )， 则 认为 找到 了 极 小 
值 点 的 近似 值 x = x°. 

转轴 法 的 收敛 速度 比 坐 标 轮换 法 有 较 大 的 改善 ， 特 别 是 对 于 图 13.8(c) 所 示 存 
在 峭 线 的 目标 函数 ， 它 的 收敛 速度 是 比较 快 的 ， 解 的 稳定 性 也 比较 好 ; 但 对 高 维 
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目标 函数 ， 其 收敛 速度 下 降 . 
13.4.4 ”单纯 形 法 


单纯 形 法 1962 年 由 斯 潘 利 (Spendley), 赫 克 斯 特 (Hext) , 希 姆 斯 沃 思 (Himswortb) 
等 人 提出 1965 年 内 尔 德 (Nelder)， 米 德 (Mead) 对 它 作 了 改进 . 

所 谓 单纯 形 是 指 n 维 空间 中 有 n+1 个 顶点 的 凸 包 ， 例 如， 一 维 空间 中 有 两 个 
顶点 的 直线 段 ， 二 维 空间 中 有 三 个 顶点 的 三 角形 ， 三 维 空间 中 有 四 个 顶点 的 四 面 
体 等 ( 见 图 13.10). 


图 13.10 一 、 二 、 三 维 空间 中 的 单纯 形 


单纯 形 法 的 基本 思想 是 ， 将 n 维 空间 中 一 个 单纯 形 的 n 个 顶点 处 的 目标 函 
数值 加 以 比较 ， 丢 掉 其 中 函数 值 最 大 的 点 ， 并 按 一 定 规则 进行 探测 性 搜索 ， 寻 找 
出 一 个 函数 值 较 低 的 新 顶点 ， 与 其 余 n 个 保留 顶点 构成 新 的 单纯 形 ， 如 此 迭代 下 
去 直到 满足 一 定 的 迭代 中 止 判 据 为 止 。 可见， 单纯 形 法 包含 两 方面 的 问题 ， 首 先 
是 初始 单纯 形 的 构成 ， 其 次 是 迭代 过 程 . 

首先 讨论 初始 单纯 形 的 构成 。 以 二 维 问题 为 例 ， 单 纯 形 是 三 角形 ; 若 三 个 顶 
点 落 在 同一 直线 上 ， 则 变 成 了 一 维 问题 ， 即 平面 上 找 极 小 的 问题 变 成 在 直线 上 找 
极 小 ， 这 种 情形 称 为 退化 .退化 是 我 们 所 不 希望 的 ， 防 止 退化 的 方法 是 使 三 个 顶 
点 之 间 边 长 相等 ， 这 样 的 三 个 顶点 不 可 能 落 在 同一 直线 上 .这 一 概念 推广 到 n 维 
空间 的 一 般 情 形 便 得 到 正规 单纯 形 的 概念 ， 即 任何 两 个 顶点 间距 离 都 相等 的 n+1 
个 点 构成 n 维 空间 中 的 正规 单纯 形 .正规 单纯 形 可 以 作为 初始 单纯 形 ， 具 体 产生 
方法 如 下 : 对 于 给 定 初始 点 xo 和 边 长 a( 两 个 顶点 间 的 距离 )， 令 


Е Vn+l+n— ув+і+а 1 _ Уп+1-1 [1 (13.4.5) 
mvV2 nV2 


п 维 正规 单纯 形 ntl 个 顶点 的 坐标 记 为 x0,x1,…,x, ， 那 么 x ;的 第 i 个 分 量 x 中 可 
由 下 式 求 得 ; 
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x) = +q, i= j, i, j=1, 2,.…, n, 
xP =P +р, j=1,2,.,n. 


(13.4.6) 


下 面 讨论 迭代 过 程 , 即 由 已 知 的 n+1 个 顶点 xo,x1,…,x*, 构 成 的 单纯 形 , 比较 
各 顶点 的 函数 值 ， 去 掉 函 数值 最 大 的 点 ， 按 一 定 规则 搜索 求 出 函数 值 较 低 的 新 项 
点 ,与 原来 保留 的 个 顶点 构成 新 的 单纯 形 ， 具体 步 又 如 下 : 定义 
Р(х) = тах { f (xo), f(x, 六 f(x,)), 
f(x,) = min[ f (хо), fŒ), f (x,)), 


1 Í 
Xm - ўа а} 


X m 的 几何 意义 是 除 掉 函 数值 最 高 的 顶点 xu 以 外 的 其 余 n ATRA 000 Н. 2А 
代 运 算 由 下 述 四 种 运算 组 成 : 
(1) 反射 . 令 


X, = X, +О(Х, Хр), 


x, ЕЛА Xm НЙТ 一 zh 方向 (zh 指向 rm ) 的 方向 寻找 单纯 形 的 新 顶点 ，a >0 
ЕНН, х, х, Рх, 的 反射 点 ， 因 为 xx 是 目标 函数 值 最 高 的 一 
个 顶点 , 所 以 zw -zh 方向 是 函数 下 降 的 方向 , 沿 该 方向 搜索 可 能 找 出 函数 值 较 低 


的 点 . 
(2) 延伸 . 如 果 反 射 成 功 ， 即 满足 


Роа) <Р), 
说 明 沿 xw -x; 方 向 搜索 是 正确 的 , 于 是 可 以 扩大 搜索 步 长 ， 即 将 点 再 沿 该 方向 作 
延伸 ， 取 
X,,2 = Tm + y(Xx,,I — X, ), 
其 中 y>1 为 给 定 的 延伸 系数 ， 若 延伸 后 有 
SE n2) < fE na) 


WAA Xn 代替 原 顶 点 xn; 反之 ， 若 上 式 不 满足 ， 则 以 zx 代替 原 顶 点 xn ， 与 


保留 的 原来 其 余 п 个 顶点 构成 新 的 单纯 形 . 
(3) 收缩 . 如 果 反 射 失败 ， 即 f(x ,1)> РО), ， 则 可 分 成 几 种 情况 : 


(a) f(rnn) < SE) 
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HE хо, 5, а, P, y 


给 定 初始 单纯 形 边 长 a 
求 出 其 顶点 xi, i=0,1,…,n 


找 出 函数 值 最 高 点 zw， 
ЖК х, 平均 值 点 x, 
Л=Ихжь), ffx) 


Б хаки X mX) 
ЕЙ хиь1) 


延伸 
Хи = x, +7 (хи 一 Xm) 
Ían = f(xn,2) 


Ла? Ў), 
i=0,1,.…,n 


收缩 
Хз = Tm + Blx, Ew Xm) 
Рз = f(xn,3) 


x, = (x, +x,)/2 


i=0,1,:…,n 


计算 fafi) 


R f, = тіп) 
0<:<п 


. 
x =, 


13.11 单纯 形 法 程序 框图 
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Нах, 是 x0,x1,…,x РАЗИНА Лх,) 的 那个 顶点 . 这 时 以 xn 代替 原 顶 
点 x ， 构 成 新 的 单纯 形 . 

(b) fE na) > fx), 
这 时 ， 进 行 收缩 运算 . 又 可 分 为 两 种 情形 : 


shi 则 Хз =X m +P n -X m) 
fna) > f(x,), 则 X n3 = X, + В(х, =X m) 


其 中 0<6<1 为 给 定 的 收缩 系数 . 上 面 两 式 的 含义 是 在 x, (x,) 和 х 的 连 线 内 搜索 
新 的 顶点 以 代替 хь, WR Г (х из) < f(x，), 表 示 收 缩 成 功 , 以 x,,3 代 替 x 构成 新 的 
单纯 形 . 

(4) 缩 边 . 如 果 收 缩 失败 ， 即 fx,,3)> Рось), 则 应 进行 缩 边 ， 保 持 点 x 的 位 
置 不 动 ， 将 所 有 向 量 x, -x (К.К =0,1,---, п) 的 长 度 缩小 一 半 ， 用 


х +058, я) = +), kzl,k=0,1,..……,n 


代替 原来 的 x， 然后 再 进行 反射 试验 . 
单纯 形 法 的 迭代 终止 判 据 可 以 是 


fæ- fGe|< e 


max] -xn|<e， 
这 时 以 函数 值 最 小 的 顶点 如 作为 x# 的 近似 ， 
综合 以 上 所 述 ， 可 给 出 图 13.11 所 示 的 单纯 形 法 程序 框图 . 
单纯 形 法 的 优点 是 不 必 计 算 目 标 函数 的 梯度 ， 也 不 必 按 给 定 方向 进行 一 维 寻 
优 ， 每 次 迭代 只 需要 计算 一 到 二 次 函数 值 . 它 的 收敛 速度 依赖 于 参数 w% 有 y 的 选 
FF, ННЖа=1.0, В=0.5, у=2. 一 般 说 来 ， 单 纯 形 法 是 多 维 无 约束 极 值 问题 的 
直接 法 中 相当 有 效 的 一 种 . 


13.5 ”最 小 二 乘 О? 函数 和 似 然 函 数 的 极 值 问题 


以 上 介绍 的 极 小 化 方法 普遍 适用 于 任意 目标 函数 的 极 小 化 问题 ， 其 中 有 些 方 
法 对 目标 函数 的 唯一 要 求 是 在 极 小 值 点 附近 能 用 二 次 函数 来 逼近 ， 为 了 推演 更 有 
效 的 极 小 化 方法 ， 必 须 充分 利用 目标 函数 本 身 的 特定 性 质 ， 在 参数 估计 中 我 们 看 
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到 ， 最 小 二 乘 0’ 函数 求 极 小 和 似 然 函 数 求 极 大 是 最 小 二 乘法 和 极 大 似 然 法 的 核 
д». 如 第 八 章 和 第 九 章 所 述 , 似 然 方程 和 非 线 性 模型 的 最 小 二 乘 Q? 函数 极 小 化 的 
方程 往往 没有 解析 解 ， 只 能 求助 于 本 节 所 描述 的 数值 迭代 方法 ， 鉴 于 这 两 种 参数 
估计 方法 在 概率 统计 计算 中 的 重要 地 位 ,有 必要 利用 Q? 函数 和 似 然 函数 本 身 的 性 
质 ， 导 出 更 有 效 的 求 极 值 方法 . 


13.5.1 最 小 二 乘 函数 极 值 


最 小 二 乘法 的 核心 问题 是 对 O 函数 求 极 小 值 02,. 在 最 通常 遇 到 的 最 小 二 
乘 问题 中 ，Q? 函数 一 般 可 表示 为 函数 平方 和 的 形式 


QO)=Y pr). (13.5.1) 
1=1 
例如 ， 式 (9.1.1)， 式 (9.1.3)~ 式 (9.1.6) 都 具有 式 (13.5.1) 的 形式 ， 其 中 x 为 待 估计 的 
参数 ，Q"(x) 等 于 极 小 值 Oin ВО х (А х", x" 即 为 参数 的 最 优 解 ， 所 以 参数 的 
最 小 二 乘 估计 问题 等 价 于 目标 函数 


Ро) = 00)= Ў Фі (х), xeE",m>n (13.5.2) 

1=1 
的 极 小 化 问题 ， 其 中 m 为 测量 值 个 数 ， 它 必须 大 于 等 于 待 估计 参数 
x = [n X x 0948 n. Q 函数 的 极 小 化 可 利用 牛顿 法 . 牛顿 法 的 迭代 公式 中 
出 现 目标 函数 的 二 阶 导数 矩阵 ， 而 对 最 小 二 乘 问题 ， 由 于 目标 函数 具有 平方 和 的 
形式 ,可 用 g(x ) 的 一 阶 导数 来 估计 Rx) 的 二 阶 导数 ， 这 就 使 牛顿 法 具有 更 简单 的 


形式 ， 称 为 高 斯 -牛顿 法 . 
考察 hx) 的 二 阶 导数 矩阵 G ， 它 的 nxn 个 元 素 为 


Pfa) 8 8 дф 
С. = = 2а, = 
” дждх, x ax, = gi naa 


m m 2 
25070091 2p, 22 i, ]=1,2, ---,п. 
1 Ôx; Ôx; 14 xx; 


这 时 ， 有 
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ЧАВЕС 是 非 奇异 时 ， 它 是 正定 矩阵 . 
记 


gua) =h, {=1,.…,m, j=1,*…,n, (13.5.3) 
дх; 
即 8 为 тх п, WA 


бу =22 8i8y, і ј=1.2,---,п, 
1=1 


或 写 为 
G=2g"g. (13.5.4) 


又 根据 式 (13.5.2)， 得 


记 


pix) = {p (x), ф(х), =, (х), (13.5.5) 


目标 函数 的 梯度 向 量 可 表示 为 
Vf(xz)=2g (x). (13.5.6) 


将 式 (13.5.4)， 式 (13.5.6) 代 和牛 顿 法 选 代 公式 (13.3.17)， 就 得 出 高 斯 -牛顿 法 的 选 代 
公式 


Xka = Xk -[g; Bk jË (g), f(x,). (13.5.7) 


高 斯 -牛顿 法 用 一 阶 导数 矩阵 8 9(Y) 代 替 牛 顿 法 中 jx) 的 二 阶 导数 矩阵 , 从 而 


大 大 减少 了 计算 量 . 但 如 同 牛顿 法 一 样 ， 对 初始 点 хо 的 选择 要 求 比 较 严 格 ， 要 求 
与 极 小 值 点 x 相距 不 太 远 . 原因 在 于 高 斯 -牛顿 法 利用 了 线性 近似 , 如 与 极 小 值 点 
相距 很 远 ,线性 近似 不 再 有 效 . 但 应 当 指 出 ， 如 果 g(x ) 是 x 的 线性 函数 ， 即 f(x) 


是 x 的 二 次 函数 (这 对 应 于 最 小 二 乘法 的 线性 模型 ) ， 则 二 阶 导数 矩阵 元 Gi 中 


z 
过 马 =0 ， 这 时 线性 化 是 严格 正确 的 ， 对 初始 和 代 点 xo 就 没有 特殊 的 要 求 
ОХ, 


与 牛顿 法 的 修正 (阻尼 牛顿 法 ) 相 同 ， 在 高 斯 -牛顿 法 中 ， 可 视 
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p. = [1 0), | 0070) (13.5.8) 


为 搜索 方向 ， 利 用 阻尼 牛顿 法 迭代 公式 
Хрл = X, +A Prs 

其 中 必 是 使 (x4+ Ap 达到 极 小 的 最 优 步 长 ， 这 一 修正 可 进一步 改善 高 斯 -牛顿 
法 的 收敛 速度 . 
13.5.2 ЖЕН 

设 总 体 了 的 概率 密度 fly 1x) 函 数 形式 为 已 知 ,x = {, х, 为 待 估计 参数 . 
У = (ү, Yy, } 为 总 体 了 的 容量 m 的 子 样 . иие ыы 
当 似 然 函数 

LY в) = лай») 
1=1 


或 它 的 对 数 
In L(Y РЭГ |x) 
1=] 


取 极 大 值 时 的 参数 值 x 即 为 待 估计 参数 的 最 优 估计 ， 因 此 ， 极 大 似 然 法 相当 于 使 
目标 函数 


Е(х)=-У ln f(x)  xeE" (13.5.9) 
1=1 


极 小 化 . 
现在 来 考虑 这 种 特定 形式 函数 的 二 阶 导数 矩阵 G 的 пхп 个 元 素 ， 显 然 ， 


_OF(x)__ ô 
бг дх,Әх дх, дх, Eh fn) 
2. mo 1] N(x) 

x, a f, (x) дх, 


= 1 (z) N(x) 


1-1 Е х) дх, Әх; 
1 


ту. дхдху 
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如 同 高 斯 -牛顿 法 中 一 样 , 在 函数 .Az) 的 线性 近似 下 , 二 阶 导数 项 比 一 阶 导数 项 小 ， 
可 了 予 忽略 ， 因 此 ， 有 


1 f(x) f(x) 


i, j=1,2,.…,n. (13.5.10) 
”f(r) x, дх, 


目标 函数 的 一 阶 导数 可 由 下 法 求 得 : 显然 ， 
BF MD ogan 


, 


j 11 Л(х) ôx; 


定义 mxn 矩阵 8 的 元 素 为 
= то 
8) =) a ) L, n 1=1,---, m. (13.5.11) 
и, (х)=У`8у(х), j=l, =n. (13.5.12) 
1=1 
则 目标 函数 的 梯度 向 量 可 表示 为 
-VF (x) = h(x) = [h (x), №, (х), ---,#,(х)] , (13.5.13) 
而 二 阶 导数 矩阵 С 可 表示 为 
G=g'g. (13.5.14) 


# G 为 非 奇 异 ， 则 总 是 正定 的 . 
将 目标 函数 F(x) 的 一 阶 导数 和 二 阶 导数 的 表达 式 (13.5.13), 式 (13.5.14) 代 人 牛 
顿 法 的 迭代 公式 (13.3.17)， 得 到 


-1 
х= х, +[ 818, | h. (13.5.15) 


因此 ， 在 线性 化 近似 下 ， 利 用 gi g (一 阶 导数 运算 ) 代 替 二 阶 导数 矩阵 ， 减 少 了 
计算 量 ， 加 快 了 迭代 速度 . 

显然 , 这 里 也 可 利用 阻尼 牛顿 法 来 改善 收敛 速度 ,其 步骤 与 13.5.1 节 末 所 述 
的 相 类 似 . 
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13.6 局 部 极 小 和 全 域 极 小 


迄今 为 止 ， 本 章 所 介绍 的 极 小 化 方法 都 是 寻找 局 部 极 小 值 的 ， 至 于 所 找到 的 
极 小 是 否 为 变量 域 的 全 域 极 小 ， 或 者 除 此 之 外 是 否 还 存在 其 他 局 部 极 小 ， 上 述 方 
法 不 能 给 出 任何 信息 、 如 果 目 标 函 数 有 多 个 局 部 极 小 ， 用 前 面 介绍 的 方法 求 出 的 
极 小 值 点 不 能 保证 是 最 接近 于 初始 点 的 那个 局 部 极 小 值 点 ， 事 实 上 ， 在 使 用 这 些 
方法 时 ， 通 常 假定 目标 函数 在 待 求 极 小 值 点 的 区 间 内 是 只 含 一 个 极 小 值 点 的 单 峰 
函数 . 

因此 ， 当 目标 函数 在 待 求 极 小 的 区 间 内 存在 多 个 极 小 时 ， 就 产生 一 个 问题 : 
我 们 要 求 的 究竟 是 什么 样 的 极 小 值 点 ?通常 存在 四 种 情形 ， 

(1) 要求 任意 一 个 极 小 值 的 位 置 ; 

(2) 要 求全 域 极 小 ; 

(3) 要 求 一 个 特定 的 极 小 值 点 ， 它 是 待 解 问题 的 物理 上 正确 的 解 ， 但 不 一 定 
是 全 域 极 小 ; 

(4) 要 求 包含 全 域 极 小 在 内 的 所 有 局 部 极 小 . 

可 能 性 (1D) 是 很 少 遇 见 的 ， 但 最 容易 处 理 ， 因 为 任何 一 种 极 小 化 算法 都 可 以 满 
ERR. 

可 能 性 (2) 比 较 常见 ， 因 为 许多 问题 都 希望 求 出 “费用 ”最 小 的 解 ， 这 正 是 典 
型 的 全 域 极 小 值 问题 ， 虽 然 有 一 些 寻找 全 域 极 小 的 算法 (如 文献 [76]、[77])， 但 都 
没有 指出 终止 闪 代 的 适当 判 据 ， 对 于 变量 空间 存在 上 下 界 ， 或 者 寻找 一 定 区 域内 
的 全 域 极 小 这 种 特殊 情况 ， 下 面 介绍 的 网 格 法 和 随机 搜索 法 可 以 寻找 全 域 极 小 ， 
它们 都 属于 直接 搜索 方法 . 

在 实际 问题 中 ,可 能 性 (3) 最 为 常见 这 时 极 小 值 点 x 中 某 几 个 分 量 的 近似 值 
往往 大 体 已 经 知道 ， 而 所 要 寻找 的 解 离 这 些 近 似 值 不 远 ， 我 们 可 以 应 用 下 述 技巧 
来 保证 求 出 所 需要 的 局 部 极 小 : 将 已 知 的 近似 分 量 值 固定 ， 对 其 余 分 量 进行 极 小 
化 求 出 近似 最 优点 ， 然 后 从 该 点 出 发 ， 对 所 有 分 量 进行 极 小 化 搜索 . 

可 能 性 (4) 这 类 问题 是 最 困难 的 ， 一 种 可 能 的 方法 是 在 维 空间 中 等 间距 地 设 
置 许多 初始 点 ， 从 这 些 点 出 发 逐一 地 搜索 局 部 极 小 ， 显然 , 这 是 代价 极 高 的 做 法 . 


13.6.1 网 格 法 
设 目标 函数 为 flx),x eE", 假定 x 的 取 值 范围 为 已 知 


a, < x, < b,, i=1,2, n. (13.6.1) 
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网 格 法 就 是 在 上 式 给 定 的 n 维 区 间 内 打 网 格 ， 求 出 所 有 网 格 点 上 目标 函数 的 值 并 
进行 比较 , 选 出 函数 值 最 小 的 点 .然后 在 该 点 附近 的 区 间 加 密 网 格 ( 减 小 网 格 点 之 
间 的 距离 ) 再 找 出 函数 值 最 小 的 点 ， 如 此 循环 下 去 ， 直 到 相 邻 网 格 点 之 间 的 距离 都 
小 于 控制 误差 e， 函 数值 最 小 的 位 置 便 是 极 小 点 的 近似 解 。 网 格 可 以 是 等 间距 的 ， 
也 可 以 是 不 等 间距 的 ， 以 均匀 网 格 较为 简便 ， 为 了 不 使 全 域 极 小 被 遗漏 ， 初 始 网 
格 不 能 太 稀 ， 网 格 间距 应 在 计算 中 根据 目标 函数 的 行为 加 以 调整 ， 显然 ， 对 于 高 
维 目标 函数 ， 网 格 点 数目 增长 很 快 ， 因 而 工作 量 极 大 ， 实 际 上 极 少 采用 . 


13.62 ”随机 搜索 法 


最 简单 的 随机 搜索 法 称 为 随机 跳跃 法 ， 它 的 基本 思想 是 在 式 (13.6.1) 限 定 的 变 
量 x 的 区 域内 随机 地 均匀 打点 ， 并 比较 这 些 随机 点 的 函数 值 ， 取 其 最 小 者 为 极 小 
值 点 的 近似 解 . $ т 8:00, 1] 区 间 内 均匀 分 布 的 随机 数列 , 每 产生 一 组 n 个 随机 数 
ri(i=1, 2,…，n)， 可 得 到 符合 式 (13.6.1) 条 件 的 n 维 空间 中 的 一 个 随机 点 


x =a; +(b -a)n i=1,2,.,n. (13.6.2) 


共产 生 J 组 随机 点 ， 并 比较 它们 的 目标 函数 值 ， 其 最 小 者 对 应 的 随机 点 坐标 可 取 
作 近 似 极 小 值 点 ， 为 了 使 近似 极 小 值 点 有 比较 好 的 精度 ，vy 值 应 当 足 够 大 ， 这 样 
便 产生 п] 个 随机 数 ， 显而易见 ， 这 种 方案 对 于 高 维 目标 函数 是 十 分 费时 的 . 

采用 随机 走 步 法 可 以 提高 搜索 效率 ， 从 给 定 的 初 值 хо 开始 迭代 过 程 ， 由 x, 
产生 хь 的 公式 是 


Хи EX +AU, (13.6.3) 
其 中 4 是 给 定 的 初始 搜索 步 长 ， 必 是 单位 随机 向 量 ， 它 定义 为 
m 
пз); par (13.6.4) 


其 中 有 不 是 [-1，+1] 区 间 内 均匀 分 布 随 机 数 . 比较 Их) 和 f(xi) ， 若 
Ли) <S), WE k 次 迭代 成 功 ， 继 续 进行 第 к KER; 反之 ， 若 
Роа) > Рось), 试验 失败 ， 则 随机 地 选择 新 的 单位 随机 向 量 Ui， 直 到 第 下 次 迁 
代 成 功 为 止 。 如 果 经 过 多 次 随 山 向 量 的 选择 仍 不 能 取得 试验 的 成 功 ， 则 应 当 减 小 
步 长 ， 再 进行 试验 . 

如 果 到 第 т 次 迭代 ， 搜 索 步 长 已 小 于 给 定 的 控制 常数 ae, 但 经 多 次 随机 向 量 
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选择 仍 不 能 找到 Xm 满足 
т) < fxm), 


则 xm 取 为 近似 极 小 点 . 
由 以 上 描述 的 步骤 ， 可 给 出 图 13.12 所 示 随 机 走 步 法 的 程序 框图 . 


Xi= Xi, 


fee fa 


Я 13.12 随机 走 步 法 程序 框图 


上 述 随机 走 步 法 采用 了 固定 步 长 4, 也 可 以 在 搜索 过 程 中 改变 步 长 . 如 果 沿 某 
个 随机 方向 克 的 试验 是 成 功 的 (目标 函数 值 下 降 )， 可 以 沿 该 方向 加 大 步 长 搜索 ， 
或 者 沿 该 方向 求 最 优 步 长 ， 即 求 满足 下 式 的 步 长 及 : 


f(x.) = f(x, +4U,)=min f(x, +10, ), 


得 到 下 一 迭代 点 x ， 这 有 助 于 加 快 向 极 小 值 点 收敛 的 速度 . 
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网 格 法 和 随机 搜索 法 都 是 直接 搜索 法 ， 因 而 具有 直接 方法 的 优点 和 缺点 ， 两 
者 相 比 较 ， 随 机 搜索 法 收敛 速度 比 网 格 法 快 ， 但 对 于 高 维 目标 函数 ， 即 使 用 随机 
搜索 法 ， 计 算 量 仍然 极 大 ， 克 服 这 一 缺点 的 途径 之 一 是 ， 首先 用 随机 搜索 法 确定 
全 域 极 小 值 点 所 在 的 大 臻 范围， 然后 在 此 范围 内 用 收敛 速度 快 的 极 小 化 方法 求 出 


全 域 极 小 的 较 精 确 的 近似 值 . 


13.7 约束 n 维 极 值 问题 


无 约束 极 小 化 问题 的 解 的 容许 区 域 是 整个 n 维 空间 中 的 任意 点 ， 在 实际 问题 
中 ,往往 对 于 解 有 一 定 的 约束 条 件 ， 如 本 章 引言 所 述 ， 约 束 n 维 极 小 化 问题 可 表 


述 为 

min f(xy)= f(x), — хЕЁ", 
并 满足 约束 方程 

h(x)=0, i=12,-.1, l<n, 


8 (x)2 0, j= 1 2，…, m. 


例如 ， 常 常 遇 到 下 列 几 种 对 变量 х 的 限制 条 件 : 
(1) 简单 常数 限 


a <x<b, i=1,2,…,n， а,Ь, ЖЖ. 
(2) 简单 变量 限 
1(х) Cx <h (x), i=l,2,...,n. 
(3) 隐 含 变量 限 


U(X) <и,(х) < ©, (х), i=1,2,.:.-,m. 


情形 (1)、(2) 可 视 为 (3) 的 特殊 情形 ， 而 (3) 可 改写 为 


@,(x)— v,(x)—u,(x) 2 0, v; (x)—u;(x) > 0, 


i=1,2,:::, m. 


即 具有 (13.7.3) 的 形式 . 


(13.7.1) 


(13.7.2) 


(13.7.3) 


约束 极 小 化 问题 的 求解 途径 之 一 ， 是 对 原 自 标 函 数 Ax) 进 行 适当 的 修改 ,得 
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到 新 的 目标 函数 F(x)， 使 得 F(x) 的 无 约束 极 小 解 就 是 Ar) 的 约束 极 小 解 . 显然 ， 
F(x) 的 构成 与 约束 条 件 有 关 . 以 下 一 些 方法 在 求解 约束 极 值 问题 中 是 常见 的 : G) 
利用 等 式 约束 方程 消去 一 部 分 变量 ; (iD 引入 拉 格 朗 日 乘 子 ; (ii) 通 过 变量 代 换 消 
去 约束 ; (iv) 引 入 罚 函 数 . 

消去 变量 法 Q) 只 适用 于 等 式 约束 式 (13.7.2) 所 示 的 ! 个 等 式 约束 使 得 
х= 全 ,为 各 } 个 变量 中 的 1 个 可 以 用 其 余 n-! 个 变量 来 表示 , 因此 问题 就 化 
为 上 一 ! 个 变量 的 无 约束 极 小 化 问题 .方法 ( 边 称 为 拉 格 朗 日 乘 子 法 ， 引 入 拉 格 朗 日 
RTA={4, 4A) ， 构 造 新 的 目标 函数 


Fi, А) = уо) Y Aht), 
i=l 
于 是 式 (13.7.1)、(13.7.2) 的 等 式 约束 极 小 化 问题 化 成 F(x, 力 的 nH 个 变量 无 约束 极 
小 化 问题 . ла, (让) 我 们 在 9.7 节 和 9.8 节 中 讨论 约束 最 小 二 乘 估计 问题 时 已 
作 过 介绍 ， 下 面 我 们 讨论 方法 (ii)、(iv) 求 解约 束 极 值 问题 . 


13.7.1 变量 代 换 法 


该 方法 的 主要 思想 是 将 变量 x 变换 成 新 变量 y， 通 过 这 一 变换 消除 约束 ， 这 
Ж, 目标 函数 Ax) 的 约束 极 小 问题 化 为 fly) 的 无 约束 极 小 问题 ,变量 y 的 极 小 值 点 
y 对 应 的 变量 值 x 即 为 fx) 的 约束 极 小 值 解 . 一 般 , 变量 代 换 法 仅 适 用 于 一 些 简单 
的 约束 问题 . 

几 种 简单 的 约束 条 件 适用 的 变量 代 换 列举 如 下 : 

(1) 约束 条 件 0< х, < %,i=1,2,…,m. 

下 列 两 种 变量 代 换 均 适 用 : 


=y = ву 
х=у 或 х=е». 


(2) 约束 条 件 0< x < 1, i=1,2,---, m. 
适用 的 变量 代 换 是 


e” 


:2 
x. 三 SIN X; = 7; 
i у аў x; е? ey 


(3) 约束 条 件 a; < x <b, i=1,2,…,m (а, b). 
适用 的 变量 代 换 是 
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x; = a, + (b, — a,)sin2 у. 


(4) 约束 条 件 0< x, < x; < x, <@%. 
适用 的 变换 为 


2 2 ， 2 9: Tu ЕС. 
X, = y; > X; =yi +У,, Xk = Y; + y; + У. 


显然 ， 情 况 (0)、(2)、(3) 中 如 果 对 搜索 区 间作 相应 的 限制 就 相当 于 考虑 了 约 
束 条 件 ， 仍 可 用 无 约束 极 小 化 方法 求解. 


13.7.2 ЯЖ 


对 于 比较 复杂 的 约束 ， 想 通过 变量 代 换 来 消去 约束 一 般 是 做 不 到 的 . 而 且 在 
许多 情形 中 ， 拉 格 朗 日 函数 关于 x 的 极 小 不 存在 ， 因 此 ， 拉 格 朗 日 乘 子 法 也 不 可 
行 。 这 时 需 用 罚 函 数 法 求解 ， 它 的 基本 思想 是 将 目标 函数 Ar) 增 广 为 一 个 新 的 函 
数 Ех, М), RAMEK 


F(x, M)= f(x)+P(x,M), (13.7.4) 


使 约束 极 小 化 问题 (13.7.1)~(13.7.3) 等 价 于 罚 函数 F(x，M) 的 无 约束 极 小 化 问题 ， 
ERF Рх, MERAMA, M 称 为 罚 因子 . 

约束 条 件 (13.7.2)、(13.7.3) 相 当 于 规定 了 问题 解 的 容许 域 . 如 果 罚 函数 的 选择 
使 得 极 小 值 的 搜索 点 列 是 从 容许 域外 向 极 小 值 点 允 近 ， 称 为 外 点 法 ; 反之 ,搜索 
点 列 从 容许 域内 向 极 小 值 点 逼近 ， 则 称 为 内 点 法 . 

首先 介绍 外 点 法 ， 它 的 罚 函 数 形式 取 为 


1 т 
F(x,M)= f(x)+ МУ |h; (x) + M 2 |min[0, g (x) l (13.7.5) 
i=l j=l 


上 式 右 边 第 二 项 当 约 束 条 件 (13.7.2) 得 到 满足 时 等 于 0， 否 则 恒 大 于 0， 它 是 该 约 
束 条 件 的 罚 项 ， 右 边 第 三 项 中 min[0，gi(x)] 表 示 在 g(x) 和 0 之 间 选 择 小 者 ， 即 


， # 8,(x)>0 (满足 约束 )， 


п # 8;(X)<0 (不 满足 约束 )， 
因此 ， 第 三 项 当 不 满足 约束 条 件 (13.7.3) 时 恒 大 于 0， 为 该 约束 的 罚 项 . 罚 因 子 M 
取 为 很 大 的 正 数 ， 指 数 ag，B 通 常 取 为 2. 

显然 ， 当 不 满足 约束 条 件 时 ， 罚 项 Px，M) 将 很 大 ; 仅 当 满足 约束 条 件 时 ， 
罚 函 数 F(x，M) 才 等 于 原 目标 函数 fx). 因此 ， 罚 项 的 引信 相 当 于 对 不 遵守 约束 条 


. 518 ` 实验 物理 中 的 概率 和 统计 


件 的 惩罚 ,这 样 ,faz) 在 约束 条 件 下 的 极 小 化 问题 就 化 为 式 (13.7.5) 的 罚 函 数 F(x, М) 
的 无 约束 极 小 化 问题 . F(x, M) 极 小 化 的 最 优 解 x МБА M 有关, M 值 越 大 ， 
х (4M1) 越 接近 于 fx) 的 约束 极 小 化 解 . 也 就 是 说 ，M > оо ВЕ, х МАО КА 
东 极 小 化 解 . 在 实际 的 迭代 过 程 中 ， 第 一 步 和 迭代 选 择 一 个 罚 因子 M КИ, MR 
代 次 数 的 增多 ， 罚 因子 越 取 越 大 ， 当 M 充分 大 时 ， 最 优 解 x(M) 趋 近 于 约束 极 小 
值 点 . 

如 果 对 不 同 的 约束 需要 加 不 同 的 权 因 子 ， 则 可 利用 下 式 的 罚 函 数 ; 


1 т 
F(x, M)= ў0)+ УМ ЈО) + > М [minto g, (137.6) 
AF M Я тн 个 分 量 的 矢量 , 每 个 分 量 都 为 正 值 , 它们 的 数值 大 小 表示 不 同 约束 
条 件 的 权 因 子 . 

外 点 法 的 具体 迭代 步骤 如 下 : 

(1) 给 定 初始 点 zo， 误 差 控 制 常数 =>0; 常数 C>1，Mo>0 (对 于 加 权 约 束 应 给 
出 MO >0,i=1,2,…,1+m); 4 k=0. 

(2) 从 x, 出 发 ， 对 式 (13.7.5) 或 (13.7.6) 定 义 的 函数 Рх, МОК ЈАЛ 
值 点 ， 作 为 下 一 迭代 点 x 

(3) 若 罚 项 Роли, Mo<e, № xr 为 问题 的 近似 解 . 否则 令 Mai=CMt, ВД k+l 
代替 上 人， 返回 步骤 (2)， 

由 罚 项 的 选择 方法 可 知 ， 当 x 在 解 的 容许 域内 时 ，P(x，M)=0; 4 x 在 解 的 
容许 域外 ， 则 有 P(x，M)>0， 在 上 述 迭 代 过 程 中 ， 随 着 迭代 次 数 k 和 罚 因子 М, 
的 增 大 ， 罚 项 P(xx，MD 由 很 大 的 正 数 逐渐 趋 近 于 0， 因 而 点 列 xo，x1，… 是 在 解 
的 容许 域外 部 逼近 问题 最 优 解 的 ， 这 就 是 称 为 外 点 法 的 原因 . 

在 外 点 法 中 ， 当 在 某 个 充分 大 的 Mi 处 终止 迄 代 时 ， 近 似 最 优点 x ЖА 
近似 地 满足 约束 条 件 , (B x; 仍 在 解 的 容许 域 之 外 ， 在 某 些 实际 问题 中 ， 这 样 的 近 
似 解 不 能 满足 要 求 ， 而 希望 近似 解 必 须 在 解 的 容许 域 之 内 ， 达 到 这 一 点 的 合理 思 
路 是 构造 适当 的 罚 函数 ， 使 得 迭代 点 在 约束 条 件 限 定 的 容许 域内 部 逐渐 通 近 问题 
的 最 优 解 ， 这 就 是 内 点 法 的 基本 思想 . 

设 约束 极 小 化 问题 为 


min f (x)= f(x*), ХЕЁ", 
8,(х)20,  j=1,2,--,m. (13.7.7) 


Е ХНА 
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F(ix,r)= 0) +, 


с G) = }(х) + B(x,r). (13.7.8) 
ј=1 Š j 


其 中 o0 是 神 因 子 ，B(x，n) 是 罚 项 ， 如 对 不 同 的 约束 需 加 不 同 的 权 因 子 ， 则 定义 
罚 函 数 为 


rj 


Р(х,г)= 0)+У = /(х)+В(х,г). (13.7.9) 


a 8; ( 
由 以 上 三 式 可 知 ， 在 约束 条 件 限定 的 解 的 容许 域内 ， 罚 项 恒 大 于 0; 当 罚 项 趋 近 
FOR, Fœ, Я F] Нр fix). 同时 ， 在 求解 F(x，r) 的 无 约束 极 小 时 ， 
车 迭代 点 列 {x4} 从 容许 域内 趋 近 约束 边界 ，gj(xi) 趋 近 于 0， 罚 项 迅速 增 大 ， 这 就 
有 效 地 阻止 了 xi 越 出 解 的 容许 域 . 因此, 式 (13.7.7) 所 示 的 约束 极 小 化 问题 就 化 为 
F(x，r) 的 无 约束 极 小 化 问题 ，r 一 0 时 ，Fxz， 门 的 无 约束 最 优 解 就 是 约束 极 小 化 
问题 的 解 . 并且 由 以 上 所 述 可 知 ， 内 点 法 中 迭代 的 初始 点 xo 必须 选 在 解 的 容许 域 
内 ， 迁 代 点 列 {x4} 是 在 容许 域内 收敛 向 问题 的 最 优 解 的 . 

内 点 法 的 具体 迭代 步骤 如 下 : 

(1) 给 定 初 始点 xo, ДЕ gro)>0U=1，2，…, 四 } ;控制 常数 = >0， 常 数 ro>0 
(0<C<1); 4 k=0. 

(2) 以 x HIWA, Ж (13.7.8) 或 (13.7.9) 中 罚 函 数 Frt，zrb 的 无 约束 极 小 ， 


作为 下 一 迭代 点 хы. 
(3) Ж В(х,,1.7,) <€ , 则 Хин! 为 问题 (13.7.7) 的 解 ， 终止 迭代 ，; 否则 令 


па = 1С, VA ktl (К, ЗЕРО). 
内 点 法 中 罚 函数 的 罚 项 也 可 取 为 约束 函数 的 对 数 ， 即 罚 函 数 的 形式 是 


F(x,r)=f(x)-r2 Ing;(x), 
j=1 

F(x,r)= f(r)- 2 r; Ing; (z), (13.7.10) 
j=1 


这 称 为 对 数 罚 函数 法 ， 当 8j(z) 90, , 项 -Ing,(x) о, НВК, EM 


和 迭代 点 列 {zq} 接 近 和 越过 约束 方程 限定 的 容许 域 边界 这 一 方面 ，-lngxx) 的 作用 与 
[g/(x)] 是 相似 的 . 

内 点 法 的 优点 在 于 每 次 迭代 点 都 是 容许 点 ， 当 和 迭代 到 一 定 次 数 求 出 问题 的 近 
似 解 ， 一 定 落 在 解 的 容许 域内 ， 但 内 点 法 要 求 初始 迭代 点 位 于 容许 域内 部 ， 有 时 
做 到 这 一 点 是 困难 的 ; 同时 内 点 法 不 能 处 理 等 式 约束 ， 为 了 弥补 这 些 不 足 ， 可 以 
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将 内 点 法 和 外 点 法 结合 起 来 使 用 ， 当 初始 点 xo 给 定之 后 ， 对 等 式 约束 和 不 被 xo 
满足 的 那些 不 等 式 约束 用 外 点 法 罚 项 Px，M)， 而 对 被 ro 所 满足 的 那些 不 等 式 约 
束 则 用 内 点 法 罚 项 Bt，r)， 即 罚 函 数 定义 为 


l 
F(x, г) = f(x)+ У `|h (x) + > |min{0, g o 
i=l jeJ, 


-r2, Ing,(x) (13.7.11) 
jeh 
ХНТ J, ЉХХ 
л={Л 8, (0) <0, i=L+--,m), 
J, = {8 (xo) > 0, i=1,---, m), 


У 表示 对 所 有 属于 J 的 那些 项 求 和 . 


jeJ, 

这 种 方法 称 为 混合 罚 函 数 法 ， 其 迭代 过 程 与 内 点 法 相同 ， 而 初始 点 xo 不 必 满 
Æ 8 (xo) >0 的 条 件 . 

罚 函数 法 适用 范围 较 广 ， 对 于 复杂 的 等 式 、 不 等 式 约束 都 能 较 好 地 处 理 ， 使 
用 也 很 方便 . 它 的 缺点 是 必须 求 一 系列 的 无 约束 极 小 , 计算 量 很 大 ; 同时 参数 Mo、 
ro, C 的 选取 对 收敛 速度 有 较 大 的 影响 . 


Я 13.1 共振 产生 的 确定 
粒子 反应 


Fr-p -xprtg- 
中 实验 测定 了 rr 系统 的 有 效 质量 谱 ( 有 效 质量 的 定义 见 例 3.2)， 测 定 表明 ， 在 
765MeV 和 1260MeV 处 事例 数 出 现 两 个 峰 ， 这 表明 产生 了 粒子 共振 p (765) 和 
及 1260)， 实 验 测定 的 质量 谱 可 用 下 述 理论 谱 描 写 : 
9(М,а)=а„ВУ,(М)+а,В\,(М)+а,В(М), (13.7.12) 


其 中 1M 是 rr 系统 的 有 效 质量 , BWAM) 、BWrCWM) 是 描写 p 共 振 和 共振 的 布雷 特 - 
维 格 纳 (Breit-Wigner) 函 数 , B(M) 是 本 底 项 , 这 三 个 函数 都 是 归 一 化 并 且 已 知 的 . о 
共振 、j 共振 和 本 底 项 的 相对 比率 ww、o 和 是 待定 的 未 知 参 数 . 

由 问题 的 性 质 可 知 ， 参 数 a。、@y 和 ow 必须 满足 以 下 约束 : 
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OSa, aj, а, «1, а, +а; +а, =1. (13.7.13) 


其 中 的 等 式 约束 是 相对 比率 的 归 一 化 要 求 . 由 该 等 式 约束 可 消去 一 个 待 估计 参数 ， 
即将 三 个 参数 中 的 一 个 用 其 余 两 个 参数 来 表示 , 假定 利用 we =1-а,-а, оь, 
余下 的 av、w 为 待 估计 参数 ， 设 用 最 小 二 乘法 作 参 数 估 计 ， 令 实验 测定 值 与 式 
(13.7.12) 的 理论 值 之 间 的 离 差 平方 和 函数 (@ АО їс Ка» ap, 则 问题 变 为 求 满 
足 约束 条 件 


О<а,, а, &1, 0<1-а,-а, <! (13.7.14) 


HER Лал, о) ЛМЕ а, , ау. 
利用 罚 函 数 内 点 法 求解 ， 为 此 必须 将 上 式 的 约束 条 件 改写 为 式 (13.7.7) 的 形式 


a, >0, 

l-a, >0, 

а; > 0, (13.7.15) 
1-а; 20, 

1-а, -ap > 0. 


式 (13.7.14) 中 的 约束 条 件 1>1- ao -a 等 价 于 ao +a, > 0 ， 这 一 要 求 已 由 c。, >0 
Жа, >0 自 动 满足 了 .根据 式 (13.7.8)， 罚 函数 形式 应 为 

A a | (13.7.16) 
f 


+ 
А l-a, а; 1-а; 1-а, -oa 


利用 无 约束 极 小 化 方法 求 得 极 小 值 点 近似 解 w* 、a; ， 并 由 式 (13.7.13) 求 得 
аъ =1-Q -Qa). 由 此 得 出 了 p 共 振 、f 共 振 和 本 底 项 三 者 的 相对 比率 ， 问 题 得 解 


13.8 ”参数 的 误差 估计 


就 参数 估计 而 言 ， 我 们 对 于 极 小 化 问题 的 兴趣 不 是 函数 极 小 值 本 身 ， 而 在 于 
求 得 使 目标 函数 fx) 极 小 化 的 一 组 变量 (参数 值 )*, 忆 ,…, x ,这 组 值 就 是 待 估计 参 
数 的 最 优 值 ， 在 求 得 了 最 优 值 之 后 ， 有 待 解决 的 问题 是 怎样 计算 这 些 参 数值 的 不 
确定 性 (误差 ). 

如 果 参 数 是 用 极 大 似 然 法 估计 的 ， 根 据 8.4.2 节 和 8.4.3 节 的 讨论 ， 当 子 样 容 
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量 很 大 ， 似 然 函 数 为 渐 近 的 多 维 正 态 分 布 或 极 大 似 然 估计 量 是 充分 、 有 效 估计 
量 时 ， 参 数 9 的 极 大 似 然 估计 站 的 方差 矩阵 有 简单 的 形式 ( 式 (8.4.7) 和 式 (8.4.12)) 


ə’ lnL 


2923, 


У (9) =- 


9=8 


如 果 是 最 小 二 乘 估计 问题 ，Q ”是 参数 9 的 二 次 函数 ， 则 有 ( 式 (9.9.1D) 


ara Ц 22 

У (9) =- ， 

№ Ë ; 
9=9 


而 且 该 式 对 非 线 性 模型 、0? 不 是 9 的 二 次 函数 的 情形 式 也 近似 适用 ， 当 使 用 极 小 
化 方法 的 记号 ，9 对 应 于 变量 x*， 间 对 应 于 x*， 目标 函 数 Ax) 对 应 于 -InL( 极 大 似 
然 法 ) 和 Q(x)( 最 小 二 乘法 )， 因 此 有 

82 f 
дх,дх, 


J 


V; (x`) < (13.8.1) 


. 
Х=х 


可 见 xz# 的 协 方差 矩阵 的 逆 阵 正好 是 目标 函数 的 二 阶 导 数 矩 阵 在 极 小 值 点 x* 处 的 
值 . xx 的 各 分 量 已, 闻 ,…, 交 的 误差 由 x* 协 方差 矩阵 各 对 角 元 素 的 平方 根 表示 ， 
这 样 ， 问 题 就 归结 为 求 黑 塞 和 矩阵 的 逆 在 x* 处 的 值 8 E’). 

对 于 在 算法 中 已 给 出 黑 塞 矩 阵 的 极 小 化 方法 ， 如 牛顿 法 、 共 罗 方 向 法 ， 参 数 
误差 的 确定 就 十 分 简单 . 在 变 尺 度 法 中 ， 当 目标 函数 为 二 次 函数 ， 方 向 矩阵 
Ахас Нк"); 对 于 一 般 的 非 二 次 目标 函数 ， 可 在 每 个 迭代 点 用 二 次 
函数 作为 目标 函数 的 近似 ， 因 而 4(x ERAF АО") КОИ. ЗЕ, В 
误差 可 由 A(x °) 的 对 角 元 素 求 得 . 

对 于 无 法 求 出 黑 塞 矩 阵 的 极 小 化 方法 ， 参 数 误差 的 确定 要 寻求 别 的 途径 i 
得 在 极 大 似 然 法 和 最 小 二 乘法 中 ， 可 利用 图 像 法 来 确定 参数 的 误差 ， 即 超 表面 
№ (9) 与 超 平面 InL=InLw -a ( 极 大 似 然 法 ) 或 超 表面 Q2(9) 与 超 平面 
0° = 02. +a (最 小 二 乘法 ) 相 截 所 围 成 的 区 域 对 应 于 一 定 误差 的 置信 域 (8.6 节 、 
9.9 节 ). 例如 ， 对 于 一 个 参数 的 特定 情况 ， 利 用 极 小 化 方法 的 记号 ， 最 小 二 乘 
法 中 一 个 标准 差 的 置信 区 间 [x, zj 可 由 下 式 确定 Ko)=C?: 


Иж) = f(x,)= fx) +1 
类 似 地 ， 对 于 极 大 似 然 法 ， 则 是 
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Хо) = РО) = f(x`)+0.5 


(RD)=-InL(x)). 这 种 方法 可 以 推广 ， 用 以 对 一 般 目标 函数 的 参数 最 优 值 作 误差 估 
计 ， 即 找 出 满足 


Ро) = Го) = f(x +a (13.8.2) 


的 点 xi ль КН а 的 选择 是 使 得 能 给 出 所 需要 的 置信 区 间 ( 见 8.6 和 9.9 节 的 
讨论 ). 

在 一 般 情 形 下 ， 目 标 函 数 Ao 在 极 小 值 x 附近 可 用 二 次 函数 
ф(х) = А+ Bx + Сх? 作为 近似 , 这 时 满足 式 (13.8.2) 的 ху, 怠 是 一 元 二 次 方程 的 两 个 
根 ， 因 而 容易 求 出 ， 如 果 目 标 函 数 比较 复杂 ， 在 极 小 值 点 附近 不 能 用 二 次 函数 作 
为 近似 ， 则 х. хо 的 确定 就 不 那么 简单 . 

在 西欧 核子 中 心 (CERN) 的 计算 机 程序 库 极 小 化 程序 包 MINUIT 中 (参见 文献 
[85])， 参 数 的 误差 是 用 下 述 技巧 寻找 的 : 设 已 求 出 目标 函数 fx) 的 极 小 值 点 近似 
хх, д, ,对 应 的 函数 值 x ) 记 为 f°, х ERRA o, (x ) 和 下 


HRE o, (х) е: 
ЛО Ki +0. (%), х) = ГО +a, 
По о), Жи, жи) = f? +a, 
і=1,2,:-:,п. (13.8.3) 


考察 图 13.13, 图 中 函数 极 小 值 点 为 x* (РЖ х, 其余 分 量 皆 为 极 小 
值 点 保持 不 变 ). 首先 给 定 一 个 上 端 误差 的 初 值 o? (x: ) , 由 此 确定 一 条 二 次 曲线 ( 抛 
物 线 ) 

РО) = f° +200) (x, — x: )2, 

它 与 直线 f=f"+a 相 交 于 点 B, 由 8 点 引 一 条 垂直 于 x; 轴 的 直线 与 目标 函数 曲线 fxi) 
相交 于 B' 点 ， 然 后 可 构成 一 条 经 过 极 小 值 4 以 及 B' 的 抛物 线 ， 它 与 直线 fa 
相交 于 C, 与 C 具有 相同 总 值 的 函数 点 为 C， 再 构成 一 条 通过 4B'C' 的 抛物 线 ， 
与 直线 大 广 +a XF D， 相 应 的 函数 点 为 D'. 然后 由 8'C'D' 构 成 抛物 线 ， 与 直线 


ffa 交 于 已 ， 相 应 的 函数 点 为 EE， 如 此 迭代 下 去 ， 由 最 后 三 个 函数 点 求 出 一 个 
新 函数 点 ， 直 到 求 出 一 个 新 的 函数 点 к, WE 
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13.13 ”参数 误差 的 确定 


为 止 ，e 是 某 个 给 定 的 常数 ， 这 时 从 4 Я K 之 间 的 距离 即 为 所 求 的 oh (х). 通过 
类 似 的 步骤 向 x, 减 小 的 方向 可 求 得 四 (5 ) .这 种 方法 可 以 估计 目标 函数 行为 相当 
奇特 时 的 参数 误差 ， 但 显然 计算 过 程 是 比较 费时 的 . 
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14.1 蒙特 卡 罗 法 的 基本 思想 


蒙特 卡 罗 法 ， 又 称 统计 试验 法 ， 是 一 种 采用 统计 抽样 理论 近似 地 求解 物理 或 
数学 问题 的 方法 ， 既 可 以 求解 概率 问题 ， 也 可 以 求解 非 概率 问题 . 蒙特 卡 罗 法 在 
粒子 物理 与 核 物理 、 字 宙 线 研究 、 原 子 能 技术 、 字 航 与 导弹 技术 、 运 筹 规划 、 高 
维 数 学 问题 、 多 元 统计 分 析 等 许多 领域 中 得 到 广泛 的 应 用 ， 已 经 发 展 成 为 内 容 相 
当 丰 富 的 数学 分 支 ， 本 章 仅 限 于 介绍 该 方法 的 基本 思想 和 原理 ， 有 兴趣 作 深入 了 
解 的 读者 可 阅读 专门 的 书籍 和 文献 . 

在 通常 的 数理 统计 方法 中 ， 问 题 的 求解 是 通过 真实 的 随机 试验 来 完成 的 ， 例 
如 ， 统 计 假 设 的 检验 ， 利 用 随机 过 程 的 一 组 实际 观测 值 (随机 子 样 的 实现 ) 来 推断 
随机 过 程 总 体 分 布 的 特征 .但 是 当 利用 蒙特 卡 罗 法 求解 问题 时 ， 是 利用 数学 方法 
来 正确 地 描述 和 模拟 待 求解 问题 的 随机 过 程 ,是 一 种 数字 模拟 随机 过 程 的 方法 . 对 
于 本 来 不 是 随机 性 质 的 问题 ， 若 用 蒙特 卡 罗 法 求解 ， 则 需 人 为 地 构造 一 个 概率 过 
程 ， 而 这 一 过 程 的 某 个 特征 量 恰好 是 问题 的 解 . 不 是 依靠 对 过 程 的 实际 测量 ， 而 
是 以 对 过 程 的 模拟 为 基础 ， 这 是 蒙特 卡 罗 法 的 基本 特征 . 

因此 ， 利 用 蒙特 卡 罗 法 解决 物理 或 数学 问题 的 基本 思想 可 归结 如 下 : 建立 与 
待 解 问题 相似 的 或 相关 联 的 概率 模型 或 概率 过 程 ， 利 用 这 种 相似 性 把 概率 模型 的 
某 些 特征 量 ( 如 随机 事件 的 概率 ， 随 机 变量 的 数学 期 望 ) 与 求解 问题 的 解 (如 定 积 分 
值 ， 微 分 方程 的 解 ) 联 系 起 来 ， 然 后 对 概率 模型 进行 随机 模拟 或 统计 抽样 ， 这 些 特 
征 量 的 估计 值 就 是 问题 的 近似 解 ， 估 计 值 的 标准 差 相 应 于 解 的 误差. 

为 了 说 明 这 些 颇 为 抽象 的 叙述 ， 我 们 举 一 个 用 蒙特 卡 罗 法 计算 定 积分 的 例 
子 . 考虑 积分 


1= f gdr, 0< g(x) <1. (14.1.1) 


积分 1 等 于 x 在 0 与 1 之 间 ， 曲 线 y=g(x) 下 的 面积 G( 图 14.1)， 为 了 求 得 面积 G. 
设想 在 正方 形 0<&x<1，0<y<l 内 随机 地 投 抠 一 个 点 ， 该 点 的 两 个 坐标 在 [0，1] 区 间 
内 均匀 分 布 ,并 且 互 相 独立 ,这 样 ,该 点 落 在 正方 形 内 任 一 位 置 有 相等 的 可 能 性 . 于 
是 该 点 落 在 区 域 G 内 的 概率 р 等 于 G 的 面积 ， 即 等 于 积分 值 Z 如 果 用 某 种 方法 
产生 两 个 均匀 分 布 而 又 相互 独立 的 随机 变量 5 和 7 的 N 组 取样 值 (各 т), 1, 
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2,，*…，N， 对 每 一 组 (总 ，7)， 若 有 
n < fé), (14.1.2) 


则 点 ( 乞 ， 乃 ) 落 在 区 域 C 内 ， 否 则 落 在 С 以 外 ， 设 满足 不 等 式 (14.1.2) 的 点 数 为 n, 
则 由 大 数 定律 知道 ， 当 N->% 的 极限 情形 下 ， 落 在 区 域 G 内 的 点 数 n 541586 8 
点 数 入 之 比 等 于 概率 p 

1=p= lim —.. (14.1.3) 


мэх М 


Н, ХМК, м 等 于 积分 的 近似 值 . 


gax) 


1 


Я 14.1 


由 这 一 例子 可 以 看 到 ， 蒙 特 卡 罗 法 解 题 有 三 个 基本 步骤 ，@D 构 造 或 描述 概率 
过 程 ; @ 实 现 对 已 知 概率 分 布 的 随机 抽样 ;(@) 建 立 与 问题 解 对 应 的 估计 量 . 

本 例 的 定 积 分 问题 是 一 个 确定 性 问题 ， 需 要 人 为 地 构造 一 个 概率 过 程 ， 就 是 
在 0<x<1, 0<у<1 的 正方 形 内 均匀 、 随 机 地 投 点 ; 描述 这 一 随机 过 程 的 是 两 个 独立 
的 [0，1] 区 间 内 的 均匀 分 布 ， 它 的 抽样 就 是 两 个 服从 该 分 布 的 随机 变量 的 容量 N 
的 子 样 值 ， 与 问题 解 (积分 值 ) 对 应 的 估计 量 即 是 频率 n/N. 

由 式 (14.1.3) 可 知 , 用 蒙特 卡 罗 法 求 出 积分 近似 值 的 精度 随 着 投 点 数 (抽样 数 )N 
的 增 大 而 提高 ， 这 一 现象 对 蒙特 卡 罗 法 是 具有 普遍 性 的 .一 般 地 说 ， 蒙 特 卡 罗 法 
解 题 的 误差 随 着 抽样 数 的 增加 而 减 小 . 

蒙特 卡 罗 法 的 理论 基础 是 概率 论 的 一 般 定 理 一 一 大 数 定律 ， 因 此 ， 它 的 应 用 
范围 从 原则 上 说 几乎 不 受 什么 限制 .但 它 与 任何 一 种 统计 试验 一 样 ， 如 和 欲 获得 充 
分 可 靠 的 结果 ， 需 要 进行 大 量 的 随机 试验 ;同时 要 使 模拟 试验 接近 真实 情况 ， 模 
拟 过 程 本 身 可 能 相当 复杂 ， 需 要 很 多 有 关 的 数据 并 进行 很 多 次 运算 ， 这 样 ， 用 蒙 
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特 卡 罗 法 解 题 的 总 运算 量 和 数据 量 可 能 很 大 . 只 有 在 电子 计算 机 出 现 和 发 展 之 后 ， 
才 有 现实 可 能 利用 蒙特 卡 罗 法 实现 大 量 的 模拟 计算 . 因此 ， 蒙 特 卡 罗 法 解 题 总 是 
通过 计算 机 实现 的 . 


14.2 ”随机 数 的 产生 及 检验 


在 上 一 节 积 分 计算 中 ， 用 到 {0，1] 区 间 中 均匀 分 布 的 两 个 独立 随机 变量 省 7 
容量 N 的 子 样 值 ， 在 蒙特 卡 罗 法 计算 中 ， 一 般 称 为 服从 [0，1] 区 间 均 匀 分 布 的 随 
机 数列 ， 其 中 的 每 一 个 体 称 为 随机 数 ， 为 了 求 得 可 靠 的 结果 ， 子 样 容量 N 必须 很 
大 ， 这 就 要 求 随机 数 的 数量 很 大 ， 所 以 用 蒙特 卡 罗 法 解 题 时 ， 一 大 部 分 计算 工作 
都 是 随机 数 的 运算 ， 此 外 ， 随 机 变量 的 子 样 是 相互 独立 并 随机 选取 的 ， 随 机 数列 
的 各 随机 数 应 当 同 样 满足 独立 性 和 随机 性 这 两 个 要 求 . 

对 于 各 种 待 求解 的 问题 ， 随 机 模型 或 随机 过 程 的 概率 分 布 显 然 是 各 式 各 样 
的 ， 因 此 要 求 能 产生 服从 任意 概率 分 布 的 随机 数列 ， 在 后 面 会 看 到 ， 服 从 任意 分 
布 的 随机 数列 可 以 用 [0，1] 区 间 均 匀 分 布 的 随机 数列 作 适 当 的 变换 或 会 选 以 后 求 
得 . 显然 , 一 个 简便 、 经济、 可 靠 而 又 品质 良好 ( 即 满足 独立 性 、 随 机 性 要 求 ) 的 [0， 
1]] 区 间 均 匀 分 布 随机 数列 产生 器 ， 是 蒙特 卡 罗 法 解 题 的 关键 之 一 . 

服从 一 定 总 体 分 布 的 随机 数列 实际 上 是 该 总 体 的 随机 子 样 的 实现 ， 而 随机 子 
样 是 与 总 体 问 分 布 的 随机 变量 ， 在 后 面 的 叙述 中 ， 服 从 一 定 分 布 的 随机 数 ( 列 ) 纪 
有 时 也 看 成 服从 同一 分 布 的 随机 变量 ;类 似 地 ， 随 机 数 ( 列 )r; 也 可 视 为 [0，1] 区 间 
均匀 分 布 的 随机 变量 .究竟 表示 随机 变量 还 是 随机 数 ( 列 ) 由 问题 的 叙述 可 以 看 清 . 


14.2.1 随机 数 的 产生 


从 现在 起 ， 我 们 将 [0，H 区 间 均 匀 分 布 的 随机 数 ( 列 ) 简 称 为 随机 数 ( 列 )， 并 用 
ri 标志 ; 服从 其 他 分 布 的 随机 数 ( 列 ) 将 标明 它 所 服从 的 分 布 . 

ri(i=1，2,…) 的 产生 可 以 利用 事先 制订 好 的 随机 数 表 ， 也 可 以 用 物理 方法 ( 放 
射 性 物质 的 放射 性 ,电子 线路 的 曲 声 ) 产 生 , 但 它们 不 适 于 在 电子 计算 机 中 实际 使 
用 ， 实 际 上 广泛 采用 的 是 利用 数学 递 推 公 式 的 方法 ， 在 计算 机 中 产生 数列 作为 随 
机 数列 . 

随机 数列 产生 的 递 推 公式 有 如 下 形式 ; 
=T(r,, Би, 5 а) (14.2.1) 


7 是 某 个 函数 ， 给 定 初 值 mm, 疡 ，…， 产 ， 按 上 式 可 确定 mtn=1，2，…)， 构 成 随 
机 数列 ， 经 常 应 用 的 是 好 1 的 情况 ， 递 推 公式 简化 为 
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ra =T). (14.2.2) 


对 于 给 定 的 初 值 r+?， 由 上 式 可 确定 随机 数列 и, (п=1, 2, +). 

递 推 公式 产生 的 随机 数列 存在 两 方面 的 问题 : 

(1) 递 推 公式 和 初始 值 m，…， 产 确定 后 ， 整 个 随机 数列 就 唯一 地 确定 了 故 
不 满足 随机 数 之 间 相互 独立 的 要 求 . 

(2) 随机 数列 是 按 确定 性 的 算法 计算 出 来 的 ， 而 且 在 电子 计算 机 上 所 能 表示 
的 [0， 旭 区 间 内 的 数 只 是 有 限 多 个 (由 计算 机 字 长 所 限定 )， 因此， 递 推 到 了 一 定 的 
次 数 ， 同 一 个 数字 总 会 出 现 第 二 次 ， 而 此 后 就 出 现 周 期 性 的 重复 现象 ， 因 此， 这 
样 的 数列 不 符合 随机 性 (对 均匀 分 布 也 就 是 均匀 性 ) 的 要 求 . 

由 于 这 两 个 原因 ， 用 数学 递 推 公式 产生 的 随机 数 通常 称 为 伪 随 机 数 ， 伪 随机 
数 的 这 两 个 缺点 不 可 能 从 根本 上 加 以 改变 .但 只 要 递 推 公式 选 得 比较 好 ， 随 机 数 
的 相互 独立 性 可 以 近似 地 得 到 满足 ， 重 复 的 周期 又 可 以 足够 地 长 ， 使 得 在 用 蒙特 
卡 罗 法 解 题 时 ， 实 际 使 用 的 随机 数列 长 度 小 于 出 现 重复 的 周期 长 度 ， 这 样 ， 第 二 
个 间 题 实际 上 不 存在 ,保证 了 随机 数列 在 [0，1] 区 间 内 的 均匀 性 . 这 种 方法 的 最 
大 优点 是 占用 计算 机 内 存 小 、 产 生 速 度 快 、 可 以 复 算 、 不 受 计 算 机 型 号 的 限制 ， 
因此 是 电子 计算 机 产生 随机 数列 的 最 主要 方法 . 

递 推 公式 产生 伪 随 机 数列 的 方法 有 好 多 种 ， 这 里 只 介绍 使 用 较 广泛 的 同 余 法 
中 的 三 种 ， 它 们 能 产生 周期 长 、 统 计 性 质 好 的 伪 随 机 数列 . 

1) 乘 同 余 法 

递 推 公式 为 


хил = ах, (modM), ml = Е (14.2.3) 


其 中 a 是 乘 因子 ，M 为 正 整数 ( 称 为 模 数 )， 第 一 个 式 子 称 为 模 数 为 М 的 同 余 式 ， 

mod 是 modula 的 缩写 , 该 式 的 含义 表示 ах, ЖИ MM 后 所 得 的 余数 等 于 tw1， 给 定 

任意 初 值 w, 可 算得 数列 х, x2,…, 除 以 М 后 得 到 所 需要 的 伪 随 机 数列 ri, 7,…. 
从 数列 的 构造 过 程 可 知 ， 每 一 个 (因而 mm) 最 多 有 М 个 相 异 值 ， 即 


0< <М, 0%»; <l. 


所 以 数列 {m} 的 最 大 容量 L<M， 在 计算 机 中 ，M 的 取 值 通常 是 ZX, k 为 字 长 (二 进 
制 数 的 最 大 可 能 有 效 位 数 )， 

乘 同 余 法 产生 的 数列 的 独立 性 和 分 布 的 均匀 性 取决 于 参数 xo. а 的 选择 . 

2) 乘 加 同 余 法 

递 推 公式 为 
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х =ах, + Сто М), т = ma. (14.2.4) 


C RIRES. BIr RAAR LM. 适当 选取 参数 С 可 改善 伪 随 机 数列 
的 统计 性 质 . 
3) 加 同 余 方 法 
递 推 公式 为 
x 


SRZ.: (14.2.5) 


X,,2 = X, + x, (mod M ), +2 = M 


由 任意 初始 值 xo. xi 可 产生 擅 随 机 数列 {m}，m=2，3，… 
加 同 余 方法 产生 的 伪 随 机 数列 的 最 大 容量 在 一 般 情况 下 来 考虑 是 很 困难 
的 ， 对 于 M=2:，xo=xi=1 的 特殊 情形 ， 最 大 容量 为 1.5M. 


14.2.2 随机 数 的 统计 检验 


不 管用 什么 方法 产生 伪 随 机 数列 ， 它 们 能 否 作 为 随机 数列 使 用 ， 最 终 要 靠 统 
计 检 验 来 确定 .检验 的 内 容 主要 是 随机 数 分 布 参数 是 否 与 理论 分 布 一 致 ， 随 机 数 
是 否 有 较 好 的 均匀 性 、 独 立 性 和 连贯 性 ， 它 们 之 间 既 有 一 定 的 差别 ， 又 有 一 定 的 
联系 ， 例 如 均匀 性 检验 方法 虽然 侧重 于 随机 数 均匀 性 的 检验 ， 但 同时 也 检验 了 分 
布 参数 、 独 立 性 等 ， 其 他 检验 方法 也 有 类 似 的 情形 ， 检 验 同 一 个 随机 性 质 可 以 采 
用 不 同 的 统计 检验 方法 ， 多 做 几 种 统计 检验 可 以 保证 所 产生 的 随机 数 有 较 好 的 统 
计 性 质 ， 此 外 ， 对 随机 数列 的 统计 检验 应 当 按 照 问题 的 性 质 有 所 侧重 ， 如 果 问 题 
主要 要 求 随机 数 的 均匀 性 ， 如 一 维 定 积分 的 计算 ， 则 应 侧重 均匀 性 的 检验 ; 反之 ， 
若 问 题 的 解 容易 受 六 之 间 相 关 性 质 或 出 现 顺 序 的 影响 ， 则 应 着 重 作 独 立 性 和 连贯 
性 检验 . 

1) 参数 检验 

随机 数 的 参数 检验 是 检验 所 产生 的 随机 数列 的 分 布 参 数 是 否 与 [0，1] 区 间 均 
勾 分 布 随机 变量 7 的 相应 分 布 参 数 一 致 ， 在 产生 NN 个 随机 数 1，r,，…，rw 之 后 ， 
因为 它们 可 看 成 总 体 子 样 的 N 个 观测 值 ， 故 可 以 构成 各 阶 子 样 矩 ( 见 6.2 节 ) 


N 
® =), ея (14.2.6) 
i=1 


# НЯ, ЖЕНЕ ЕН 


2 1 2) 1 
=, арам. 14.2.7 
ae Te En п) АИ 
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根据 同 分 布 中 心 极限 定理 ， 统 计量 


Z e ss (14.2.8) 


渐 近 地 服从 标准 正 态 分 布 NO0，1)， 按 照 给 定 的 显著 性 水 平 检验 假设 Ho， 就 是 由 
累积 标准 正 态 分 布 表 查 出 满足 
@(Z,,)=1-a12 (14.2.9) 


的 值 zw， 当 六 足够 大 ， 若 观测 到 的 Ziw 大 于 Zw2， 则 在 显著 性 水 平 a 上 拒绝 Но; 
反之 ， 则 可 以 认为 原 假设 成 立 ， 即 随机 数 的 参数 (各 阶 矩 ) 与 [0，1H] 区 间 均 匀 分 布 随 
机 变量 的 参数 一 致 

2) 均匀 性 检验 

检验 随机 数 的 均匀 性 ， 即 随机 数列 r1，r2，… 是 否 在 [0，1] 区 间 均 匀 分 布 ， 可 
通过 频率 分 布 、 累 积 频率 分 布 的 测定 值 与 理论 值 之 间 的 比较 来 实现 . 

(а) 频率 检验 . 将 [0，1] 区 间 划 分 为 上 个 等 长 的 子 区 间 ， 每 个 子 区 间 长 度 为 
Шк. ИЛЖ Г М 个 伪 随 机 数 ri, r, o, ra. 落 在 第 7 个 子 区 间 内 的 伪 随 机 数 个 
数 记 为 mWj=1，2，…， 有 六， 称 为 经 验 频数 ， 显 然 


k 
>n; =N 
ja 

成 立 . 


如 零 假设 Но ЖА, < М 个 随机 数 ( 即 [0，1] 区 间 均 匀 分 布 的 容量 N 的 子 样 观 
测 值 ) 落 在 任 一 子 区 间 内 的 概率 pj 等 于 子 区 间 的 长 度 


рК. 
故 落 在 任 一 子 区 间 内 的 随机 数 个 数 的 理论 值 (理论 频数 ) 为 
m=Np=N/k, j=l, 2, =, k. 
按照 12.4.2 小 节 的 讨论 ， 统 计量 
_ m 2 
Parom (14.2.10) 


ja mj 


渐 近 地 服从 自由 度 k-1 的 分 布 ， 因 此 ， 对 于 给 定 的 显著 水 平 g， 可 利用 皮尔 逊 
检验 来 确定 随机 数列 是 否 满足 均匀 分 布 的 零 假设 Ho. 
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(b) 累积 频率 检验 . 12.4.5 节 介绍 的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 检验 法 可 以 用 来 检验 随机 数 
分 布 的 均匀 性 . 该 检验 方法 利用 统计 量 


Dy = max [Еу (z) -Е 


<х<+%0 


其 中 Р.о) X КЕ, Ро) БОНО RRA AR. 
在 现在 的 情形 中 ， 将 所 产生 的 М 个 随机 数 按 数 值 递增 的 次 序 排列 


ТЯГУ 
由 6.1 НЬ АГ, TSM R FVE ri ЖАН 
Fy(n)=i/N. 

这 也 就 是 随机 数列 的 累积 频率 ， 而 零 假设 即 是 [0，1] 区 间 的 均匀 分 布 ， 其 累积 分 
布 在 xi 点 的 数值 是 

Fo(ri)=ri. 
БТЕ пбх) ё т, rn, e, rPI E 

r< 

的 随机 数 个 数 ， 则 统计 量 Dw 可 表示 为 


14.2.11 
N ( ) 


Dy = max 


О<х<1 


XI. 


然后 用 12.4.5 节 介 绍 的 检验 方法 确定 ， 在 给 定 的 显著 性 水 平 wc 下 接收 还 是 拒绝 零 
假设 Ho. 

3) 独立 性 检验 

(а) 相关 系数 检验 . 设 产 生 了 М 个 随机 数 


п, 5, 7 Ту. 


各 随机 数 之 间 相 互 独立 的 必要 条 件 是 它们 的 相关 系数 等 于 0. 若 前 后 相距 为 j 的 随 
机 数 之 间 的 相关 系数 记 为 访 ， 按 相关 系数 的 定义 ， 访 的 估计 量 为 


N-j 
р; = ПГ |е j=l, 2, PEI (14.2.12) 
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对 充分 大 的 МП N- 产 ?0)， 当 原 假设 Но: p=0 为 真 ， 统 计量 
u=) JN - j (14.2.13) 


渐 近 地 服从 标准 正 态 分 布 ， 因 而 u 可 作为 随机 数列 r, то, Q, ry 独立 性 检验 的 
检验 统计 量 . 

(b) 联 列表 独立 性 检验 . 在 12.6 节 中 我 们 讨论 了 二 维 随机 变量 的 联 列表 独立 
性 检验 ， 该 方法 也 可 用 来 对 随机 数 的 独立 性 进行 检验 . 

在 好 平面 上 将 0<x<1，0<y<1 的 正方 形 分 成 JxK 个 矩形 ， 用 任意 一 种 方法 将 
伪 随 机 数列 {7;}(i=1，2，…，N) 两 两 组 成 二 维 空间 上 的 点 列 {ri1, ri2}(i=1，2,…， 
п), п 为 小 于 等 于 М2 的 最 大 整数 .这 些 点 中 落 人 第 j、k 个 和 矩形 中 的 数目 记 为 n, 
(j=1, ..., J; k=1, ..., К). 记 


Ë = 
I J K| = n 
XY =n2 7 ,ə—əÀ, an (14.2.14) 
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WF tb B J. Ë H EE(J-1(K-1)80/ 分 布 ， 利 用 入 检验 法 便 可 确定 在 给 定 显著 性 水 
Fak, FRR Ho( 相 互 独立 的 随机 数列 ) 是 否 被 接受 . 

(с) 多 维 频率 检验 . 将 伪 随 机 数列 r1"，r,，…，rw 用 任意 一 种 方法 ,每 s 个 随 
机 数组 成 s 维 空间 上 的 一 个 点 ， 构 成 一 个 点 列 {ri ,ri2，…*，ris}(i=1,2，…, п), 
n 是 小 于 等 于 Ns 的 最 大 整数 . 把 * 维 空间 上 边 长 为 1 的 超 立 方 体 分 成 个子 区 域 ， 
S 所 为 这 nn 个 点 中 落 和 信子 区 域 的 点 数 ( 经 验 频 数 )、 如 果 Но, Br, m, o, 
ry 是 [0，1] 区 间 均 匀 分 布 的 容量 N 的 独立 随机 子 样 的 观测 值 ， 那 么 属于 子 区 域 
的 理论 频数 为 


т; = np, , k=1,2,..., К, 


其 中 pi 为 随机 数 属于 k 子 区 域 的 概率 ， 等 于 关子 区 域 的 “体积 ”， 此 时 ,统计 量 


z: = уот)? (14.2.15) 
к=1 М 
渐 近 地 服从 自由 度 K-1 的 好 分 布 , 可 以 用 好 检验 法 来 检验 伪 随 机 数列 的 独立 性 假 
设 名 是 否 成 立 . 
(d) 多 维 矩 检验 . 利用 (c) 描 述 的 方法 将 伪 随机 数列 r;，r,，，…，rw 构 成 s 维 空 
间 上 的 个 点 {rit，Ti2，…，Tis}(i=1，2,，…，n)， 观 测 值 的 多 维 矩 ( 子 样 多 维 矩 ) 
是 


IHO, ИХ НУ N 的 独立 子 样 ， 多 维 矩 及 其 方差 的 理论 值 为 


CC 
КЬ (а +1), +D…( +1) 


2-1 1 zya 
А a QB +006, DOE +0) а" 


根据 中 心 极限 定理 ， 统 计量 


т.к т... 
Z,. = 0—6 (14.2.16) 
Okk 


3 


渐 近 地 服从 标准 正 态 分 布 N0, 1). 可 用 类 似 于 矩 检验 的 方法 来 决定 在 给 定 的 显著 
性 水 平 上 接受 还 是 拒绝 零 假 设 Ho. 
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4) 连贯 性 检验 . 随机 数 的 连贯 性 检验 是 按照 随机 数 出 现 的 先后 顺序 ， 检 验 它 
的 连贯 现象 是 否 异常 . 

将 随机 数列 r,，r，,，…，rw 按 某 种 规律 分 成 两 类 ， 分 别称 为 a KM bK, Ж 
于 a 类 的 概率 为 p, 属于 4b 类 的 概率 为 9=1-p， 例 如，ri<p 的 ri 属于 a 类 , ri >р 
的 7 属于 b 类 ， 即 是 一 种 分 法 . 按 随机 数 出 现 的 先后 顺序 进行 排列 : 


aabbbaaababb::: 
N+ 


相连 的 同类 元 素 构成 游程 ( 见 12.7.2 节 )， 令 m、n 分 别 为 a、b 类 元 素 的 个 数 ， 显 
然 N=m+n、， 总 游程 数 记 为 它 的 分 布 为 


ea eee 


R 的 数学 期 望 和 方差 为 


E(R)= р? + 4? + 2Npq, 
V(R) =4Мра(1-3ра)-2р4(3-10р4). (14.2.17) 


当 W 充分 大 ,统计 量 Z 渐 近 地 服 从 标准 正 态 分 布 


Z=[R-E(CR)]/ JV(R) . (14.2.18) 
因此 ，Z 可 作为 检验 随机 数列 连贯 性 的 检验 统计 量 . 
常用 p=q=1/2， 这 时 
N 1 N-1 
UNE WO 
因此 
2R-N-1 
z=— - М0). (14.2.19) 


143 任意 随机 变量 的 随机 抽样 
随机 变量 的 随机 抽样 指 的 是 由 该 变量 的 总 体 分 布 产生 简单 随机 子 样 。 在 用 芝 
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特 卡 罗 法 解 题 时 ， 经 常会 遇 到 具有 不 同 分 布 的 各 种 随机 变量 ， 要 求 产 生 对 应 于 该 
随机 变量 的 随机 子 样 ， 也 即 随机 数列 .这 一 步骤 称 为 对 该 随机 变量 的 随机 模拟 或 
随机 抽样 . 

上 一 节 我 们 讨论 了 随机 数 的 独立 性 和 均匀 性 ( 即 同 分 布 ) 检 验 . 下 面 我 们 将 会 
见 到 ， 任 意 分 布 的 随机 数列 可 由 [0，H 区 间 均 匀 分 布 的 随机 数列 经 过 变换 或 舍 选 
得 到 ， 只 要 六 满足 均匀 且 相 互 独立 的 要 求 ， 则 由 它 所 产生 的 任何 分 布 的 随机 数列 
(简单 随机 子 样 ) 相 互 独立 且 与 总 体 同 分 布 . 


14.31 直接 抽样 方法 


1) 离散 随机 变量 
设 X 为 离散 随机 变量 , CRUB x, хо, 0, x 的 概率 用 pi, ро, -**, p 表示 . 其 
累积 概率 可 表示 为 
Е(х) = > pi, 


x <x 


归 一 性 要 求 


Риз) Урі. 
显然 ，F(x) 的 取 值 在 [0，1] 区 间 内 . 
由 图 14.2 可 见 ， 当 F(x) 的 值 在 
之 间 ， 随 机 变量 取 值 为 x*， 因 此 ， 抽 取 一 个 [0，1] 区 间 均 勾 分 布 随机 数 r， 当 


i*—1 


Vp,<r<) Pi (14.3.1) 
i=l i=} 
成 立 ， 则 随机 变量 应 取 值 x<, Вр 


Č = 


是 随机 变量 X 的 抽样 值 ， 这 就 是 离散 随机 变量 的 直接 抽样 方法 . 

在 具体 对 某 种 离散 随机 变量 进行 抽样 时 ，p; 不 一 定 有 简单 的 表达 式 ， 而 利用 
分 布 本 身 的 某 些 特点 往往 可 得 到 简单 的 抽样 方法 . 

下 面 讨论 离散 随机 变量 随机 抽样 的 几 个 具体 例子 : 
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es 


РСП 


0 x м m X Xs 6 № x 
E 14.2 离散 随机 变量 的 概率 分 布 和 累积 分 布 


(а) 粒子 衰变 末 态 的 随机 抽样 . 设 粒 子 a 有 三 种 衰变 方式 , 每 一 种 衰变 方式 的 
概率 ( 称 为 分 支 比 ) 如 下 : 


a—>bitc! pı=0.5, 


b+c  p=0.3, 
btcy — ps=0.2, 
随机 抽样 的 方式 为 : 产生 一 个 随机 数 >， 若 
0<r<0.5， 末 态 抽样 为 bi+a， 
0.5<7<0.5+0.3, ЖАВ Боже, 
0.5+0.3<r<1, 末 态 抽样 为 by+cs. 


对 于 存在 更 多 衰变 末 态 的 场合 可 依 此 类 推 . 

(b) 伯 努 利 试验 的 抽样 . 伯 努 利 试验 的 结果 只 有 两 种 : 成 功 和 失败 . 定义 一 个 
随机 变量 X， 当 试验 成 功 ， 取 值 二 1; 试验 失败 ， 取 值 *=0， 这 个 变量 服从 的 分 布 
为 伯 努 利 分 布 ， 设 成 功 的 概率 为 P， 伯 努 利 分 布 的 随机 抽样 方法 为 : 产生 一 个 随 
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机 数 r, 
А б (14.3.2) 


则 5 为 服从 伯 努 利 分 布 的 抽样 值 . 
(с) 二 项 分 布 的 抽样 . 二 项 分 布 是 n 次 独立 的 伯 努 利 试验 中 ,事件 A( 试 验 成 功 ) 


的 次 数 等 于 大 的 概率 分 布 ， 它 可 表示 为 
р(п,К) = Сер" а-р)"*, 大 =0,1 


当 所 有 的 р(п, Ю(К=0, 1,.…, n) 为 已 知 或 容易 计算 时 ， 可 直接 根据 式 (14.3.1) 描 述 的 
方法 抽样 . 但 当 n 很 大 时 , 求 和 计算 和 p(n,) 的 计算 都 很 繁杂 ， 以 下 方法 实现 抽 
样 更 为 简单 易 行 ; 产生 nn 个 随机 数 r, r, e, Tn, Att E 


r, < p, i=1,2,.…,n (14.3.3) 


的 随机 数 个 数 &， 由 式 (14.3.2) 可 知 ， 是 п 次 伯 努 利 试验 中 成 功 的 次 数 ， 因 此 ，“# 
就 是 二 项 分 布 的 抽样 值 . 
(d) 泊 松 分 布 的 抽样 . 泊 松 分 布 的 概率 表达 式 为 


F hi 
Plk; A) =", k =0,1,2,--.. 


显然 ， 用 式 (14.3.1) 进 行 抽样 的 计算 相当 繁杂 . 

根据 泊 松 定理 ， 若 进行 次 独立 的 伯 努 利 试验 ， 每 次 试验 成 功 的 概率 为 p， 
在 "一 oo,Pp-*0,mp=4 条 件 下 ,试验 成 功 为 大 次 的 概率 趋 近 于 均值 为 人 的 泊 松 分 布 . 可 
以 根据 这 一 原理 来 构造 泊 松 分 布 的 抽样 过 程 ， 选 取 足 够 大 的 n,， 使 p=NWn 相当 小 ， 
如 p=NWn<0.1， 产 生 n 个 随机 数 r1，r,，…，rn， 其 中 满足 


r, < p, i=1,2,…,n 


的 个 数 续 示 伯 努 利 试验 成 功 的 次 数 ， 故 s 近 似 地 为 泊 松 分 布 的 抽样 值 ，n 越 大 ， 
近似 程度 越 好 . 

2) 连续 随机 变量 ( 反 函 数 法 ) 

设 任意 连续 随机 变量 Y 的 概率 密度 为 80)， 累 积分 布 函数 为 CO)， 在 4.7 节 
中 已 经 证 明 


y 
х= 6(у) = [Г eoa 
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为 [0，1] 区 间 中 均匀 分 布 的 随机 变量 ， 若 GO) 的 反 函 数 存 在 ， 上 式 可 写成 
у=б ©. 


所 以 若 令 纪 为 随机 变量 Y 的 随机 子 样 (随机 数列 )，r; 为 [0，1] 区 间 均 匀 分 布 的 随机 
子 样 (随机 数列 )， 则 应 有 


r, = G(&)= | * g(y)dy, (14.3.4) 
写成 反 函 数 的 形式 为 
£ =G`!(r). (14.3.5) 


利用 这 两 个 公式 可 从 xi: 求 出 任意 连续 随机 变量 的 随机 数列 ВТА, Ж Ја, b] 
上 均匀 分 布 的 随机 数列 总 ， 根 据 式 (14.3.4) 


i 


故 有 和 =ri(b-a)+a. 
又 如 指数 分 布 Axz)=4e-x(x>0) 的 随机 数据 ， 根 据 式 (14.3.4)， 


rn = Ç Ne dr=1- e 2 
0 
求 得 
& = -in г). 
注意 到 i 与 1-r; 都 是 [0，1] 区 间 均 匀 分 布 随机 数 ， 故 上 式 可 简化 为 


1 
,二 一 一 ]n а 
š; 1 Г 


14.32 ”直接 抽样 方法 的 推广 一 一 变换 抽样 


直接 抽样 方法 的 实质 在 于 由 [0，1] 区 间 均 匀 分 布 随机 数 六 经 过 某 种 变换 得 到 
任意 分 布 的 随机 数 ， 对 于 连续 随机 变量 ， 当 该 变量 的 分 布 函数 的 反 函 数 存在 ， 这 
个 变换 就 是 反 函 数 . 

这 种 方法 可 以 推广 到 更 一 般 的 情况 ， 如 已 知 某 个 随机 变量 X 的 概率 密度 fx) 
及 其 随机 数 n:， 则 任意 随机 变量 的 随机 数 扎 可 通过 对 的 某 种 变换 求 得 . 
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设 随机 变量 
Y=Y(X) (14.3.6) 
E XIE, 2.3 节 已 经 证 明 , 了 的 概率 密度 为 
g(y)= = f(x(y)). 
dy 


随机 变量 X 或 概率 分 布 8O)) 的 随机 数 点 可 由 下 式 求 得 ; 
&=у(т) (14.3.7) 


2(14.3.4)9(14.3.5) ЯВКИ. $ XAO, 1081) ВОВЕ 
E, Ax)=1; 任意 随机 变量 Y 的 概率 密度 令 为 80)， 则 有 


g(y)= о dx = 8(у)4у = йС(у), 


两 边 求 积分 ， 得 
》 
х=60)=| 80, 


于 是 有 у=С (х), 
对 照 式 (14.3.6) 和 (14.3.7) 即 得 6=G7 (rm)， 这 正 是 式 (14.3.5). 

由 式 (14.3.7), 可 从 任 一 已 知 分 布 的 随机 数 世 求 出 任意 连续 分 布 的 随机 数 &. 例 
如 由 6.3.2 小 节 知 ， 若 XX，X2，…，X 为 相互 独立 的 标准 正 态 随机 变量 ， 则 


ВМХ). Фа МОО, D68688, Рева Е 
02. 


1=1 
HATE, Em 
дт +n,) = 2 (n)+ Z? (m) 
ZETIA (тнт ВИ 2 2 (т). Роза, o 2# 
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91 +2=41+62. 


其 他 有 可 加 性 的 分 布 的 随机 数 有 类 似 的 公式 . 
这 种 抽样 方法 对 于 多 维 随机 变量 同样 适用 . 3.7 节 中 已 经 证 明 ， 若 随机 变量 
X ={Х,,Х,,.--,Х„} ПИВО 


Рх) = f(x,,x,,- ， 
随机 变量 了 = {И,У,,---,У} E X 的 函数 
Y, =Y(X) i=1,2,…,n, (14.3.8) 


5 

T 

# X KENARA 7 = {hm mn) 表示 ， 则 了 НИНЕ $ = (én) 
由 下 式 求 出 : 


则 随机 变量 了 的 概率 密度 可 表示 为 


g(y)= f(x) 


&=y(m, i=l,2,--.,n. (14.3.9) 


例如 ， 两 个 相互 独立 的 正 态 М0, ПЖ, © РЕ РОКИ: 


& =(-2 шп Д соз(2 ль, )， 


(14.3.10) 
é = (-2 шп)" 2 sin(2zr,). 


证 明 如 下 : 
HERPA n а. AWENE, ig 


8+8 
СЕА 1 
п=е 2, n = асап. 


Я 
变换 的 雅 可 比 行列 式 是 


LR 


ен 
ё ё / |05 Or, 


дё 02, 
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| ЕБИ 808 


[e] "ufa 
Я À 


X (r, 72} 的 联合 概率 密度 为 
fri, m)=l , 
Wik, E 的 联合 概率 密度 为 


РТ РСА es 
gE =f) Е] =: 
即 等 于 两 个 NO0，1) 概 率 密度 的 乘积 ， 因 此 ，4， 己 是 相互 独立 的 正 态 NO, D 
机 数 . 


14.3.3 ”会 选 抽样 方法 


对 于 连续 随机 变量 ， 直 接 抽样 方法 在 一 些 情况 下 会 遇 到 困难 .第 一 ， 许 多 分 
布 无 法 用 解析 函数 给 出 ; 第 二 ， 有 些 分 布 函数 的 反 函 数 不 存在 或 难以 求 出 ; 第 三 ， 
БС ВИЗА m ЖИК (АИЖК. 在 这 些 情形 下 ,比较 适用 的 是 舍 选 抽样 方法 . 

使 选 法 的 实质 是 从 随机 数列 r(i=1，2,，…) 中 按 一 定 的 舍 选 规则 选 出 其 中 的 一 
部 分 ,使 之 成 为 具有 给 定 分 布 的 随机 数列 . 

设 随机 变量 X 的 取 值 域 为 [a, b], 概 率 密度 fx) 为 有 界 消 数 ,其 极 大 值 用 MM 表示 


faM, 


则 该 分 布 的 舍 选 抽样 可 用 图 14.3 表示 . 

框图 含义 如 下 : nw 是 [a, b] 区 间 内 均匀 分 布 随 机 数 , 考察 rx<f)/M 是 否 成 立 . 若 
成 立 ， 则 7 到 为 随机 变量 X 的 随机 数 6; 否则 ，ri 被 舍弃 . 重复 以 上 过 程 可 求 得 六 
的 随机 数列 { 尾 }. 

该 方法 的 实际 内 容 是 在 
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a<x<b, 0<y<M 


KIRA 875), ЯН НЕВЕ, MrX, Mra), +", (тил, Mron), Hh 
弃 在 fx) 曲 线 之 上 的 所 有 点 ， 保 留 曲线 Rx) 下 的 所 有 点 ， 从 而 形成 


а<х<Ь, 0<у< f(x) 


区 域内 均匀 的 相互 独立 的 随机 点 列 ( 包 ，y1)，( 铝 ，y2)，…， 其 中 的 包 ， 多 ，… 便 是 


总 体 分 布 Ax) 的 随机 子 样 . 
上 面 假定 [a, b] 是 有 限 区 间 . 对 于 无 限 区 间 的 情形 ， 可 进行 截 尾 处 理 ， 即 选择 


有 限 区 间 [a，b]， 满 足 

f’ fode. | (14.3.11) 
只 要 a 足够 小 , 就 可 以 应 用 上 述 方法 而 使 计算 误差 满足 要 求 . 这 种 对 无 限 区 间 的 截 
尾 处 理 在 本 章 讨论 的 各 种 抽样 方法 都 适用 . 


我 们 来 讨论 会 选 抽样 的 抽样 效率 . 如 果 选 出 某 特定 分 布 的 一 个 随机 数 纯 均 地 
需要 对 个 随机 数 r;， 则 抽样 效率 


Е= 


= | 一 


一 个 好 的 抽样 方法 的 抽样 效率 应 当 尽 可 能 接近 于 1， 在 舍 选 法 中 ， 假 定 产生 
T т, GE 2n ^^ п), 其 中 满足 不 等 式 nJOM 的 7 的 个 数 m 与 全 部 的 个 数 
n 之 比 ， 等 于 曲线 fx) 下 的 面积 与 总 面积 (b-a)M 之 比 (图 14.4) 
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„лок | 


п 7 (Б-ам = (b-a)M 


因此 ， 舍 选 法 的 抽样 效率 为 


гео на 08 (14.3.12) 
2n 2М(Б-а) 
显然 ，Ao) 的 变化 越 是 平缓 ，M 值 就 越 小 ， 抽 样 效率 就 越 高 ; Z, # x) 变化 很 
K, 而 且 函 数 形状 窜 而 尖锐 , W М 值 很 大 , 抽样 效率 很 低 . 所 以 该 方法 适用 于 fx) 
变化 不 大 的 随机 变量 . 
A 
MT--~T----------7t--- 1 


C A 


图 14.4 


求 得 一 个 特定 分 布 的 随机 数 气 所 需 的 计算 机 平均 时 间 称 为 抽样 费用 .显然 抽 
样 费用 越 小 越 有 利 ， 它 是 衡量 抽样 过 程 合理 性 的 综合 指标 ， 它 不 仅 取决 于 抽样 效 
率 ， 还 取决 于 产生 随机 数 r 的 运算 时 间 以 及 抽样 过 程 中 的 其 他 运算 . 当 产 生 随机 
数 r 的 方法 固定 之 后 ,产生 7 的 运算 时 间 为 一 常数 ,抽样 费用 由 其 他 两 个 因素 决定 . 

在 舍 选 法 中 ， 如 果 函 数 Ax) 的 形式 很 复杂 ， 计 算 费 用 也 就 相应 地 增 大 . 


14.3.4 利用 极限 定理 抽样 
第 五 章 同 分 布 的 中 心 极限 定理 告诉 我 们 ， 当 nw 时 ,nn 个 独立 、 同 分 布 随机 
变量 X，X,，…，X 构 成 的 随机 变量 YY 有 如 下 分 布 : 


YX-np 


Е 0 №(0,1), 
no 
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Ни, 中 是 的 数学 期 望 和 方差 利用 这 一 性 质 可 从 随机 数 ;构成 标准 正 态 分 
布 的 随机 数 & 由 于 [0，H 区 间 均 匀 分 布 的 随机 变量 的 wk 和 分 别 为 


БИЕ 
2 12’ 


因此 N(0，1) 的 随机 数 可 表示 为 


n h n 
AE (14.3.13) 


为 了 保证 精确 度 ，n 应 当 足 够 大 ， 一 般 情 形 下 п>10 时 上 式 的 正 态 近似 已 经 相当 
好 . 取 n=12， 式 (14.3.13) 形 式 特别 简单 


в, (14.3.14) 
i=l 


利用 以 上 两 个 公式 产生 的 随机 变量 约 概 率 密度 与 W0，1) 的 最 大 偏离 出 现在 
分 布 两 侧 尾 端 ， 因 为 WO0，1) 的 取 值 域 是 (-%，c)， 而 约 取 值 域 是 有 限 值 


—УЗп < ë < V3n, 
4 n=12, #-6<&<6, HF M0，1) 的 +6 个 标准 差 , 但 是 在 那里 ，N(0，1) 概 率 
密度 值 已 小 于 10™, 这 表示 约 概率 密度 值 与 标准 正 态 的 差别 在 t6o 处 小 于 10 8. 对 


于 大 多 数 实际 应 用 的 场合 ， 这 样 小 的 误差 是 容许 的 . 
由 于 Ми, ARMIER У 5 N0，1) 随 机 变量 X 有 简单 的 关系 


Y=u+oxX, 


根据 式 (14.3.7) 立 即 可 由 天 的 随机 数 占 求 得 了 的 随机 数 六 
T, = H + oŠ,. (14.3.15) 


同样 ， 德 莫 佛 - 拉 普 拉 斯 定理 证 明了 正 态 分 布 是 二 项 分 布 的 极限 情形 ， 即 当 


по, # 
В(п. р) р мо) 


упр(1- р) 


其 中 B(n，p) 为 参数 n、p 的 二 项 分 布 ， В, МЖК, НОВЕЛ, 
近似 地 可 由 下 式 求 出 ( 式 (14.3.7)): 
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п; = ПРА - р) + np, (14.3.16) 


其 中 总 是 N0，1) 的 随机 数 . 

凡是 存在 极限 分 布 的 随机 变量 ， 其 随机 数 都 可 以 类 似 的 方式 由 极限 分 布 的 随 
机 数 求 得 . 
14.35 ”复合 分 布 的 抽样 方法 


在 实际 问题 中 遇 到 的 随机 变量 ,它们 的 概率 密度 常常 不 是 简单 的 函数 ,但 有 时 
可 表示 为 若干 个 已 知 概率 密度 的 求 和 ， 或 者 乘积 等 等 ， 称 为 复合 分 布 ， 下 面 的 几 
种 抽样 方法 对 于 复合 分 布 的 抽样 是 很 有 用 的 . 


1) 加 抽样 方法 
设 随机 变量 的 概率 密度 f(x) 可 表示 为 若干 个 简单 概率 密度 У (х) 之 和 


fG)=2 p, f,G), (14.3.17) 
j=l 


фр, >0, 为 了 保证 f (x) 的 归 一 性 ， 必 须 有 


Sn Я f, G) 的 随机 数 ， 则 当 
р, < «Ўр, (14.3.18) 
= = 


成 立时 ， 有 
Š = Mm- 
Вр f G) 的 随机 数据 取 为 у Сх) БУ n. 重复 以 上 步 又 ， 即 得 f(x) 的 随机 数 


Ў) 0,9." 


2) 乘 抽样 方法 
设 随机 变量 的 概率 密度 f (x) 可 表示 为 


Р(х) = H(x)g(x), (14.3.19) 
8(x) 是 任意 概率 密度 函数 ， 其 随机 数 令 为 n， H f(x) A g(x) ВОЗЕТЕ H (x) 为 
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JERR, $ H 的 极 大 值 为 M. f G) 的 随机 数 所 抽样 方法 如 图 14.5. 与 14.3.3 
节 舍 选 抽样 的 框图 对 比 可 知 ， 本 方法 的 抽样 效率 取决 于 两 个 因素 : 一 个 是 六 的 抽 


样 效率 ， 另 一 个 是 及 (x) KTH, H) 变化 较 小 则 有 较 高 的 抽样 效率 . 


< 


И 14.5 


3) 乘 加 抽样 方法 
设 随机 变量 的 概率 密度 f x) 可 表示 为 


Хох) = УН, (х)в (х), 
j=l 


g = 1,2,.…,n) 为 任意 概率 密度 函数 ， Н (х) 2 0(j = 1,2,...,п). 
不 失 一 般 性 ， 只 考虑 = 2 的 情形 
f(x) = H,(z)g,(x)+ H (х), (z). 


将 上 式 改写 成 
Jaap НОНО , Нда, 
Pi p; 
= p181(x)+ p282(x), 
其 中 


р = | Н,(х)81(х)4х, р = Г. новь дах 


由 (的 归 一 性 ， 即 | лода =1 可 知 ， 必 有 


p + p. =l. 


(14.3.20) 


(14.3.21) 
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首先 用 加 抽样 方法 确定 f(x) 的 随机 数 上 5 应当 取 (х) 的 随机 数 芭 还 是 取 
8, (х) КБЕ т», АРЕНЕ ЛЕНЕ m (sk n, ) 的 值 ， 令 M, MH НЮ, 
Нух) КИВ; m. m Я g1(x)、g2(X) 的 随机 数 ，6 的 抽样 框图 如 图 14.6 所 示 . 


14.6 


14.3.6 ”近似 抽样 方法 


实际 问题 中 的 概率 密度 的 形式 常常 非常 复杂 ， 有 时 甚至 无 法 用 解析 函数 的 形 
式 给 出 ， 而 只 能 用 数值 或 曲线 的 形式 表示 . 在 这 种 情形 下 ， 就 有 必要 用 近似 分 布 
来 代替 原 分 布 ， 用 近似 分 布 的 抽样 作为 原 分 布 抽样 的 近似 ， 这 种 方法 的 优点 首先 
在 于 它 的 普 适 性 ， 对 任意 的 连续 分 布 均 适 用 . 其次， 只 要 子 区 间 足 够 小 ， 分 点 足 


够 多 ， 对 于 任意 分 布 都 可 以 达到 相当 好 的 近似 程度 ， 同 时 方法 也 比较 简便 易 行 . 
设 原 分 布 概率 密度 为 f(x)(a < x<b) ,将 区 间 [a, 如 分 成 4 个 子 区 间 ， 分 点 为 


a = xo < x, < x, X, = b, (14.3.22) 


分 点 对 应 的 函数 值 为 
fi=f(%), — i=0,1L2,....n. (14.3.23) 


比较 简单 的 方法 是 将 [a,b] 区间 等 分 , 但 这 样 作 近 似 分 布 与 原 分 布 差别 较 大 ， 较 好 
的 分 法 是 使 fos fio .能 充分 反映 f (x) 的 变化 状况 ,例如 f(x) 变化 迅速 的 区 域 分 
点 可 密 一 些 ，f(x) 变化 缓慢 的 区 域 分 点 可 取得 稀 一 些 ， 这 样 , 分 点 近似 分 布 更 接 
近 于 原 分 布 . 

1) 阶梯 近似 


令 
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n = |" fd (14.3.24) 
利用 阶梯 函数 f. (x,) 作为 原 分 布 概率 密度 的 近似 
ла)= Г. fda д), i=l2,--,n. (14.3.25) 
每 一 子 区 间 内 原 分 布 和 近似 分 面积 分 概率 相同 (图 14.7). 8% 


Èp -$ f? лодак |" лодак f лок 


X м х Xn 


图 14.7 阶梯 近似 抽样 方法 
曲线 是 原 分 布 fO) ， 折 线 是 阶梯 近似 分 布 f(x) 


f. Gi) 的 累积 分 布 函数 在 分 点 妆 处 的 值 为 


к) Ур, i=1,2,…,n. (14.3.26) 
j=l 
近似 分 布 大 是 每 个 子 区 间 中 的 均匀 分 布 ， 因 而 其 随机 数 台 可 如 此 选取 : 选取 随机 
л, RHM E 
F,(x;_ i) <r, < F(x;) (14.3.27) 


的 分 点 Xj- 和 xŠ; 可 表示 为 
п- F (xj) 


— (14.3.28) 
F.(x;)— F(xj) 


Ši = Xj Hja) 
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当 刀 充分 大 ， 所 近似 地 可 作为 原 分 布 f(x) 的 随机 数列 . 
2) 线性 近似 
原 分 布 的 线性 近似 分 布 为 


подс. р 小 
ХА 
хр <x<x, i=l,2,...,n, (14.3.29) 
其 中 C 为 归 一 化 因子 ， 使 得 每 一 子 区 间 内 原 分 布 和 近似 分 布 的 积分 概率 相同 
Г’ ooa = fo гео 
ха Xa 


这 相当 于 原 分 布 f (x) 连续 函数 用 折线 作为 近似 . 
f. (x) 的 随机 数列 上 的 抽样 方法 如 图 14.8 所 示 . 


ЖЕ ЕК ху: 
Е, (х1) < r < F.(x;) 
XZ X, 


2 


n- FIG, -fdh +7, | 


$ = +(х, х) Ф = x. +(x,-x,,X1-r,) 


14.8 oO) 的 随机 数列 点 的 抽样 方法 


Hn EDAK, GAMETER f(x) 的 随机 数列 . 


比 上 述 两 种 方法 更 精确 的 近似 方法 是 二 次 曲线 近似 和 样 条 近似 ， 即 在 各 子 区 
间 内 以 二 次 曲线 和 样 条 函数 作为 原 分 布 f x) 的 近似 , 并 保证 在 所 有 子 区 间 内 两 者 


的 积分 概率 相同 ， 其 抽样 方法 的 原则 是 相同 的 ， 这 里 不 再 仔细 介绍 了 . 
14.37 ”多 维 分 布 的 抽样 


一 维 分 布 的 许多 随机 抽样 方法 可 推广 运用 于 多 维 分 布 的 随机 抽样 . 
例如 合 选 法 运用 于 多 维 抽样 . 设 n 维 概率 密度 为 f(x) ,x 的 取 值 域 为 n 维 长 
Fik [a,b], 
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a=[a,a,- a) b={b,b,,…,b,}. 
f(x) 的 极 大 值 为 M， 则 f(x) ВЕБ E = 6.2... Z.) 的 舍 选 法 如 图 14.9 所 示 . 


抽取 гыг=1,2, п 


т=п -a)+a,i=l2,.n 


г < fm! M 


И 14.9 


又 如 乘 抽样 方法 应 用 于 多 维 分 布 的 抽样 . 设 多 维 随机 变量 概率 密度 函数 f(x) 
可 表示 为 


f(x)= H(x)g(x), 


其 中 8(z) 为 任意 多 维 概率 密 度 函 数 ， 其 随机 数 为 了 = (т... H x) > 0 的 极 
大 值 令 为 M， 则 f(x) 的 随机 数 纪 = (61,95,77, 9 14.10 所 示 的 抽样 方法 . 

14.3.6 小 节 叙 述 的 近似 抽样 也 可 以 直接 推广 到 多 维 分 布 的 情形 ， 只 需 将 一 维 子 
区 间 改 变 为 n 维 子 区 间 . 为 了 计算 简单 起 见 ， 可 以 将 子 区 间 内 的 积分 用 近似 值 代替 


Í f(x)dx = f(x°)Ax, 
Ах 


其 中 x EFKE Ах 内 的 某 个 点 . 


> 


Ё 14.10 
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除了 这 些 一 维 方法 的 推广 之 外 , 多 维 分 布 的 随机 抽样 还 有 所 谓 的 条 件 密度 法 ， 
其 实质 是 利用 条 件 概率 密度 将 多 维 模拟 化 为 一 维 模拟 问题 . 任意 半 维 概率 密度 
f... x.) 可 表示 为 


РО) = fA An) Sa tAn). (14.3.30) 
НИИ м E E Ana = x, 条件 下 的 条 件 概率 密度 ， 它 是 一 维 密度 
函数 ; 第 二 项 

faat Xna) = лох), (14.3.31) 

它 等 于 haon HERDER x 作 积分 ， 是 余下 的 -1 个 变量 的 联合 概率 
密度 .反复 运用 式 (14.3.30)， 可 得 

fn (Hs Xn ) = Ро, а) 
х Р(х, ax.) f (x, lx )f (x, ). 


该 式 右面 每 项 都 是 一 维 密度 函数 ， 其 中 条 件 概率 密度 可 从 式 (14.3.30) 的 变形 求 得 


(14.3.32) 


_ (14.3.33) 
Ља) 


由 式 (14.3.32) 可 得 如 下 模拟 方法 : А ЕИ ЛО) ВЕ о, НКЛ 
f (wn) 中 的 得 到 确定 的 一 维 概率 密度 S O lé). ВНР РО, |а) 的 随机 数 
多， 照 此 方式 进行 下 去 即 可 得 到 分 布 fr On) 的 随机 数 向 量 (een) - 

表 14.2 我 们 列 出 了 一 些 分 布 的 随机 数 产生 的 方法 .多数 是 用 直接 抽样 方法 得 
到 的 ， 也 有 一 些 使 用 了 其 他 抽样 技巧 ， 表 中 列 出 的 随机 数 产生 方法 不 是 唯一 的 ， 
抽样 费用 也 不 一 定 最 省 . 


fG |а) = 


Ж 142 ”具有 指定 分 布 的 随机 数 7 的 产生 
表 中 mi 一 一 [0，H 区 间 均 匀 分 布 随机 数 ; 5, 一 一 x?(n) 分 布 随机 数 ; ¿,¿ 一 一 标准 正 态 分 布 NO，1) 随 机 数 


由 -ab (а>0) 
~ [b+a,b] (a<0) ab (b 任意 实数 ) 
GES 
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续 表 


At 概率 密度 ЕТГЕН 随机 数 7 


£ «1. г 
(1+ bx)? | ‘С-В c-br 


пх"! (п218 0 х:10,1] "ВХ тах(и r) 


1 

—-l 
lyn (n>1 整数) x:[0,1] r" 
n 


пх) (n>1 整 数 ) x:[l,%) Птахи, nn) ети" 


2 
х:[0,1] sin nr 


n 
n 


х:[0,%) 


женк дег | I = 
пее еч г.у (4>0) х0, х] - {1 - [1-е ] 


1-е 
1 
一 11,4 r 
倒数 分 布 m (4>1) x:[1,4] A 
1 
柯 西 分 布 nr) x: (-%,%0) tan л(г — 0.5) 


n+l 
对 数 分 布 -(inx)"/n!  (n>1%%) х:(0,1] II: 
і=1 
威 布尔 分 布 a+b(—In r 
T RoVr 或 Ro max(ni, ra) 
环 内 均匀 Пе 88) к)” 


[(r -Re 8] 


п 维 球 内 [0, Ry Ro R ) З: 2 


产生 和 N+1 个 随机 数 rr ， 且 令 


万 分 布 
п<5 <. , MNE 
拉 普 拉 斯 l 
—exp{-l xl} Іт(л/љ) 
分 布 17% 1/5 
T 9/ yrdy (n>1 整 数 ) —max(fi r 5) 
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续 表 


m БИСТИН ния 


"7167 (n>1 整数 ) х:[0,%) н) 
ат а 


n+ 
x:[0,%) 8 "ISP к 
随机 产生 正 负 号 得 到 S 


m = 4/2105 cos2rm， 
т = V2Inn sin2rm， 
mmh 中 任意 一 个 ， 都 是 一 维 N(0,1) 
随机 数 ¿ 


sal: £s-3). Жп = 6,12. 


y=V-2inr ( 当 满足 0.5<r<1) 
у atapita (误差 <10-4 ) 
I+hy+b,y ° +by 
ao =2.515517 а = 0.802853 
a, = 0.010328 
b =1.432788 b, = 0.189269 
b, = 0.001308 


n= [a +52 (a +544; + s2(a; +45?) | 


12 
= [2-8] (误差 <2x10”) 


i=l 
=3.949846138 а; =0.252408784 
as = 0.076542912 a, = 0.008355968 
ag =0.029899776 


对 数 正 态 l In(x—a)+ АР f ў 
AM O _ a "| 20. | a i ë: 


2 x:[0,%) n 
x (n) 分 布 Ў 
Г Я ... h) 
дъь = -2ln(i n: р) +22 


分 布 


t(n) 分 布 x: (—so, oo) :/ 5, 
п 
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续 表 


at EET: нл 


Е(т,п) x:[0,%) n/m 
分 布 ó, /п 


144 ”蒙特 卡 罗 法 计算 积分 


计算 积分 和 多 重 积分 是 蒙特 卡 罗 法 的 重要 应 用 领域 之 一 .对 于 积分 边界 复杂 、 
被 积 函 数 形式 复杂 的 积分 ， 用 解析 方法 往往 难以 求解 ， 用 一 般 的 数值 方法 也 感到 
困难 ， 蒙 特 卡 罗 法 总 能 比较 简单 地 求 出 其 近似 解 及 其 误差 . 


14.4.1 频率 法 (均匀 投 点 法 ) 
在 14.1 节 中 已 经 介绍 过 均匀 投 点 法 求 最 简单 的 一 维 积分 的 例子 ,现在 讨论 


b 
| 2 (ах. (14.4.1) 
g(x) 是 [a,b] 区 间 上 非 负 、 有 界 可 积 函 数 ， 其 极 大 值 为 M， 积 分 值 就 是 图 14.11 中 
划 斜 线 的 面积 4， 抽 取 п 对 随机 数 
(Zon), i=1,2,.…,n, 
其 中 各 是 [a,b] 区 间 均 匀 分 布 的 随机 数 ，7; 是 [0,M ] 区 间 均 匀 分 布 的 随机 数 


£ =a+(b-a)r, n = Ме, 


了 


其 中 是 不 同 于 xi 的 [0,1] 区 间 均 匀 分 布 的 随机 数 . 若 满足 


(14.4.2) 
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8(5) >т, (14.4.3) 
则 点 (Z, m ЕА 内 , RHA m (Ер т ХЕ, ЖЕНА 内 ， 全 部 点 数 
为 n ， 则 不 难 证 明 ， 当 nn 充分 大 时 有 下 列 近 似 公式 : 
1= | сод тма) =, (14.4.4) 
а п 
因而 可 算得 积分 1 的 近似 值 71,. 


事实 上 ,该 算法 相当 于 在 矩形 a< x<b,0< y< M 中 均匀 、 独 立地 投 点 ， 假 定 
点 落 在 面积 4 中 为 成 功 ， 则 每 次 投 点 成 功 的 概率 p 等 于 面积 А 与 矩形 abed 面积 


之 比 


同时 ， 由 大 数 定律 知 


. m 
lim — = p. 


故 当 n 足够 大 时 ， 式 (14.4.4) 成 立 . 
n 次 投 点 可 看 成 n 次 伯 努 利 试验 ， 成 功 的 概率 为 p， 所 以 成 功 的 次 数 m 服从 
参数 n,p 的 二 项 分 布 ， 其 均值 和 方差 分 别 为 


Е(т) =пр, o2?(m)=np(1- p). 
从 而 有 
= [МО М Bim) 
п п 
= М(Ь-а)р= А =1, 
2 2 
U= m | e 2 o?(m) 
n n 
=М?(Ь-а)? p(l- р)/п. (14.4.5) 
FR, 1, 是 积分 值 7 的 无 偏 估计 量 ， 而 积分 估计 值 的 误差 是 


o(1,)=M(b-a), — (14.4.6) 
п 
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因为 p 的 真 值 是 不 知道 的 ， 当 n 充分 大 时 ，p ~m/n ， 于 是 有 


с(1,) = Mea hı Е z) (14.4.7) 
n n 


一 个 重要 的 问题 是 ， 对 于 任意 的 给 定 正 数 &， 怎 样 才能 保证 积分 计算 值 1 与 
真 值 1 之 差 的 绝对 值 4 小 于 的 概率 不 小 于 a(0<a<1). 4 可 表示 为 


491, -1ЕМ(-а) 


т 
н Д 
п 


根据 中 心 极 限定 理 ， 当 n 充 分 大 ， 随 机 变量 


m—np 


~ N(0,1). 
Japa _ p) 


因此 ， 有 


9) ар df 
Vnp(l— р) 


= @(t) — @(—t) = 2Ф(1) –1, 


ое | а= (14.4.8) 
М(Ь-а) \ p(l- р) 


于 是 问题 化 为 求 出 适当 的 + 值 ， 满 足 
а&Р(А< е) = 2Ф(1) –1. 


Р(Д< є) = р] мов) 


т 
Sep 
n 


其 中 


对 于 给 定 的 w， 可 从 累积 标准 正 态 分 布 表 查 出 满足 
а = 2Ф(1,)-1 (14.4.9) 


的 t 值 ， 令 t=t, ， 由 式 (14.4.8) 求 得 


є, =1,М-а)|РОСР), (14.4.10) 
п 


这 表示 在 置信 水 平 c 上 ， 积 分 计算 值 与 真 值 之 差 的 上 限 为 e ， 它 与 投 点 数 n 的 根 
号 成 反比 ， 投 点 数 越 多 ， 误 差 越 小 ， 与 式 (14.4.6) 对 比 ， 上 式 也 可 写成 
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Ea =L, 'о(1,). (14.4.11) 


反 过 来 ,为 了 在 置信 水 平 a 上 ,积分 计算 值 与 真 值 之 差 小 于 给 定 正 数 ,应 有 :>1， 
即 投 点 数 n 须 满足 


иаа 20] i (14.4.12) 

ДН рж, Чт КЕ т/п 作为 p 的 近似 值 . 
上 述 计算 方法 的 基本 思想 在 14.1 节 的 例子 中 已 经 用 到 过 . 由 于 积分 是 利用 随 
机 变 基 在 一 定 区 域内 的 频率 来 计算 的 ， 概 率 模型 是 一 定 区 域内 的 均匀 投 点 ， 故 称 


为 均匀 投 点 法 或 频率 法 . 
我 们 还 可 以 利用 被 积 函 数 的 性 质 减 小 积分 估计 值 的 误差 .如果 被 积 函 数 g(x) 


在 积分 区 域 [a,b] 内 存在 大 于 0 的 极 小 值 M' ,那么 图 14.11 中 abc'd' 的 面积 十 分 容 
易 计 算 ， 无须 运 用 蒙特 卡 罗 技 巧 ， 积 分 可 分 为 两 部 分 
7 =7+ ао) млаке + I”, 
I'=M'(b - a). (14.4.13) 


其 中 1" 可 用 以 上 介绍 的 方法 求 积 ， 这 时 前 面 求 得 的 结果 直接 可 用 ， 唯 一 的 更 动 是 
将 原 式 中 的 М ВОИ М -М'. 由 式 (14.4.6) 知 道 ， 积 分 的 误差 ol) К ol) ЛХ. 


均匀 投 点 法 原则 上 也 适用 于 多 重 积分 ， 例 如 ， 求 多 重 积分 
b а. ` Za 
1=], воас = || | ej (0,5,5, xX )dx dx, ---@х, 


& ¿= [24.66] 是 [a,b] 区 间 内 均匀 分 布 的 随机 数 ,， 7 = Mr 是 [0,M] 区 间 内 均匀 
分 布 随机 数 ，M 是 g(x) 在 [a,b] 区 间 内 的 极 大 值 ， 选 取 n 组 {4,7} ， 若 其 中 满足 


8(8)>7 
的 共有 m 组 ， 则 当 n 充 分 大 时 ， 


b m 1 
1 =f сн МО -а)=1,. (14.4.14) 


1, 可 作为 积分 的 近似 值 ， 关 于 1, 的 方差 ， 1, 与 积分 真 值 之 差 小 于 给 定 正 数 = 所 要 
RAY n 值 ， 可 用 类 似 于 一 维 的 方式 进行 讨论 ， 只 要 将 一 维 公式 中 的 (6-a) 改 为 
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l 
По -а) 便 可 应 用 于 多 维 积分 的 场合 . 


i=l 


实验 工作 者 关心 的 通常 是 相对 误差 ， 即 积分 值 的 误差 与 积分 值 之 比 ， 由 
式 (14.4.5) 和 (14.4.10) 知 ， 在 给 定 置信 水 平 a 上 ， 积 分 的 相对 误差 5 可 表示 为 


m t 1 1⁄2 
6=1 РТ (14.4.15) 


该 公式 对 于 一 维 或 多 维 积分 都 正确 ， 它 说 明 利 用 均匀 投 点 法 求 积 分 的 精度 与 两 个 
因素 有 关 . 第 一 是 与 投 点 数 n 的 平方 根 成 反比 ，n 越 大 ， 精 度 越 好 ， 而 且 与 积分 
的 维 数 无 关 . 第 二 ， 精 度 与 被 积 函 数 g(x) 的 行为 有 关 ，g(x) 变 化 越 平缓 ， 投 点 成 功 
的 概率 р 越 接近 于 1!， 精 度 越 好 ， 一 般 说 来 ， 如 果 对 于 函数 的 行为 无 所 了 解 ， 万 
其 在 高 维 积分 的 情形 下 ， 投 点 成 功 的 概率 р 往往 很 小 ， 这 样 精度 就 很 差 ， 所 以 均 
匀 投 点 法 一 般 地 不 适合 求 高 维 积分 . 


14.4.2 ”期 望 值 估计 法 
任何 一 个 积分 都 可 以 表示 为 某 个 随机 变量 的 数学 期 望 ， 因 此 ， 可 以 用 该 随机 


变量 的 子 样 平均 值 作为 积分 的 近似 值 . 
设 欲求 的 积分 为 
I =Í g(x)dx, (14.4.16) 


EF x ={x x RR S 维 空间 的 点 ， 凤 表示 积分 区 域 . < f(x) 为 V 上 的 任 
一 随机 变量 上 的 概率 密度 函数 


Јода =1 (14417) 


则 积分 7 可 表示 为 随机 变量 h(x) = g(x)/ f (x) 的 数学 期 望 


-= СГ 8%) -p 8@) | 
1 водах | ee Е] maen (14.4.18) 


SARIE R S HR G B п МВТУ EE 2.2... Z, ( 即 服从 分 布 f(x) 的 随机 
数 )， 可 求 得 随机 变量 h(x) НЕЕ hhh, 


в =1(&)=8(&)/У(&). (14.4.19) 
而 根据 大 数 定律 ， 当 n>w% 时 ， 子 样 平均 
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= (14.4.20) 
n 


的 期 望 值 EL] t5 АЖ h RERE EAE, PFL n КЕЕ, A 


I = Elh] = Е Уһ =1,. (14.4.21) 
п 


і=\ 


选取 f (x) 的 最 简单 方法 是 内 的 均匀 分 布 
f(x) = /У,, 


这 样 ， 上 式 简 化 为 


у п 
1х1, = Felg ), (14.4.22) 
i=] 


这 里 ， 扣 是 汉中 均匀 分 布 的 随机 数列 ， 它 们 很 容易 从 х,о, x, 各自 的 积分 限 和 
随机 数 了 求 出 ， 对 于 一 维 积分 的 特殊 情形 ， 若 积分 上 下 限 为 上 和 a ， 则 立即 有 


Ixl, = 57у g(n). (14.4.23) 
n 


i=l 


容易 求 得 式 (14.4.21) 积 分 近似 值 1, 的 期 望 值 和 方差 


ЕСИ, =z ZA |- E(h) = 1, 
n 


i=l 
V(I,)=V ds Е 
i na nia ` n iÀ 
其 中 Vi 是 随机 变量 h(x) 的 方差 


V, = | [h— ЕР f(x)dx = Í (h— D? f(x)dx. (14.4.24) 
у, v, 


根据 同 分 布 中 心 极 限定 理 ， 当 mo 时 ， 有 
ksi 


JV, (п 


利用 这 一 极限 性 质 可 以 得 到 积分 估计 值 1, 与 真 值 之 差 A=1,- 1k a (s 给 定 正 数 ) 


~ М(0,1). 
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的 概率 不 小 于 cx(0 <a <1) 所 要 求 的 条 件 . 这 时 有 


acrin -ike ripi 
аа 


对 于 给 定 的 c ， 可 从 累积 标准 正 态 分 布 表 查 出 满足 


а=2Ф(,)-1 (14.4.25) 
МН, $ 
na =, Уп 
а” V, ? 
求 得 
£, = (14.4.26) 
这 表示 当 子 样 容 量 为 n 时 ， 在 置信 水 平 a 上 ， 积 分 估计 值 1 与 真 值 1 之 差 4 的 上 
RA Ea- 
反 过 来 ,为 了 在 置信 水 平 4 上 有 4<s， 应 有 1>1,， 因 而 求 出 
n>12V,/s’. (14.4.27) 


由 该 式 可 算得 对 于 给 定 误差 所 要 求 的 子 样 容量 n. 
问题 是 上 面 两 个 公式 中 的 Vi 是 未 知 量 ,但 由 式 (14.4.24) 有 


V, =| (h-I) f(x)dx =Í k f(x)dx- = Е?) P 
v, у, 


因此 ， 积 分 近似 值 的 方差 为 
A “| -(8) | (14.4.28) 
п п 


为 了 使 积分 的 估计 值 忆 达到 某 个 预定 的 精度 <， 可 采用 以 下 步 又 . 
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设 已 进行 了 ”次 抽样 ， 对 于 给 定 的 置信 水 平 c， 利 用 式 (14.4.26) 和 (14.4.28) 求 
НОНА =. 若 纪 <e ， 则 预定 精度 已 经 达到 ，7, =й, 即 为 所 需 的 积分 值 ; 
Фе, >, ， 则 需 进一步 增加 抽样 次 数 . 

显然 , 当 n 很 大 时 ,利用 式 (14.4.21) 和 (14.4.28) 计 算 积分 1 =h, 及 其 误差 V(1,) 
是 比较 费时 的 ， 当 有 h(x) 形式 复杂 时 尤其 如 此 . 因此 ， 当 抽样 次 数 由 nn 增加 到 n+1， 
计算 名 ,和 V(1,w) 时 车 能 利用 局 和 V(1,) 的 值 将 能 大 大 节省 计算 机 的 机 时 ， 下 面 
来 推导 计算 名 ,1 和 V(1,,) 的 递 推 公式 . 

对 于 积分 值 1,, =й, A 


ато (&)= маена) 
故 得 
ha Shas Гай, +). (14.4.29) 
而 1, 的 方差 为 ( 见 式 (14.4.28)) 
Уно A -6..) | 
其 中 方 括号 中 第 一 项 
у а) ечи) 可 


-fr а) + ий | 


= вне, ) +л2у(1,)+ nh) |, 


所 以 有 
УЧ) = hE, a) +", 
(п+1) 


+т(й, )? — (n + D(É,.,)1. (14.4.30) 


这 样 ， 就 可 由 新 产生 的 随机 数 上 ,对 应 的 函数 值 wj2(E，) 以 及 已 有 的 天 ， 
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V(1,) 求 得 第 n+1 次 抽样 后 的 积分 估计 值 1,, = hr 及 其 方差 V1). 


14.4.3 重要 抽样 方法 


由 式 (14.4.26) 可 知 ,对 于 一 定 的 置信 水 平 , 积 分 误差 的 上 界 =, 取决 于 函数 h(x) 
DAV, 和 抽样 次 数 Vn ， 相 应 地 可 以 通过 增 大 抽样 次 数 n 和 减 小 方差 V 这 两 种 
途径 来 减 小 积分 的 误差 .重要 抽样 是 降低 方差 V 的 一 种 常用 方法 . 

随机 变量 h(x) 的 方差 为 


у, = | (h- D? f(x)dx = Elh?) - IE(DË 


" ота P. (14.4.31) 
v f (x 


现在 的 问题 是 怎样 选择 适当 的 概率 密度 f(x) ， 使 得 V 达到 极 小 . 
可 以 证 明 ， 如 果 选 择 f(x) 为 


f(x)= 2 (14.4.32) 
j| Ig(x)l dx 


V, 达到 极 小 值 ， 特 别 当 g(x)>0 时 上 式 相当 于 


fayz -20 (14.4.33) 
f, ооа 


КЛУ, 的 表达 式 ， 得 


„01 f(r)dr - РРР =0, 
g ( 


即 方 差 为 零 ， 这 种 使 Vi 方差 等 于 零 的 技巧 称 为 重要 抽样 . 


但 是 从 式 (14.4.32) 和 (14.4.33) 可 见 , 为 了 能 构成 重要 抽样 这 样 的 概率 密度 函数 
f(x) ， 首 先 要 求 出 积分 值 或 同等 工作 量 的 积分 


MEGI: 


因此 ， 零 方差 重要 抽样 实际 上 不 可 能 实行 ， 但 是 重要 抽样 的 原则 提供 了 寻找 较 优 
的 f(x) 的 途径 。， 从 式 (14.4.33) 可 知 ， 对 于 零 方差 情形 ， 
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f(x) < g(x), (14.4.34) 


这 相当 于 在 8(х) 大 的 地 方 (对 积分 1 贡献 大 的 区 域 )，f(x) 也 选 得 较 大 ， 即 抽样 点 
取得 密 一 些 ; 而 在 g(x) 小 的 地 方 , 抽样 点 取得 稀 一 些 . 因此 , 当 概率 密度 函数 f(x) 
取得 近似 地 正比 于 被 积 函数 g(x) 时 ， 便 能 大 大 减 小 方差 Vi. 


14.44 МЕ 


这 种 方法 把 解析 计算 方法 和 概率 计算 方法 结合 起 来 ， 将 待 求 积分 的 主要 部 分 
用 没有 误差 的 解析 方法 求 积 ， 因 而 大 大 降低 了 积分 的 误差 . 


设 待 求 积分 为 
1= f, (a, 
如 能 找到 一 个 函数 
g'(x)= g(x) (14.4.35) 
而 积分 
Та | g'(x)dx (14.4.36) 


为 已 知 或 可 解析 求解 ， 则 有 


1=7+| eco-sColdr 


该 式 表明 ， 只 需要 对 | [g(x)- g"(x)jdr 用 蒙特 卡 罗 法 求解 ， 令 


һ= 800-800) 7 (14.4.37) 
f(x) 
则 随机 变量 疡 的 期 望 值 为 
E(h) = ], hf (x)dx = 人 ee- g'(x)ldr +/ (14.4.38) 
=1-Ј+Ј = 1. 


Вр E(h) 等 于 积分 值 ， 因 此 ， 当 充分 大 时 ， 随 机 变量 h 的 子 样 平均 有 可 作为 积分 
1 的 近似 值 | 
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r á ly | 860-260 |.) 14.4.39 
DE FED | | R 
Ht Z, 28 f (x) 的 随机 数 . 
随机 变量 的 方差 这 时 为 


у, = 6-0? ом 


g(x)- g'(x) 
=| |2 ”ËPrSOMA 2/_р dr 
j flr) z f(x) 


Я 2 


НҒ 8(х) = g'(x),1 = J ， 所 以 上 式 右边 的 两 项 比 风 的 一 般 表 达 式 (14.4.31) 中 相对 
应 的 两 项 要 小 得 多 ， 从 而 减 小 了 积分 估计 值 的 误差 . 
例 14.1 蒙特 卡 罗 法 计算 积分 1= е 


积分 1= erd 是 解析 可 积 的 ， 积 分 值 为 1=1.71828 ， 我 们 现在 用 


14.4.1~14.4.4 节 介 绍 的 四 种 方法 求 了 的 近似 值 ， 以 比较 它们 的 精度 ， 子 样 容量 统 
Н у n = 10. 
对 于 投 点 法 ， 立 即 得 到 积分 近似 值 公式 如 下 ( 式 (14.4.4)): 


е п 
= 


其 中 


, el >n, 
g(r,n,)= P 
0， Же" <и. 


是 [0，1] 区 间 均 匀 分 布 随 机 数 ，7; 是 [0,e] 区 间 内 均匀 分 布 随机 数 . 
当 用 期 望 值 估 计 法 求 积 分 ， 有 ( 式 (14.4.22)) 


利用 重要 抽样 方法 求 积分 时 需要 选择 适当 的 概率 密度 函数 f(x) ， 因 为 
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ež =1+х+-.-., 
所 以 选择 f00=30+), 


其 中 的 乘 因子 是 为 了 保证 f(x) 在 [0，1] 积 分 区 间 内 的 归 一 性 ， f (x) 的 随机 数 攻 可 


НАЖ tH 
2 
Г -| гоњ 35 + £) 


解 得 


&=-1+/1+35. 

由 于 x 的 取 值 在 [0，1] 区 间 内 ，4& 的 两 个 解 中 只 有 
EG=Vl+3n -1 

符合 要 求 ， 计 算 积分 的 公式 于 是 为 
1 n 

ТЕ 


最 后 给 出 用 半 和 解析 法 计算 该 积分 的 公式 . 取 8 (Co =1+ x, fx) = 1 (ВПО, 1] 区 间 
内 均匀 分 布 )， 代 人 式 (14.4.39)， 得 


ef n ef 
52 UFE) 


1,=- Ter -1- р + f a+ ах 


l 
уд е" Е 


利用 以 下 10 个 随机 数 : 
0.86515, 0.90795, 0.66155, 0.66434, 0.56558, 


0.12332, 0.94377, 0.57802, 0.69186, 0.03393, 


RA h. b. h. АКА (п =10), RER 143 所 列 的 积分 近似 值 ， 表 中 还 列 
出 了 积分 的 误差 . 
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表 14.3 
计算 方法 频率 法 期 望 值 法 重要 抽样 半 解 析 法 
积分 近似 值 也 1.359 1.901 1.782 1.798 
'-1 -0.359 0.183 0.064 0.080 
УГ) 0.1718 0.0242 0.00270 0.00437 
all’) 0.414 0.156 0.052 0.066 


从 表 14.3 中 数值 可 以 看 到 , 重要 抽样 和 半 解 析 法 有 较 好 的 精度 . 虽然 抽取 的 子 
样 容量 (n=10) 不 够 大 ， 但 求 得 的 误差 o 大 致 上 反映 了 积分 近似 值 与 真 值 的 差别 . 


14.4.5” 自 适应 蒙特 卡 罗 积 分 
对 于 式 (14.4.16) 所 示 的 积分 


I= i g(x)dx, 


如 果 被 积 函 数 g(x) 的 形式 极为 复杂 , 我 们 对 于 函数 在 被 积 区 域 风 中 的 行为 基本 上 
无 所 了 解 ， 则 不 能 运用 14.4.3 和 14.4.4 节 所 叙述 的 方法 ， 虽 然 仍 可 用 频率 法 或 期 
望 值 估计 法 求 积分 的 近似 值 ， 但 方差 可 能 很 大 . 

此 外 ， 如 果 被 积 函 数 在 积分 边界 上 有 (可 积 ) 奇 点 ， 前 面 叙 述 的 几 种 方法 不 能 
使 用 ， 但 是 在 量子 电动 力学 的 计算 中 经 常 遇 到 这 种 类 型 的 积分 . 

在 出 现 上 述 情形 时 ， 可 应 用 自 适 应 蒙特 卡 罗 求 积分 的 技巧 求 出 积分 近似 值 及 
其 误差 . 它 的 基本 步骤 如 下 : 在 积分 区 域 V, 内 将 8 根 轴 划分 为 若干 长 度 元 , T E: V, 
被 划分 为 一 组 s 维 体积 元 ， 在 每 个 体积 元 中 通过 前 面 介 绍 的 任 一 种 方法 (如 期 望 值 
估计 法 ) 求 出 被 积 函数 g(x) 的 积分 值 /及 其 方差 oi?. AALA o? 可 重新 对 s 根 轴 
作 更 合理 的 划分 ， 得 到 一 组 新 的 s 维 体积 元 ， 在 这 组 体积 元 中 求 出 的 积分 值 具有 
较 小 的 方差 . 如 此 迭代 下 去 ， 直 到 计算 得 到 的 积分 值 的 误差 小 于 预先 给 定 的 限 值 


便 中 止 选 代 . 
设 积分 区 域 V, 被 划分 为 N 个 体积 元 V 
N 
V, = >V, 


i=] 
在 每 个 体积 元 中 利用 期 望 值 方法 计算 积分 ,并 选择 概率 密度 函数 f(x) 为 Vi 中 的 均 
匀 分 布 ， 每 个 体积 元 中 的 抽样 点 数 为 去 ， 因 此 ， 整 个 积分 体积 上 中 总 的 抽样 点 数 
ЕЯ 
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这 样 ， 在 Vi 中 抽样 点 的 密度 可 表示 为 


i=1,2,.…,N. (14.4.41) 


P=- 
L 


的 这 种 表示 具有 归 一 性 ， 即 


在 重要 抽样 中 已 经 阐明 ， 为 了 减 小 积分 的 误差 ,在 函数 值 s(x) 大 的 区 域 抽样 点 密 
度 应 当 大 一 些 ， 反 之 则 密度 应 小 一 些 ， 所 以 抽样 点 密度 已 应 按 这 样 的 原则 来 选 
择 . 但 在 第 一 次 迭代 中 ， 因 为 对 函数 的 行为 无 所 了 解 ， 所 以 选择 在 每 个 体积 元 中 
有 相同 的 密度 如 


8 => 
V, 


即 体积 元 Vi 中 的 抽样 点 数 工 为 


这 里 我 们 暂时 将 总 抽样 点 数 工 作为 一 个 固定 值 ， 因 为 L 的 大 小 决定 了 求 积分 所 需 
要 的 计算 机 时 间 . 

在 每 一 个 体积 元 中 利用 期 望 值 估计 法 求 积 分 值 及 其 方差 ( 式 (14.4.22) 、 
(14.4.28)) 


и СО (14.4.42) 


其 中 &, 是 体积 元 V; 中 被 积 函数 的 平均 值 


А > 
8р 8 (+, 
L, j=1 | i=1,2,..., N. (14.4.43) 
82 Уеб) 

4 


ITLi 
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(j=1,2,…, 上 上 ) 是 体积 元 Vi 中 均匀 分 布 的 随机 数 。 于 是 积分 值 1 及 其 误差 可 表示 
成 


N N 
ISi 0 (14.4.44) 


这 就 得 到 了 积分 及 其 方差 的 第 一 次 迭代 值 ， 为 了 将 迭代 进行 下 去 ， 可 以 采取 


两 种 不 同 的 途径 (总 的 抽样 点 数 工 保持 不 变 ) 
(1) 固定 体积 元 V.(i=1,2,…,N) 不 变 ， 调整 每 个 体积 元 中 的 抽样 点 数 工 . 


(2) АЕ РАНЕЕ АЖ Г, К, НИЖЕ V, ЖА. 

下 面 我 们 仅 叙述 第 一 种 途径 的 迭代 步骤 .第 二 种 途径 比较 复杂 ， 这 里 不 予 介 
绍 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [96] 197]. 

在 第 一 次 迭代 计算 厂 和 er 的 同时 ， 计 算 


к, = | Ig(x)|dr =V, Iĝ; 1 
| } 
i=1,2,....N 


(14.4.45) 
чае 
г 
以 及 
N 
к=УК,, 
і=1 
在 下 次 选 代 中 ， 每 个 体积 元 中 抽样 点 由 原来 的 万 改 变 为 玫 
= Ža (14.4.46) 


这 样 ， 每 个 体积 元 中 的 抽样 点 密度 成 为 ( 式 (14.4.41)) 
„АЖ L 1811 
© LKV K' 
leill O ЕОС У, PAFA, ЧУ В, 14,1 ео, М, ХО 
有 


i=1,2,…,N. 


Р! x 1gi(r)l | 
Г. | е(х)| Ах 


与 式 (14.4.32) 对 比 可 知 ，P' 接 近 于 重要 抽样 方法 中 的 概率 密度 f(x) ， 这 就 使 积分 


Е 第 十 四 章 ”蒙特 卡 罗 法 - 569 · 
МЕНЧЕ АУЭ K KW. НКР, НЕДЖИ Е. 

如 果 相 当 多 次 迭代 之 后 尚 不 能 达到 所 要 求 的 精度 ， 则 应 考虑 增加 总 的 抽样 点 
ЖН L. 


14.5 ”蒙特 卡 罗 法 应 用 于 粒子 传播 问题 


核 物理 、 基 本 粒子 物理 研究 的 基本 问题 是 原子 核 和 基本 粒子 的 衰变 、 相 互 作 
用 ， 这 些 过 程 中 的 一 大 部 分 都 具有 随机 的 性 质 ， 例 如 ， 不 稳定 核 或 粒子 衰变 产生 
一 个 或 多 个 末 态 粒子 ， 这 些 末 态 粒子 的 种 类 、 空 间 角 分 布 、 能 量 分 布 ， 等 等 ， 都 
是 随机 变量 . 

一 个 粒子 射 人 介质 时 ， 要 经 历 一 系列 碰撞 或 相互 作用 ， 其 中 的 每 一 次 碰撞 或 
相互 作用 都 是 随机 过 程 ， 而 且 下 一 次 碰撞 与 前 一 次 碰撞 是 完全 独立 的 .这 一 连 串 
的 随机 过 程 构成 马尔 科 夫 过 程 . 

粒子 穿 人 介质 后 的 状况 可 以 通过 物理 实验 加 以 测定 ， 但 如 果 粒 子 与 物质 的 碰 
撞 或 相互 作用 的 规律 是 清楚 的 ， 那 么 粒子 运动 的 这 种 马尔 科 夫 过 程 ， 完 全 能 够 用 
蒙特 卡 罗 法 正确 地 加 以 模拟 ， 通 过 对 粒子 的 追踪 ， 可 以 从 粒子 的 初 态 参数 (种 类 、 
能 量 方向 等 ) 得 到 任何 中 间 态 和 未 态 的 参数 , 从 而 求 得 对 于 各 种 有 关 问 题 的 答案 . 

这 类 涉及 粒子 的 传播 、 粒 子 与 物质 的 相互 作用 的 问题 可 以 统称 为 粒子 传播 问 
题 ， 它 在 基本 粒子 物理 、 核 物理 和 宇宙 线 研究 中 是 具有 典型 意义 的 . 

粒子 传播 问题 的 经 典 处 理 方法 是 利用 粒子 传播 的 宏观 方程 来 求 得 问题 的 解 ， 
例如 中 子 物 理 中 的 中 子 扩散 方程 .宏观 方程 的 优点 在 于 对 所 研究 的 问题 提供 比较 
多 的 信息 ， 例 如 给 出 近似 公式 、 渐 近 关 系 等， 因而 对 问题 的 解 有 整体 的 概貌 性 的 
ТЖ. 但 是 对 边界 条 件 复杂 的 问题 ， 利 用 宏观 方程 很 难处 理 ; 更 何况 牵涉 到 多 种 
过 程 的 复杂 问题 ， 常 常 无 法 求 得 宏观 方程 . 

蒙特 卡 罗 法 恰恰 相反 ， 只 要 问题 所 涉及 的 相互 作用 规律 已 经 了 解 ， 粒 子 的 追 
踪 是 十 分 简单 的 ， 任 何 复杂 的 边界 条 件 都 可 以 处 理 . 由 于 蒙特 卡 罗 法 对 过 程 中 的 
所 有 粒子 都 可 以 逐个 追踪 ， 所 以 它 可 以 给 出 非常 详尽 的 信息 ， 例 如 ， 任 何 时 刻 的 
状态 ， 任 何 界面 上 粒子 的 能 量 分 布 、 飞 行 方向 分 布 等 ， 这 一 优点 是 其 他 任何 方法 
不 能 比拟 的 . 它 的 缺点 在 于 只 能 给 出 描述 问题 的 特定 初 态 参数 值 下 的 具体 答案 ， 
而 不 能 给 出 问题 解 的 整体 性 质 . 

粒子 传播 问题 中 粒子 的 模拟 追踪 是 根据 粒子 相互 作用 的 物理 规律 的 概率 模 
型 ， 反 过 来 ， 如 果 对 于 某 一 种 相互 作用 的 物理 规律 不 了 解 ， 我 们 可 以 设想 描写 它 
的 作用 规律 的 模型 ， 利 用 蒙特 卡 罗 法 的 计算 结果 与 实验 结果 的 对 比 来 验证 模型 的 
正确 性 ， 这 种 方法 在 粒子 物理 的 研究 中 被 广泛 地 采用 

蒙特 卡 罗 法 解 粒子 传播 问题 的 要 点 可 以 归结 为 : 四 构造 物理 过 程 的 概率 分 布 
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并 产生 其 随机 数 ; @ 处 理 边界 条 件 ; @@ 对 于 复杂 的 、 尤 其 是 涉及 多 分 支 过 程 的 问 
题 ， 正 确 地 组 织 和 编写 计算 机 程序 . 

蒙特 卡 罗 法 解 粒子 追踪 问题 显然 涉及 问题 本 身 的 物理 内 容 ， 为 了 避免 过 多 地 
陷 进 物理 本 身 的 讨论 ， 我 们 以 一 个 简化 了 的 物理 实验 为 例 ， 以 说 明 蒙 特 卡 罗 法 模 
拟 物理 实验 的 基本 思路 . 

设想 如 图 14.12 的 一 个 实验 装置 .能 量 单一 的 准 直 Y 光子 细 束 垂 直 地 射 人 被 
称 为 转换 体 的 一 块 介质 ，Y 光子 与 物质 的 作用 基本 上 是 光电 效应 、 康 普 顿 散射 和 
电子 对 产生 ,我 们 只 考虑 康 普 顿 散 射 ， 即 光子 和 原子 中 的 一 个 电子 碰撞 ， 作 用 结 
果 是 光子 被 散射 偏离 原来 的 运动 方向 、 能 量 降低 ， 而 电子 得 到 一 部 分 能 量 飞 离 原 
来 所 在 的 原子 .散射 光子 和 电子 e 的 飞 出 角度 、 能 量 有 一 定 的 分 布 ， 如 果 图 中 
的 探测 器 1( 对 у 光子 灵敏 ) 测 到 散射 光子 Y， 探 测 器 2( 对 电子 灵敏 ) 测 到 电子 e, 那 
么 这 两 个 探测 器 都 有 电 脉 冲 输出 ， 符 合 电路 就 产生 一 个 输出 脉冲 ， 使 得 门 电路 打 
开 ， 探 测 器 2 的 主 脉冲 (其 脉冲 幅度 正比 于 电子 在 探测 器 中 的 能 量 损失 ) 得 以 通过 
门 电路 并 被 脉冲 幅度 分 析 器 记录 下 脉冲 幅度 . 当 许多 同样 能 量 的 光子 射 人 转换 体 ， 
就 能 得 到 有 一 定 分 布 的 脉冲 幅度 谱 ， 称 为 响应 谱 . 利用 一 系列 不 同 能 量 但 数量 相 
等 的 y 光子 人 射 得 到 一 系列 的 响应 谱 ， 如 果 能 量 连续 、 强 度 未 知 的 Y 射线 射 人 转 
换 体 ， 得 到 对 应 的 脉冲 幅度 谱 ， 则 可 以 用 测 到 的 一 系列 响应 谱 对 它 进行 分 析 ， 求 
出 人 射 Y 射 线 的 能 量 和 强度 分 布 . 


Y 探测 器 


Ва 14.12 利用 康 普 顿 散射 原理 测量 Y 光子 能 谱 的 装置 


响应 谱 自 然 可 以 利用 实验 来 测定 ， 但 是 一 系列 不 同 能 量 的 单 能 y 束 是 很 难得 
到 的 . 我 们 可 以 通过 蒙特 卡 罗 法 来 模拟 整个 实验 , 以 求 得 任意 单 能 Y 束 的 响应 谱 . 
HER 为 的 光子 垂直 人 射 到 转换 体 上 ， 在 其 中 发 生 康 普 顿 散射 的 概率 为 


N 
p=1-expl-o(E,)-d]), = 27 2..7, = Со,(Е,), (14.5.1) 


其 中 C 是 常数 ,与 转换 体 物 质 种 类 有 关 ; o 是 转换 体 物质 原子 的 每 个 电子 的 康 普 
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顿 散 射 截面 ， 与 E 有 关 ， 可 由 核 数据 表 查 到 ; d 是 转换 体 厚度 . 
令 康 普 顿 散射 后 的 散射 光子 和 电子 的 能 量 分 别 为 E, 和 E. ， 核 物理 知识 告诉 


我 们 有 下 述 关系 : 


, E, ,' 
Era a Е=Е-Е, (14.5.2) 
1+—* (I—cos0) 
0.511 


令 散 射 光 子 对 原 人 射 光子 的 角度 为 (9,y,) ， 电 子 对 原 人 射 光 子 的 角度 为 (p,we) ， 
Ниро, PARA, y, у. 为 方位 角 ， 则 存在 如 下 一 一 对 应 的 关系 (图 14.12): 


Е. 0 
ctgg =|1+ 一 一 |tan 一 ， 0<0,ф<л, 
2 (14.5.3) 


у, =V, +n, 0< у, ‚у, < 2x. 


如 果 其 中 的 一 个 粒子 (如 电子 ) 的 飞行 方向 确定 了 ， 则 另 一 个 的 方向 随 之 确定 ， 假 
定 电子 的 飞 出 方向 (o,ye) 的 分 布 可 用 f (@,v.) 表示 


J L re.voaeav, =1. 


我 们 的 问题 是 ， 当 No 个 能 量 E, 的 光子 垂直 射 到 转换 体 上 ， 脉 冲 幅度 分 析 器 
接收 到 多 少 个 脉冲 ， 它 们 的 幅度 分 布 ( 谱 ) 如 何 . 
当 No 个 光子 人 射 ， 发生 康 普 顿 散射 的 光子 数 N 由 式 (14.5.1) 求 出 
М= №р= М (1-е 5“). 


这 次 散射 中 ， 每 个 散射 电子 的 飞行 方向 由 服从 分 布 f(g,y。) 的 N 对 随机 数 
(6,06, } 决定, 与 之 对 应 , 散射 光子 的 飞行 方向 0 ,yw h E,é, 代入 式 (14.5.3) 得 出 . 

如 果 方 向 为 { 名 ,名 } 的 电子 恰好 落 人 探测 器 2, 与 之 对 应 的 散射 光子 又 落 入 控 
测 器 1( 假 定 探测 效率 都 是 100%)， 则 这 是 一 个 可 被 记录 的 有 效 事例 .车 共有 个 
有 效 事例 ， 则 脉冲 幅度 分 析 器 接收 到 n 个 脉冲 . 


可 以 适当 选择 探测 器 2 的 形状 和 大 小 ， 使 得 进入 探测 器 2 的 电子 被 吸收 全 部 
НЕН, 这样 探测 器 2 的 输出 脉冲 幅度 的 分 布 为 正 态 分 布 ， 其 均值 VW 与 电子 能 量 


成 正比 
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2 
eo-em Ha | V, =bE,, (14.5.4) 


у 


其 中 65 是 某 个 常数 ， 于 是 ，n 个 有 效 事例 中 的 电子 能 量 E 由 式 (14.5.2) 求 得 


1 
"Е ГЕ 7 
1+ (1 соѕ0ө | 

0.511 


这 些 电 子 在 探测 器 2 中 产生 的 脉冲 幅度 由 服从 分 布 g(V) 的 随机 数 刀 确定， 这 n 
1 су 值 就 是 我 们 要 求 的 脉冲 幅度 谱 ， 即 响应 谱 ， 这 样 ， 通 过 对 实验 过 程 中 粒子 的 
追踪 ， 得 到 了 实验 的 “模拟 ”结果 . 

如 果 描 述 各 个 物理 过 程 的 公式 是 正确 的 , 在 No 很 大 的 情形 下 , “模拟 ”的 结 
果 将 与 实验 结果 相当 一 致 ， 由 于 模拟 可 以 用 计算 机 进行 ， 描 述 实验 的 几何 和 物理 
参数 可 以 随意 改变 ， 因此， 蒙特 卡 罗 法 模拟 有 很 大 的 灵活 性 ， 特 别 是 由 于 条 件 的 
限制 ， 一 些 实验 测量 无 法 实行 时 ， 蒙 特 卡 罗 法 模拟 “实验 ”的 数据 更 有 其 特殊 的 
重要 性 ， 成 为 实验 设计 和 实验 结果 分 析 的 有 力 工具 . 

近代 核 物 理 、 基 本 粒子 物理 的 大 型 实验 研究 ， 其 设备 庞大 、 精 细 、 昂 贵 ， 物 
理 过 程 的 相互 作用 复杂 ， 实 验 过 程 延续 多 年 ， 耗 费 大 量 人 力 和 物力 ， 因 此 ， 实 验 
设计 的 优化 极其 重要 ， 而 纯粹 的 解析 方法 几乎 不 能 对 实验 的 设计 提供 较为 精确 的 
预测 .同时 ， 对 牵涉 复杂 过 程 的 实验 数据 ， 纯 粹 的 解析 方法 同样 不 能 给 以 恰当 的 
说 明 . 因此 ， 蒙 特 卡 罗 法 模拟 成 为 核 物 理 、 基 本 粒子 物理 实验 中 进行 实验 设计 和 
实验 数据 分 析 的 最 广泛 使 用 、 最 重要 的 数学 工具 . 
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表 中 只 列 出 p< 0.50 的 二 项 分 布 概率 值 ; р> 0.50 的 概率 值 可 由 下 面 的 关系 式 求 出 : 


Р 0.01 
п r 
l 0 0.9900 
| 0.0100 
2 0 0.9801 
1 0.0198 
2 0.0001 
3 0 0.9703 
l 0.0294 
2 0.0003 
3 0.0000 
4 0 0.9606 
1 0.0388 
2 0.0006 
3 0.0000 


0.0392 


0.9412 
0.0576 
0.0012 
0.0000 


0.9224 
0.0753 
0.0023 
0.0000 
0.0000 


附 表 


#1 


二 项 分 布 表 


В(г;п, р) -[" ра - p)” 


В(г;п, р) = В(п-г;п,1- р). 


0.9700 0.9500 0.9000 0.8500 


0.0300 


0.9409 
0.0582 


0.0009 


0.9127 
0.0847 
0.0026 
0.0000 


0.8853 
0.1095 
0.0051 
0.0001 
0.0000 


0.0500 


0.9025 
0.0950 


0.0025 


0.8574 
0.1354 
0.0071 


0.0001 


0.8145 
0.1715 
0.0135 
0.0005 
0.0000 


0.1000 0.1500 


0.8100 0.7225 
0.1800 0.2550 


0.0100 0.0225 


0.7290 0.6141 
0.2430 0.3251 
0.0270 0.0574 


0.0010 0.0034 


0.6561 0.5220 
0.2916 0.3685 
0.0486 0.0975 
0.0036 0.0115 


0.0001 0.0005 


0.8000 
0.2000 


0.6400 
0.3200 


0.0400 


0.5120 
0.3840 
0.0960 
0.0080 


0.4096 
0.4096 
0.1536 
0.0256 
0.0016 


0.7500 
0.2500 


0.5625 
0.3750 


0.0625 


0.4219 
0.4219 


0.1406 


0.7000 
0.3000 


0.4900 
0.4200 
0.0900 


0.3430 
0.4410 


0.1890 


0.40 


0.6000 
0.4000 


0.3600 
0.4800 
0.1600 


0.2160 
0.4320 


0.2880 


0.0156 0.0270 0.0640 


0.3164 


0.2401 


0.1296 


0.4219 0.4116 0.3456 


0.2109 
0.0469 
0.0039 


0.2646 
0.0756 
0.0081 


0.3456 
0.1536 


0.0256 


0.50 


0.5000 


0.5000 


0.2500 
0.5000 
0.2500 


0.1250 
0.3750 
0.3750 


0.1250 


0.0625 
0.2500 
0.3750 
0.2500 


0.0625 


# = . 579. 
续 表 

0.01 0.02 0.03 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 

r 
0 0.9510 0.9039 0.8587 0.7738 0.5905 0.4437 0.3277 0.2373 0.1681 0.0778 0.0313 
1 0.0480 0.0922 0.1328 0.2036 0.3281 0.3915 0.4096 0.3955 0.3601 0.2592 0.1563 
2 0.0010 0.0038 0.0082 0.0214 0.0729 0.1382 0.2048 0.2637 0.3087 0.3456 0.3125 
3 0.0000 0.0001 0.0003 0.0011 0.0081 0.0244 0.0512 0.0879 0.1323 0.2304 0.3125 
4 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0005 0.0022 0.0064 0.0146 0.0284 0.0768 0.1563 
5 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0003 0.0010 0.0024 0.0102 0.0313 
0 0.9415 0.8858 0.8330 0.7351 0.5314 0.3771 0.2621 0.1780 0.1176 0.0467 0.0156 
1 0.0571 0.1085 0.1546 0.2321 0.3543 0.3993 0.3932 0.3560 0.3025 0.1866 0.0937 
2 0.0014 0.0055 0.0120 0.0305 0.0984 0.1762 0.2458 0.2966 0.3241 0.3110 0.2344 
3 0.0000 0.0002 0.0005 0.0021 0.0146 0.0415 0.0819 0.1318 0.1852 0.2765 0.3125 
4 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0012 0.0055 0.0154 0.0330 0.0595 0.1382 0.2344 
5 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0015 0.0044 0.0102 0.0369 0.0937 
6 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0007 0.0041 0.0156 
0 0.9321 0.8681 0.8080 0.6983 0.4783 0.3206 0.2097 0.1335 0.0824 0.0280 0.0078 
1 0.0659 0.1240 0.1749 0.2573 0.3720 0.3960 0.3670 0.3115 0.2471 0.1306 0.0547 
2 0.0020 0.0076 0.0162 0.0406 0.1240 0.2097 0.2753 0.3115 0.3177 0.2613 0.1641 
3 0.0000 0.0003 0.0008 0.0036 0.0230 0.0617 0.1147 0.1730 0.2269 0.2903 0.2734 
4 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0026 0.0109 0.0287 0.0577 0.0972 0.1935 0.2734 
5 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0012 0.0043 0.0115 0.0250 0.0774 0.1641 
6 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0013 0.0036 0.0172 0.0547 
7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0016 0.0078 
0 0.9227 0.8508 0.7837 0.6634 0.4305 0.2725 0.1678 0.1001 0.0576 0.0168 0.0039 
1 0.0746 0.1389 0.1939 0.2793 0.3826 0.3847 0.3355 0.2670 0.1977 0.0896 0.0313 
2 0.0026 0.0099 0.0210 0.0515 0.1488 0.2376 0.2936 0.3115 0.2965 0.2090 0.1094 
3 0.0001 0.0004 0.0013 0.0054 0.0331 0.0839 0.1468 0.2076 0.2541 0.2787 0.2188 
4 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0046 0.0185 0.0459 0.0865 0.1361 0.2322 0.2734 
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续 表 
р 0.01 0.02 0.03 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 03 040 0.50 
n r 
5 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0004 0.0026 0.0092 0.0231 0.0467 0.1239 0.2188 
6 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0011 0.0038 0.0100 0.0413 0.1094 
7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0012 0.0079 0.0313 
8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0007 0.0039 
9 0 0.9135 0.8337 0.7602 0.6302 0.3874 0.2316 0.1342 0.0751 0.0404 0.0101 0.0020 
1 0.0830 0.1531 0.2116 0.2985 0.3874 0.3679 0.3020 0.2253 0.1556 0.0605 0.0176 
2 0.0034 0.0125 0.0262 0.0629 0.1722 0.2597 0.3020 0.3003 0.2668 0.1612 0.0703 
3 0.0001 0.0006 0.0019 0.0077 0.0446 0.1069 0.1762 0.2336 0.2668 0.2508 0.1641 
4 0.0000 0.0000 0.0001 0.0006 0.0074 0.0283 0.0661 0.1168 0.1715 0.2508 0.2461 
5 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0008 0.0050 0.0165 0.0389 0.0735 0.1672 0.2461 
6 0.0000 0.0000 0.0000 0.00007 0.0001 0.0006 0.0028 0.0087 0.0210 0.0743 0.1641 
7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0012 0.0039 0.0212 0.0703 
8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0035 0.0176 
9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0020 
10 0 0.9044 0.8171 0.7374 0.5987 0.3487 0.1969 0.1074 0.0563 0.0282 0.0060 0.0010 
l 0.0914 0.1667 0.2281 0.3151 0.3874 0.3474 0.2684 0.1877 0.1211 0.0403 0.0098 
2 0.0042 0.0153 0.0317 0.0746 0.1937 0.2759 0.3020 0.2816 0.2335 0.1209 0.0439 
3 0.0001 0.0008 0.0026 0.0105 0.0574 0.1298 0.2013 0.2503 0.2668 0.2150 0.1172 
4 0.0000 0.0000 0.0001 0.0010 0.0112 0.0401 0.0881 0.1460 0.2001 0.2508 0.2051 
5 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0015 0.0085 0.0264 0.0584 0.1029 0.2007 0.2461 
6 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0012 0.0055 0.0162 0.0368 0.1115 0.2051 
7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0008 0.0031 0.0090 0.0425 0.1172 
8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0014 0.0106 0.0439 
9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0016 0.0098 
10 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0010 


lI 0 0.8953 0.8007 0.7153 0.5688 0.3138 0.1673 0.0859 0.0422 0.0198 0.0036 0.0005 


Ш 表 . 581: 


p 0.01 0.02 0.03 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 


n r 
I 0.0995 0.1798 0.2433 0.3293 0.3835 0.3248 0.2362 0.1549 0.0932 0.0266 0.0054 
2 0.0050 0.0183 0.0376 0.0867 0.2131 0.2866 0.2953 0.2581 0.1998 0.0887 0.0269 
3 0.0002 0.0011 0.0035 0.0137 0.0710 0.1517 0.2215 0.2581 0.2568 0.1774 0.0806 
4 0.0000 0.0000 0.0002 0.0014 0.0158 0.0536 0.1107 0.1721 0.2201 0.2365 0.1611 
5 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0025 0.0132 0.0388 0.0803 0.1321 0.2207 0.2256 
6 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0023 0.0097 0.0268 0.0566 0.1471 0.2256 
7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0017 0.0064 0.0173 0.0701 0.1611 
8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0011 0.0037 0.0234 0.0806 
9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0,0001 0.0005 0.0052 0.0269 
10 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0007 0.0054 
11 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0005 
12 0 0.8864 0.7847 0.6938 0.5404 0.2824 0.1422 0.0687 0.0317 0.0138 0.0022 0.0002 
1 0.1074 0.1922 0.2575 0.3413 0.3766 0.3012 0.2062 0.1267 0.0712 0.0174 0.0029 
2 0.0060 0.0216 0.0438 0.0988 0.2301 0.2924 0.2835 0.2323 0.1678 0.0639 0.0161 
3 0.0002 0.0015 0.0045 0.0173 0.0852 0.1720 0.2362 0.2581 0.2397 0.1419 0.0537 
4 0.0000 0.0001 0.0003 0.0021 0.0213 0.0683 0.1329 0.1936 0.2311 0.2128 0.1208 
5 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0038 0.0193 0.0532 0.1032 0.1585 0.2270 0.1934 
6 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0005 0.0040 0.0155 0.0401 0.0792 0.1766 0.2256 
7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0006 0.0033 0.0115 0.0291 0.1009 0.1934 
8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0005 0.0024 0.0078 0.0420 0.1208 
9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0015 0.0125 0.0537 
10 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0025 0.0161 
ll 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0029 
12 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 
13 0 0.8775 0.7690 0.6730 0.5133 0.2542 0.1209 0.0550 0.0238 0.0097 0.0013 0.0001 
l 0.1152 0.2040 0.2706 0.3512 0.3672 0.2774 0.1787 0.1029 0.0540 0.0113 0.0016 
2 0.0070 0.0250 0.0502 0.1109 0.2448 0.2937 0.2680 0.2059 0.1388 0.0453 0.0095 
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续 表 
0.01 0.02 0.03 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 040 0.50 
п г 
3 0.0003 0.0019 0.0057 0.0214 0.0997 0.1900 0.2457 0.2517 0.2181 0.1107 0.0349 
4 0.0000 0.0001 0.0004 0.0028 0.0277 0.0838 0.1535 0.2097 0.2337 0.1845 0.0873 
5 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0055 0.0266 0.0691 0.1258 0.1803 0.2214 0.1571 
6 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0008 0.0063 0.0230 0.0559 0.1030 0.1968 0.2095 
7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0011 0.0058 0.0186 0.0442 0.1312 0.2095 
8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0011 0.0047 0.0142 0.0656 0.1571 
9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0009 0.0034 0.0243 0.0873 
10 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0006 0.0065 0.0349 
11 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0012 0.0095 
12 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0016 
13 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 
14 0 0.8687 0.7536 0.6528 0.4877 0.2288 0.1028 0.0440 0.0178 0.0068 0.0008 0.0001 
1 0.1229 0.2153 0.2827 0.3593 0.3559 0.2539 0.1539 0.0832 0.0407 0.0073 0.0009 
2 0.0081 0.0286 0.0568 0.1229 0.2570 0.2912 0.2501 0.1802 0.1134 0.0317 0.0056 
3 0.0003 0.0023 0.0070 0.0259 0.1142 0.2056 0.2501 0.2402 0.1943 0.0845 0.0222 
4 0.0000 0.0001 0.0006 0.0037 0.0349 0.0998 0.1720 0.2202 0.2290 0.1549 0.0611 
5 0.0000 0.0000 0.0000 0.0004 0.0078 0.0352 0.0860 0.1468 0.1963 0.2066 0.1222 
6 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0013 0.0093 0.0322 0.0734 0.1262 0.2066 0.1833 
7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0019 0.0092 0.0280 0.0618 0.1574 0.2095 
8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0020 0.0082 0.0232 0.0918 0.1833 
9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0018 0.0066 0.0408 0.1222 
10 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0014 0.0136 0.0611 
и 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0033 0.0222 
12 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0005 0.0056 
13 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0009 
14 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 
15 0 0.8601 0.7386 0.6333 0.4633 0.2059 0.0874 0.0352 0.0134 0.0047 0.0005 0.0000 


# = . 583 . 

续 表 
0.01 0.02 0.03 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 

п r 

1 0.1303 0.2261 0.2938 0.3658 0.3432 0.2312 0.1319 0.0668 0.0305 0.0047 0.0005 
2 0.0092 0.0323 0.0636 0.1348 0.2669 0.2856 0.2309 0.1559 0.0916 0.0219 0.0032 
3 0.0004 0.0029 0.0085 0.0307 0.1285 0.2184 0.2501 0.2252 0.1700 0.0634 0.0139 
4 0.0000 0.0002 0.0008 0.0049 0.0428 0.1156 0.1876 0.2252 0.2186 0.1268 0.0417 
5 0.0000 0.0000 0.0001 0.0006 0.0105 0.0449 0.1032 0.1651 0.2061 0.1859 0.0916 
6 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0019 0.0132 0.0430 0.0917 0.1472 0.2066 0.1527 
7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0030 0.0138 0.0393 0.0811 0.1771 0.1964 
8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0005 0.0035 0.0131 0.0348 0.1181 0.1964 
9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0007 0.0034 0.0116 0.0612 0.1527 
10 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0007 0.0030 0.0245 0.0916 
11 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0006 0.0074 0.0417 
12 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0016 0.0139 
13 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0032 
14 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0005 
15 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
16 0 0.8515 0.7238 0.6143 0.4401 0.1853 0.0743 0.0281 0.0100 0.0033 0.0003 0.0000 
l 0.1376 0.2363 0.3040 0.3706 0.3294 0.2097 0.1126 0.0535 0.0228 0.0030 0.0002 
2 0.0104 0.0362 0.0705 0.1463 0.2745 0.2775 0.2111 0.1336 0.0732 0.0150 0.0018 
3 0.0005 0.0034 0.0102 0.0359 0.1423 0.2285 0.2463 0.2079 0.1465 0.0468 0.0085 
4 0.0000 0.0002 0.0010 0.0061 0.0514 0.1311 0.2001 0.2252 0.2040 0.1014 0.0278 
5 0.0000 0.0000 0.0001 0.0008 0.0137 0.0555 0.1201 0.1802 0.2099 0.1623 0.0667 
6 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0028 0.0180 0.0550 0.1101 0.1649 0.1983 0.1222 
7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0004 0.0045 0.0197 0.0524 0.1010 0.1889 0.1746 
8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0009 0.0055 0.0197 0.0487 0.1417 0.1964 
9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0012 0.0058 0.0185 0.0840 0.1746 
10 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0014 0.0056 0.0392 0.1222 
11 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0013 0.0142 0.0667 
12 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0040 0.0278 


: 584 . 实验 物理 中 的 概率 和 统计 


续 表 
p 0.01 0.02 0.03 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 
п г 
13 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0008 0.0085 
14 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0018 
15 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 
16 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
17 0 0.8429 0.7093 0.5958 0.4181 0.1668 0.0631 0.0225 0.0075 0.0023 0.0002 0.0000 
1 0.1447 0.2461 0.3133 0.3741 0.3150 0.1893 0.0957 0.0426 0.0169 0.0019 0.0001 
2 0.0117 0.0402 0.0775 0.1575 0.2800 0.2673 0.1914 0.1136 0.0581 0.0102 0.0010 
3 0.0006 0.0041 0.0120 0.0415 0.1556 0.2359 0.2393 0.1893 0.1245 0.0341 0.0052 
4 0.0000 0.0003 0.0013 0.0076 0.0605 0.1457 0.2093 0.2209 0.1868 0.0796 0.0182 
5 0.0000 0.0000 0.0001 0.0010 0.0175 0.0668 0.1361 0.1914 0.2081 0.1379 0.0472 
6 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0039 0.0236 0.0680 0.1276 0.1784 0.1839 0.0944 
7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0007 0.0065 0.0267 0.0668 0.1201 0.1927 0.1484 
8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0014 0.0084 0.0279 0.0644 0.1606 0.1855 
9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0021 0.0093 0.0276 0.1070 0.1855 
10 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0004 0.0025 0.0095 0.0571 0.1484 
и 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0005 0.0026 0.0242 0.0944 
12 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0006 0.0081 0.0472 
13 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0021 0.0182 
14 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0004 0.0052 
15 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0010 
16 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 
17 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
18 0 0.8345 0.6951 0.5780 0.3972 0.1501 0.0536 0.0180 0.0056 0.0016 0.0001 0.0000 
1 0.1517 0.2554 0.3217 0.3763 0.3002 0.1704 0.0811 0.0338 0.0126 0.0012 0.0001 
2 0.0130 0.0443 0.0846 0.1683 0.2835 0.2556 0.1723 0.0958 0.0458 0.0069 0.0006 
3 0.0007 0.0048 0.0140 0.0473 0.1680 0.2406 0.2297 0.1704 0.1046 0.0246 0.0031 
4 0.0000 0.0004 0.0016 0.0093 0.0700 0.1592 0.2153 0.2130 0.1681 0.0614 0.0117 


一 ~ S 


# Е . 585. 

续 表 
0.01 0.02 0.03 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 040 0.50 

п r 

5 0.0000 0.0000 0.0001 0.0014 0.0218 0.0787 0.1507 0.1988 0.2017 0.1146 0.0327 
6 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0052 0.0301 0.0816 0.1436 0.1873 0.1655 0.0708 
7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0010 0.0091 0.0350 0.0820 0.1376 0.1892 0.1214 
8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0022 0.0120 0.0376 0.0811 0.1734 0.1669 
9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0004 0.0033 0.0139 0.0386 0.1284 0.1855 
10 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0008 0.0042 0.0149 0.0771 0.1669 
ll 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0010 0.0046 0.0374 0.1214 
12 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0012 0.0145 0.0708 
13 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0045 0.0327 
14 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0011 0.0117 
15 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0031 
16 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0006 
17 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 
18 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
19 0 0.8262 0.6812 0.5606 0.3774 0.1351 0.0456 0.0144 0.0042 0.0011 0.0001 0.0000 
1 0.1586 0.2642 0.3294 0.3774 0.2852 0.1529 0.0685 0.0268 0.0093 0.0008 0.0000 
2 0.0144 0.0485 0.0917 0.1787 0.2852 0.2428 0.1540 0.0803 0.0358 0.0046 0.0003 
3 0.0008 0.0056 0.0161 0.0533 0.1796 0.2428 0.2182 0.1517 0.0869 0.0175 0.0018 
4 0.0000 0.0005 0.0020 0.0112 0.0798 0.1714 0.2182 0.2023 0.1491 0.0467 0.0074 
5 0.0000 0.0000 0.0002 0.0018 0.0266 0.0907 0.1636 0.2023 0.1916 0.0933 0.0222 
6 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0069 0.0374 0.0955 0.1574 0.1916 0.1451 0.0518 
7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0014 0.0122 0.0443 0.0974 0.1525 0.1797 0.0961 
8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0032 0.0166 0.0487 0.0981 0.1797 0.1442 
9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0007 0.0051 0.0198 0.0514 0.1464 0.1762 
10 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0013 0.0066 0.0220 0.0976 0.1762 
11 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0018 0.0077 0.0532 0.1442 
12 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0004 0.0022 0.0237 0.0961 
13 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0005 0.0085 0.0518 


- 586. 实验 物理 中 的 概率 和 统计 
续 表 
0.01 0.02 0.03 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 
п r 

14 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0024 0.0222 
15 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0005 0.0074 
16 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0018 
17 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 
18 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
19 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
20 0 0.8179 0.6676 0.5438 0.2585 0.1216 0.0388 0.0115 0.0032 0.0008 0.0000 0.0000 
1 0.1652 0.2725 0.3364 0.3774 0.2702 0.1368 0.0576 0.0211 0.0068 0.0005 0.0000 
2 0.0159 0.0528 0.0988 0.1887 0.2852 0.2293 0.1369 0.0669 0.0278 0.0031 0.0002 
3 0.0010 0.0065 0.0183 0.0596 0.1901 0.2428 0.2054 0.1339 0.0716 0.0123 0.0011 
4 0.0000 0.0006 0.0024 0.0133 0.0898 0.1821 0.2182 0.1897 0.1304 0.0350 0.0046 
5 0.0000 0.0000 0.0002 0.0022 0.0319 0.1028 0.1746 0.2023 0.1789 0.0746 0.0148 
6 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0089 0.0454 0.1091 0.1686 0.1916 0.1244 0.0370 
7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0020 0.0160 0.0545 0.1124 0.1643 0.1659 0.0739 
8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0004 0.0046 0.0222 0.0609 0.1144 0.1797 0.1201 
9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0011 0.0074 0.0271 0.0654 0.1597 0.1602 
10 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0020 0.0099 0.0308 0.1171 0.1762 
11 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0005 0.0030 0.0120 0.0710 0.1602 
12 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0008 0.0039 0.0355 0.1201 
13 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0010 0.0146 0.0739 
14 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0049 0.0370 
15 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0013 0.0148 
16 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0046 
17 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0011 
18 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 
19 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
20 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 


# # . 587 · 


续 表 

р 0.01 0.02 0.03 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 

п r 
25 0 0.7778 0.6035 0.4670 0.2774 0.0718 0.0172 0.0038 0.0008 0.0001 0.0000 0.0000 
1 0.1964 0.3079 0.3611 0.3650 0.1994 0.0759 0.0236 0.0063 0.0014 0.0000 0.0000 
2 0.0238 0.0754 0.1340 0.2305 0.2659 0.1607 0.0708 0.0251 0.0074 0.0004 0.0000 
3 0.0018 0.0118 0.0318 0.0830 0.2265 0.2174 0.1358 0.0641 0.0243 0.0019 0.0001 
4 0.0001 0.0013 0.0054 0.0269 0.1384 0.2110 0.1867 0.1175 0.0572 00071 0.0004 
5 0.0000 0.0001 0.0007 0.0060 0.0646 0.1564 0.1960 0.1645 0.1030 0.0199 0.0016 
6 0.0000 0.0000 0.0001 0.0010 0.0239 0.0920 0.1633 0.1828 0.1472 0.0442 0.0053 
7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0072 0.0441 0.1108 0.1654 0.1712 0.0800 0.0143 
8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0018 0.0175 0.0623 0.1241 0.1651 0.1200 0.0322 
9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0004 0.0058 0.0294 0.0781 0.1336 0.1511 0.0609 
10 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0016 0.0118 0.0417 0.0916 0.1612 0.0974 
11 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0004 0.0040 0.0189 0.0536 0.1465 0.1328 
12 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0012 0.0074 0.0268 0.1140 0.1550 
13 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0025 0.0115 0.0760 0.1550 
14 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0007 0.0042 0.0434 0.1328 
15 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0013 0.0212 0.0974 
16 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0004 0.0088 0.0609 
17 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0031 0.0322 
18 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0009 0.0143 
19 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0053 
20 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0016 
21 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0004 
22 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 
23 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
24 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
25 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
30 0 0.7397 0.5455 0.4010 0.2146 0.0424 0.0076 0.0012 0.0002 0.0000 0.0000 0.0000 
1 0.2242 0.3340 0.3721 0.3389 0.1413 0.0404 0.0093 0.0018 0.0003 0.0000 0.0000 


—— J vP 一- 一- bol — 


‹ 588 · 


27 


28 


0.0328 
0.0031 
0.0002 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 


0.0988 
0.0188 
0.0026 
0.0003 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 


实验 物理 中 的 概率 和 统计 


续 表 


0.1669 
0.0482 
0.0101 
0.0016 
0.0002 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 


0.2277 
0.2361 
0.1771 
0.1023 
0.0474 
0.0180 
0.0058 
0.0016 
0.0004 
0.0001 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 


0.0000 
0.0000 


0.20 0.25 


0.0337 0.0086 
0.0785 0.0269 
0.1325 0.0604 
0.1723 0.1047 
0.1795 0.1455 
0.1538 0.1662 
0.1106 0.1593 
0.0676 0.1298 
0.0355 0.0909 
0.0161 0.0551 
0.0064 0.0291 
0.0022 0.0134 
0.0007 0.0054 
0.0002 0.0019 
0.0000 0.0006 
0.0000 0.0002 
0.0000 0.0000 
0.0000 0.0000 
0.0000 0.0000 
0.0000 0.0000 
0.0000 0.0000 
0.0000 0.0000 
0.0000 0.0000 
0.0000 0.0000 
0.0000 0.0000 
0.0000 0.0000 


0.30 


0.0018 
0.0072 
0.0208 
0.0464 
0.0829 
0.1219 
0.1501 
0.1573 
0.1416 
0.1103 
0.0749 
0.0444 
0.0231 
0.0106 
0.0042 
0.0015 
0.0005 
0.0001 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 


0.40 


0.0000 
0.0003 
0.0012 
0.0041 
0.0115 
0.0263 
0.0505 
0.0823 
0.1152 
0.1396 
0.1474 
0.1360 
0.1101 
0.0783 
0.0489 
0.0269 
0.0129 
0.0054 
0.0020 
0.0006 
0.0002 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 


0.50 


0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0001 
0.0006 
0.0019 
0.0055 
0.0133 
0.0280 
0.0509 
0.0806 
0.1115 
0.1354 
0.1445 
0.1354 
0.1115 
0.0806 
0.0509 
0.0280 
0.0133 
0.0055 
0.0019 
0.0006 
0.0001 


#2 累积 二 项 分 布 表 


F(x; п, р)= 2,B(r; п, р) 
r=0 


` 589 - 


表 中 只 列 出 p< 0.50 的 累积 二 项 分 布 F(x;n,p) 值 ，p > 0.50 的 累积 分 布 可 由 下 面 的 关系 式 


求 出 : 
Е(х;п, p) =1— Е(п-х-1[;п,1- р), 0<x<n-l1. 

0.01 0.02 0.03 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 

п x 
1 0 0.9900 0.9800 0.9700 0.9500 0.9000 0.8500 0.8000 0.7500 0.7000 0.6000 0.5000 
1 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
2 0 0.9801 0.9604 0.9409 0.9025 0.8100 0.7225 0.6400 0.5625 0.4900 0.3600 0.2500 
1 0.9999 0.9996 0.9991 0.9975 0.9900 0.9775 0.9600 0.9375 0.9100 0.8400 0.7500 
2 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1,0000 
3 0 0.9703 0.9412 0.9127 0.8574 0.7290 0.6141 0.5120 0.4219 0.3430 0.2160 0.1250 
1 0.9997 0.9988 0.9974 0.9927 0.9720 0.9392 0.8960 0.8438 0.7840 0.6480 0.5000 
2 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9990 0.9966 0.9920 0.9844 0.9730 0.9360 0.8750 
3 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
4 0 0.9606 0.9224 0.8853 0.8145 0.6561 0.5220 0.4096 0.3164 0.2401 0.1296 0.0625 
1 0.9994 0.9977 0.9948 0.9860 0.9477 0.8905 0.8192 0.7383 0.6517 0.4752 0.3125 
2 1.0000 1.0000 0.9999 0.9995 0.9963 0.9880 0.9728 0.9492 0.9163 0.8208 0.6875 
3 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9995 0.9984 0.9961 0.9919 0.9744 0.9375 
4 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
5 0 0.9510 0.9039 0.8587 0.7738 0.5905 0.4437 0.3277 0.2373 0.1681 0.0778 0.0313 
1 0.9990 0.9962 0.9915 0.9774 0.9185 0.8352 0.7373 0.6328 0.5282 0.3370 0.1875 
2 1.0000 0.9999 0.9997 0.9988 0.9914 0.9734 0.9421 0.8965 0.8369 0.6826 0.5000 


т 


. 590 . 


实验 物理 中 的 概率 和 统计 


续 表 


0.01 


1.0000 
1.0000 
1.0000 


0.9415 
0.9985 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


0.9321 
0.9980 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


0.9227 
0.9973 
0.9999 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


0.02 


1.0000 
1.0000 
1.0000 


0.8858 
0.9943 
0.9998 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


0.8681 
0.9921 
0.9997 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


0.8508 
0.9897 
0.9996 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


0.03 


1.0000 
1.0000 
1.0000 


0.8330 
0.9875 
0.9995 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


0.8080 
0.9829 
0.9991 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


0.7837 
0.9777 
0.9987 
0.9999 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


0.05 


1.0000 
1.0000 


1.0000 


0.7351 
0.9672 
0.9978 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


1.0000 


0.6983 
0.9556 
0.9962 
0.9998 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


1.0000 


0.6634 
0.9428 
0.9942 
0.9996 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


1.0000 


0.10 0.15 


0.9995 0.9978 
1.0000 0.9999 
1.0000 1.0000 


0.5314 0.3771 
0.8857 0.7765 
0.9841 0.9527 
0.9987 0.9941 
0.9999 0.9996 
1.0000 1.0000 


1.0000 1.0000 


0.4783 0.3206 
0.8503 0.7166 
0.9743 0.9262 
0.9973 0.9879 
0.9998 0.9988 
1.0000 0.9999 
1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 


0.4305 0.2725 
0.8131 0.6572 
0.9619 0.8948 
0.9950 0.9786 
0.9996 0.9971 
1.0000 0.9998 
1.0000 1.0000 
1.0000 1.0000 


0.20 


0.9933 
0.9997 
1.0000 


0.2621 
0.6554 
0.9011 
0.9830 
0.9984 
0.9999 
1.0000 


0.2097 
0.5767 
0.8520 
0.9667 
0.9953 
0.9996 
1.0000 
1.0000 


0.1678 
0.5033 
0.7969 
0.9437 
0.9896 
0.9988 
0.9999 
1.0000 


0.25 


0.9844 
0.9990 
1.0000 


0.1780 
0.5339 
0.8306 
0.9624 
0.9954 
0.9998 
1.0000 


0.1335 
0.4449 
0.7564 
0.9294 
0.9871 
0.9987 
0.9999 
1.0000 


0.1001 
0.3671 
0.6785 
0.8862 
0.9727 
0.9958 
0.9996 
1.0000 


0.30 


0.9692 
0.9976 


1.0000 


0.1176 
0.4202 
0.7443 
0.9295 
0.9891 
0.9993 


1.0000 


0.0824 
0.3294 
0.6471 
0.8740 
0.9712 
0.9962 
0.9998 
1.0000 


0.0576 
0.2553 
0.5518 
0.8059 
0.9420 
0.9887 
0.9987 
0.9999 


0.40 


0.9130 
0.9898 


1.0000 


0.0467 
0.2333 
0.5443 
0.8208 
0.9590 
0.9959 
1.0000 


0.0280 
0.1586 
0.4199 
0.7102 
0.9037 
0.9812 
0.9984 
1.0000 


0.0168 
0.1064 
0.3154 
0.5941 
0.8263 
0.9502 
0.9915 
0.9993 


0.50 


0.8125 
0.9687 


1.0000 


0.0156 
0.1094 
0.3438 
0.6562 
0.8906 
0.9844 
1.0000 


0.0078 
0.0625 
0.2266 
0.5000 
0.7734 
0.9375 
0.9922 


1.0000 


0.0039 
0.0352 
0.1445 
0.3633 
0.6367 
0.8555 
0.9648 
0.9961 


н ж . 591 ， 
续 表 
0.01 002 0.03 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 
п x 
8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
9 0 0.9135 0.8337 0.7602 0.6302 0.3874 0.2316 0.1342 0.0751 0.0404 0.0101 0.0020 
l 0.9966 0.9869 0.9718 0.9288 0.7748 0.5995 0.4362 0.3003 0.1960 0.0705 0.0195 
2 0.9999 0.9994 0.9980 0.9916 0.9470 0.8591 0.7382 0.6007 0.4628 0.2318 0.0898 
3 1.0000 1.0000 0.9999 0.9994 0.9917 0.9661 0.9144 0.8343 0.7297 0.4826 0.2539 
4 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9991 0.9944 0.9804 0.9511 0.9012 0.7334 0.5000 
5 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9994 0.9969 0.9900 0.9747 0.9006 0.7461 
6 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9987 0.9957 0.9750 0.9102 
7 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9996 0.9962 0.9805 
8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9980 
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
10 0 0.9044 0.8171 0.7374 0.5987 0.3487 0.1969 0.1074 0.0563 0.0282 0.0060 0.0010 
1 0.9957 0.9838 0.9655 0.9139 0.7361 0.5443 0.3758 0.2440 0.1493 0.0464 0.0107 
2 0.9999 0.9991 0.9972 0.9885 0.9298 0.8202 0.6778 0.5256 0.3828 0.1673 0.0547 
3 1.0000 1.0000 0.9999 0.9990 0.9872 0.9500 0.8791 0.7759 0.6496 0.3823 0,1719 
4 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9984 0.9901 0.9672 0.9219 0.8497 0.6331 0.3770 
5 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9986 0.9936 0.9803 0.9527 0.8338 0.6230 
6 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9991 0.9965 0.9894 0.9452 0.8281 
7 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9996 0.9984 0.9877 0.9453 
8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9983 0.9893 
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9990 
10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
11 0 0.8953 0.8007 0.7153 0.5688 0.3138 0.1673 0.0859 0.0422 0.0198 0.0036 0.0005 
1 0.9948 0.9805 0.9587 0.8981 0.6974 0.4922 0.3221 0.1971 0.1130 0.0302 0.0059 
2 0.9998 0.9988 0.9963 0.9848 0.9104 0.7788 0.6174 0.4552 0.3127 0.1189 0.0327 
3 1.0000 1.0000 0.9998 0.9984 0.9815 0.9306 0.8389 0.7133 0.5696 0.2963 0.1133 


. 592 ` 实验 物理 中 的 概率 和 统计 
续 表 
0.01 002 0.03 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 030 0.40 0.50 

п х 
4 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9972 0.9841 0.9496 0.8854 0.7897 0.5328 0.2744 
5 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9973 0.9883 0.9657 0.9218 0.7535 0.5000 
6 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9980 0.9924 0.9784 0.9006 0.7256 
7 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9988 0.9957 0.9707 0.8867 
8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9994 0.9941 0.9673 
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9993 0.9941 
10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9995 
li 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

12 0 0.8864 0.7847 0.6938 0.5404 0.2824 0.1422 0.0687 0.0317 0.0138 0.0022 0.0002 
1 0.9938 0.9769 0.9514 0.8816 0.6590 0.4435 0.2749 0.1584 0.0850 0.0196 0.0032 
2 0.9998 0.9985 0.9952 0.9804 0.8891 0.7358 0.5583 0.3907 0.2528 0.0834 0.0193 
3 1.0000 0.9999 0.9997 0.9978 0.9744 0.9078 0.7946 0.6488 0.4925 0.2253 0.0730 
4 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9957 0.9761 0.9274 0.8424 0.7237 0.4382 0.1938 
5 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9995 0.9954 0.9806 0.9456 0.8822 0.6652 0.3872 
6 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9993 0.9961 0.9857 0.9614 0.8418 0.6128 
7 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9994 0.9972 0.9905 0.9427 0.8062 
8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9996 0.9983 0.9847 0.9270 
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9972 0.9807 
10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9968 
и 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

13 0 0.8775 0.7690 0.6730 0.5133 0.2542 0.1209 0.0550 0.0238 0.0097 0.0013 0.0001 
1 0.9928 0.9730 0.9436 0.8646 0.6213 0.3983 0.2336 0.1267 0.0637 0.0126 0.0017 
2 0.9997 0.9980 0.9938 0.9755 0.8661 0.6920 0.5017 0.3326 0.2025 0.0579 0.0112 
3 1.0000 0.9999 0.9995 0.9969 0.9658 0.8820 0.7473 0.5843 0.4206 0.1686 0.0461 
4 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9935 0.9658 0.9009 0.7940 0.6543 0.3530 0.1334 


5 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9991 0.9925 0.9700 
— рт 


Ж = . 593 . 
续 表 

0.01 0.02 0.03 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 

п x 
6 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9987 0.9930 0.9757 0.9376 0.7712 0.5000 
7 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9988 0.9944 0.9818 0.9023 0.7095 
8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9990 0.9960 0.9679 0.8666 
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9993 0.9922 0.9539 
10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9987 0.9888 
11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9983 
2 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
14 0 0.8687 0.7536 0.6528 0.4877 0.2288 0.1028 0.0440 0.0178 0.0068 0.0008 0.0001 
1 0.9916 0.9690 0.9355 0.8470 0.5846 0.3567 0.1979 0.1010 0.0475 0.0081 0.0009 
2 0.9997 0.9975 0.9923 0.9699 0.8416 0.6479 0.4481 0.2811 0.1608 0.0398 0.0065 
3 1.0000 0.9999 0.9994 0.9958 0.9559 0.8535 0.6982 0.5213 0.3552 0.1243 0.0287 
4 1.0000 1.0000 1.0000 0.9996 0.9908 0.9533 0.8702 0.7415 0.5842 0.2793 0.0898 
5 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9985 0.9885 0.9561 0.8883 0.7805 0.4859 0.2120 
6 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9978 0.9884 0.9617 0.9067 0.6925 0.3953 
7 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9976 0.9897 0.9685 0.8499 0.6047 
8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9996 0.9978 0.9917 0.9417 0.7880 
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9983 0.9825 0.9102 
10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9961 0.9713 
1 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9994 0.9935 
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9991 
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
15 0 0.8601 0.7386 0.6333 0.4633 0.2059 0.0874 0.0352 0.0134 0.0047 0.0005 0.0000 
1 0.9904 0.9647 0.9270 0.8290 0.5490 0.3186 0.1671 0.0802 0.0353 0.0052 0.0005 
2 0.9996 0.9970 0.9906 0.9638 0.8159 0.6042 0.3980 0.2361 0.1268 0.0271 0.0037 
$ 1.0000 0.9998 0.9992 0.9945 0.9444 0.8227 0.6482 0.4613 0.2969 0.0905 0.0176 


ғ 594. 实验 物理 中 的 概率 和 统计 


续 表 
p 0.01 0.02 0.03 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 
п х 

4 1.0000 1.0000 0.9999 0.9994 0.9873 0.9383 0.8358 0.6865 0.5155 0.2173 0.0592 
5 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9978 0.9832 0.9389 0.8516 0.7216 0.4032 0.1509 
6 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9964 0.9819 0.9434 0.8689 0.6098 0.3036 
7 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9994 0.9958 0.9827 0.9500 0.7869 0.5000 
8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9992 0.9958 0.9848 0.9050 0.6964 
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9992 0.9963 0.9662 0.8491 
10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9993 0.9907 0.9408 
11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9981 0.9824 
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9963 
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9995 
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000. 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
16 0 0.8515 0.7238 0.6143 0.4401 0.1853 0.0743 0.0281 0.0100 0.0033 0.0003 0.0000 
1 0.9891 0.9601 0.9182 0.8108 0.5147 0.2839 0.1407 0.0635 0.0261 0.0033 0.0003 
2 0.9995 0.9963 0.9887 0.9571 0.7892 0.5614 0.3518 0.1971 0.0994 0.0183 0.0021 
3 1.0000 0.9998 0.9989 0.9930 0.9316 0.7899 0.5981 0.4050 0.2459 0.0651 0.0106 
4 1.0000 1.0000 0.9999 0.9991 0.9830 0.9209 0.7982 0.6302 0.4499 0.1666 0.0384 
5 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9967 0.9765 0.9183 0.8103 0.6598 0.3288 0.1051 
6 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9995 0.9944 0.9733 0.9204 0.8247 0.5272 0.2272 
7 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9989 0.9930 0.9729 0.9256 0.7161 0.4018 
8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9985 0.9925 0.9743 0.8577 0.5982 
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9984 0.9929 0.9417 0.7728 
10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9984 0.9809 0.8949 
11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9951 0.9616 
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9991 0.9894 
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9979 
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 


15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
一 


# * . 595. 
续 表 

0.01 0.02 0.03 005 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 

п x 
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
17 0 0.8429 0.7093 0.5958 0.4181 0.1668 0.0631 0.0225 0.0075 0.0023 0.0002 0.0000 
1 0.9877 0.9554 0.9091 0.7922 0.4818 0.2525 0.1182 0.0501 0.0193 0.0021 0.0001 
2 0.9994 0.9956 0.9866 0.9497 0.7618 0.5198 0.3096 0.1637 0.0774 0.0123 0.0012 
3 1.0000 0.9997 0.9986 0.9912 0.9174 0.7556 0.5489 0.3530 0.2019 0.0464 0.0064 
4 1.0000 1.0000 0.9999 0.9988 0.9779 0.9013 0.7582 0.5739 0.3887 0.1260 0.0245 
5 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9953 0.9681 0.8943 0.7653 0.5968 0.2639 0.0717 
6 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9992 0.9917 0.9623 0.8929 0.7752 0.4478 0.1662 
7 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9983 0.9891 0.9598 0.8954 0.6405 0.3145 
8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9974 0.9876 0.9597 0.8011 0.5000 
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9995 0.9969 0.9873 0.9081 0.6855 
10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9994 0.9968 0.9652 0.8338 
11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9993 0.9894 0.9283 
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9975 0.9755 
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9995 0.9936 
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9988 
15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
17 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
18 0 0.8345 0.6951 0.5780 0.3972 0.1501 0.0536 0.0180 0.0056 0.0016 0.0001 0.0000 
1 0.9862 0.9505 0.8997 0.7735 0.4503 0.2241 0.0991 0.0395 0.0142 0.0013 0.0001 
2 0.9993 0.9948 0.9843 0.9419 0.7338 0.4797 0.2713 0.1353 0.0600 0.0082 0.0007 
3 1.0000 0.9996 0.9982 0.9891 0.9018 0.7202 0.5010 0.3057 0.1646 0.0328 0.0038 
4 1.0000 1.0000 0.9998 0.9985 0.9718 0.8794 0.7164 0.5187 0.3327 0.0942 0.0154 
5 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9936 0.9581 0.8671 0.7175 0.5344 0.2088 0.0481 
6 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9988 0.9882 0.9487 0.8610 0.7217 0.3743 0.1189 
T 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9973 0.9837 0.9431 0.8593 0.5634 0.2403 


- 596 - 实验 物理 中 的 概率 和 统计 
续 表 
0.01 0.02 0.03 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 
п x 

8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9995 0.9957 0.9807 0.9404 0.7368 0.4073 
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9991 0.9946 0.9790 0.8653 0.5927 
10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9988 0.9939 0.9424 0.7597 
11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9986 0.9797 0.8811 
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9942 0.9519 
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9987 0.9846 
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9962 
15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9993 
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 
17 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
18 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
19 0 0.8262 0.6812 0.5606 0.3774 0.1351 0.0456 0.0144 0.0042 0.0011 0.0001 0.0000 
1 0.9847 0.9454 0.8900 0.7547 0.4203 0.1985 0.0829 0.0310 0.0104 0.0008 0.0000 
.2 0.9991 0.9939 0.9817 0.9335 0.7054 0.4413 0.2369 0.1113 0.0462 0.0055 0.0004 
К) 1.0000 0.9995 0.9978 0.9868 0.8850 0.6841 0.4551 0.2631 0.1332 0.0230 0.0022 
4 1.0000 1.0000 0.9998 0.9980 0.9648 0.8556 0.6733 0.4654 0.2822 0.0696 0.0096 
5 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9914 0.9463 0.8369 0.6678 0.4739 0.1629 0.0318 
6 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9983 0.9837 0.9324 0.8251 0.6655 0.3081 0.0835 
7 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9959 0.9767 0.9225 0.8180 0.4878 0.1796 
8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9992 0.9933 0.9713 0.9161 0.6675 0.3238 
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9984 0.9911 0.9674 0.8139 0.5000 
10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9977 0.9895 0.9115 0.6762 
11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9995 0.9972 0.9648 0.8204 
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9994 0.9884 0.9165 
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9969 0.9682 
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9994 0.9904 
15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9978 
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9996 


附 表 - 597 . 


p 0.01 0.02 0.03 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 
п х 
17 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
18 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
19 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
20 0 0.8179 0.6676 0.5438 0.3585 0.1216 0.0388 0.0115 0.0032 0.0008 0.0000 0.0000 
1 0.9831 0.9401 0.8802 0.7358 0.3917 0.1756 0.0692 0.0243 0.0076 0.0005 0.0000 
2 0.9990 0.9929 0.9790 0.9245 0.6769 0.4049 0.2061 0.0913 0.0355 0.0036 0.0002 
3 1.0000 0.9994 0.9973 0.9841 0.8670 0.6477 0.4114 0.2252 0.1071 0.0160 0.0013 
4 1.0000 1.0000 0.9997 0.9974 0.9568 0.8298 0.6296 0.4148 0.2375 0.0510 0.0059 
5 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9887 0.9327 0.8042 0.6172 0.4164 0.1256 0.0207 
6 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9976 0.9781 0.9133 0.7858 0.6080 0.2500 0.0577 
7 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9996 0.9941 0.9679 0.8982 0.7723 0.4159 0.1316 
8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9987 0.9900 0.9591 0.8867 0.5956 0.2517 
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9974 0.9861 0.9520 0.7553 0.4119 
10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9994 0.9961 0.9829 0.8725 0.5881 
И 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9991 0.9949 0.9435 0.7483 
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9987 0.9790 0.8684 
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9935 0.9423 
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9984 0.9793 
15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9941 
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9987 
17 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 
18 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
19 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
20 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
25 0 0.7778 0.6035 0.4670 0.2774 0.0718 0.0172 0.0038 0.0008 0.0001 0.0000 0.0000 


I 0.9742 0.9114 0.8280 0.6424 0.2712 0.0931 0.0274 0.0070 0.0016 0.0001 0.0000 


2 0.9980 0.9868 0.9620 0.8729 0.5371 0.2537 0.0982 0.0321 0.0090 0.0004 0.0000 


* 598 · 实验 物理 中 的 概率 和 统计 
续 表 
0.01 0.02 0.03 005 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 
п x 
3 0.9999 0.9986 0.9938 0.9659 0.7636 0.4711 0.2340 0.0962 0.0332 0.0024 0.0001 
4 1.0000 0.9999 0.9992 0.9928 0.9020 0.6821 0.4207 0.2137 0.0905 0.0095 0.0005 
5 1.0000 1.0000 0.9999 0.9988 0.9666 0.8385 0.6167 0.3783 0.1935 0.0294 0.0020 
6 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9905 0.9305 0.7800 0.5611 0.3407 0.0736 0.0073 
7 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9977 0.9745 0.8909 0.7265 0.5118 0.1536 0.0216 
8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9995 0.9920 0.9532 0.8506 0.6769 0.2735 0.0539 
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9979 0.9827 0.9287 0.8106 0.4246 0.1148 
10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9995 0.9944 0.9703 0.9022 0.5858 0.2122 
и 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9985 0.9893 0.9558 0.7323 0.3450 
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9996 0.9966 0.9825 0.8462 0.5000 
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9991 0.9940 0.9222 0.6550 
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9982 0).9656 0.7878 
15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9995 0.9868 0.8852 
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9957 0.9461 
17 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9988 0.9784 
18 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9997 0.9927 
19 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9980 
20 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9995 
21 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 
22 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
23 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
24 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
25 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
30 0 0.7397 0.5455 0.4010 0.2146 0.0424 0.0076 0.0012 0.0002 0.0000 0.0000 0.0000 
1 0.9639 0.8795 0.7731 0.5535 0.1837 0.0480 0.0105 0.0020 0.0003 0.0000 0.0000 
2 0.9967 0.9783 0.9399 0.8122 0.4114 0.1514 0.0442 0.0106 0.0021 0.0000 0.0000 
3 0.9998 0.9971 0.9881 0.9392 0.6474 0.3217 0.1227 0.0374 0.0093 0.0003 0.0000 
4 1.0000 0.9997 0.9982 0.9844 0.8245 0.5245 0.2552 0.0979 0.0302 0.0015 0.0000 


н 表 . 599 - 


续 表 
р 0.01 002 0.03 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.40 0.50 
п х 

5 1.0000 1.0000 0.9998 0.9967 0.9268 0.7106 0.4275 0.2026 0.0766 0.0057 0.0002 
6 1.0000 1.0000 1.0000 0.9994 0.9742 0.8474 0.6070 0.3481 0.1595 0.0172 0.0007 
7 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9922 0.9302 0.7608 0.5143 0.2814 0.0435 0.0026 
8 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9980 0.9722 0.8713 0.6736 0.4315 0.0940 0.0081 
9 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9995 0.9903 0.9389 0.8034 0.5888 0.1763 0.0214 
10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9971 0.9744 0.8943 0.7304 0.2915 0.0494 
11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9992 0.9905 0.9493 0.8407 0.4311 0.1002 
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9969 0.9784 0.9155 0.5785 0.1808 
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9991 0.9918 0.9599 0.7145 0.2923 
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9973 0.9831 0.8246 0.4278 
15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9992 0.9936 0.9029 0.5722 
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9979 0.9519 0.7077 
17 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9994 0.9788 0.8192 
18 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9917 0.8998 
19 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9971 0.9506 
20 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9991 0.9786 
21 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 0.9919 
22 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9974 
23 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9993 
24 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9998 
25 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
26 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
27 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
28 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
29 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 


1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 


30 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 А 
——Ф ом 


DVD Q B UN 一 


А 


- о 


© чес ль mw t 


0.1225 
0.2572 
0.2700 
0.1890 
0.0992 
0.0417 
0.0146 
0.0044 
0.0011 
0.0003 
0.0001 
0.0000 
0.0000 


0.8187 
0.1637 
0.0164 
0.0011 
0.0001 


0.1108 
0.2438 
0.2681 
0.1966 
0.1082 
0.0476 
0.0174 
0.0055 
0.0015 
0.0004 
0.0001 
0.0000 
0.0000 


0.7408 
0.2222 
0.0333 
0.0033 
0.0003 
0.0000 
0.0000 
0.0000 


1.3 


0.2725 
0.3543 
0.2303 
0.0998 
0.0324 
0.0084 
0.0018 
0.0003 
0.0001 
0.0000 


2.3 


0.1003 
0.2306 
0.2652 
0.2033 
0.1169 
0.0538 
0.0206 
0.0068 
0.0019 
0.0005 
0.0001 
0.0000 
0.0000 


实验 物理 中 的 概率 和 统计 


表 3 


泊 松 分 布 表 


Pir; p=} p'e” 
r! 


0.4 


0.6703 
0.2681 
0.0536 
0.0072 
0.0007 
0.0001 
0.0000 
0.0000 


1.4 


0.2466 
0.3452 
0.2417 
0.1128 
0.0395 
0.0111 
0.0026 
0.0005 
0.0001 
0.0000 


2.4 


0.0907 
0.2177 
0.2613 
0.2090 
0.1254 
0.0602 
0.0241 
0.0083 
0.0025 
0.0007 
0.0002 
0.0000 
0.0000 


0.5 


0.6065 
0.3033 
0.0758 
0.0126 
0.0016 


0.0821 
0.2052 
0.2565 
0.2138 
0.1336 
0.0668 
0.0278 
0.0099 
0.0031 
0.0009 
0.0002 
0.0000 


0.0000 


0.6 


0.5488 
0.3293 
0.0988 
0.0198 
0.0030 


0.0743 
0.1931 
0.2510 
0.2176 
0.1414 
0.0735 
0.0319 
0.0118 
0.0038 
0.0011 
0.0003 
0.0001 
0.0000 


2.7 


0.0672 
0.1815 
0.2450 
0.2205 
0.1488 
0.0804 
0.0362 
0.0139 
0.0047 
0.0014 
0.0004 
0.0001 
0.0000 


0.8 


0.4493 
0.3595 
0.1438 
0.0383 
0.0077 
0.0012 
0.0002 
0.0000 


1.8 


0.1653 
0.2975 
0.2678 
0.1607 
0.0723 
0.0260 
0.0078 
0.0020 
0.0005 
0.0001 


2.8 


0.0608 
0.1703 
0.2384 
0.2225 
0.1557 
0.0872 
0.0407 
0.0163 
0.0057 
0.0018 
0.0005 
0.0001 
0.0000 


1.0 


0.3679 
0.3679 
0.1839 
0.0613 
0.0153 
0.0031 
0.0005 
0.0001 


2.0 


0.1353 
0.2707 
0.2707 
0.1804 
0.0902 
0.0361 
0.0120 
0.0034 
0.0009 
0.0002 


3.0 


0.0498 
0.1494 
0.2240 
0.2240 
0.1680 
0.1008 
0.0504 
0.0216 
0.0081 

0.0027 
0.0008 
0.0002 
0.0001 


附 * < 601. 
# 
3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 4.0 
0 0.0450 0.0408 0.0369 0.0334 0.0302 0.0273 0.0247 0.0224 0.0202 0.0183 
1 0.1397 0.1304 0.1217 0.1135 0.1057 0.0984 0.0915 0.0850 0.0789 0.0733 
2 0.2165 0.2087 0.2008 0.1929 0.1850 0.1771 0.1692 0.1615 0.1539 0.1465 
3 0.2237 0.2226 0.2209 0.2186 0.2158 0.2125 0.2087 0.2046 0.2001 0.1954 
Е 0.1733 0.1781 0.1823 0.1858 0.1888 0.1912 0.1931 0.1944 0.1951 0.1954 
5 0.1075 0.1140 0.1203 0.1264 0.1322 0.1377 0.1429 0.1477 0.1522 0.1563 
6 0.0555 0.0608 0.0662 0.0716 0.0771 0.0826 0.0881 0.0936 0.0989 0.1042 
7 0.0246 0.0278 0.0312 0.0348 0.0385 0.0425 0.0466 0.0508 0.0551 0.0595 
8 0.0095 0011 0.0129 0.0148 0.0169 0.0191 0.0215 0.0241 0.0269 0.0298 
9 0.0033 0.0040 0.0047 0.0056 0.0066 0.0076 0.0089 0.0102 0.0116 0.0132 
10 0.0010 0.0013 0.0016 0.0019 0.0023 0.0028 0.0033 0.0039 0.0045 0.0053 
ll 0.0003 0.0004 0.0005 0.0006 0.0007 0.0009 0.0011 0.0013 0.0016 0.0019 
12 0.0001 0.000: 0.0001 0.0002 0.0002 0.0003 0.0003 0.0004 0.0005 0.0006 
13 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.0002 
14 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 
> < | 4.1 4.2 4.3 4.4 4.5 4.6 4.7 4.8 4.9 5.0 
0 0.0166 0.0150 0.0136 0.0123 0.0111 0.0101 0.0091 0.0082 0.0074 0.0067 
1 0.0679 0.0630 0.0583 0.0540 0.0500 0.0462 0.0427 0.0395 0.0365 0.0337 
2 0.1393 0.1323 0.1254 0.1188 0.1125 0.1063 0.1005 0.0948 0.0894 0.0842 
3 0.1904 0.1852 0.1798 0.1743 0.1687 0.1631 0.1574 0.1517 0.1469 0.1404 
4 0.1951 0.1944 0.1932 0.1917 0.1898 0.1875 0.1849 0.1820 0.1789 0.1755 
5 0.1600 0.1633 0.1662 0.1687 0.1708 0.1725 0.1738 0.1747 0.1753 0.1755 
6 0.1093 0.1143 0.1191 0.1237 0.1281 0.1323 0.1362 0.1398 0.1432 0.1462 
7 0.0640 0.0686 0.0732 0.0778 0.0824 0.0869 0.0914 0.0959 0.1002 0.1044 
8 0.0328 0.0360 0.0393 0.0428 0.0463 0.0500 0.0537 0.0575 0.0614 0.0653 
9 0.0150 0.0168 0.0188 0.0209 0.0232 0.0255 0.0281 0.0307 0.0334 0.0363 
10 0.0061 0.0071 0.0081 0.0092 0.0104 0.0118 0.0132 0.0147 0.0614 0.0181 
И 0.0023 0.0027 0.0032 0.0037 0.0043 0.0049 0.0056 0.0064 0.0073 0.0082 
12 0.0008 0.0009 0.0011 0.0013 0.0016 0.0019 0.0022 0.0026 0.0030 0.0034 
13 0.0002 0.0003 0.0004 0.0005 0.0006 0.0007 0.0008 0.0009 0.0011 0.0013 
14 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.0002 0.0003 0.0003 0.0004 0.0005 
15 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 
16 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 


O oo чяячхьь- 


s= = 


13 


0.0055 
0.0287 
0.0746 
0.1293 
0.1681 
0.1748 
0.1515 
0.1125 
0.0731 
0.0423 
0.0220 
0.0104 
0.0045 
0.0018 
0.0007 
0.0002 
0.0001 
0.0000 
0.0000 


6.2 


0.0020 
0.0126 
0.0390 
0.0806 
0.1249 
0.1549 
0.1601 
0.1418 
0.1099 
0.0757 
0.0469 
0.0265 
0.0137 
0.0065 
0.0029 
0.0012 
0.0005 
0.0002 
0.0001 
0.0000 


0.0050 
0.0265 
0.0701 
0.1239 
0.1641 
0.1740 
0.1537 
0.1163 
0.0771 
0.0454 
0.0241 
0.0116 
0.0051 
0.0021 
0.0008 
0.0003 
0.0001 
0.0000 
0.0000 


6.3 


0.0018 
0.0116 
0.0364 
0.0765 
0.1205 
0.1519 
0.1595 
0.1435 
0.1130 
0.0791 
0.0498 
0.0285 
0.0150 
0.0073 
0.0033 
0.0014 
0.0005 
0.0002 
0.0001 
0.0000 
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5.4 


0.0045 
0.0244 
0.0659 
0.1185 
0.1600 
0.1728 
0.1555 
0.1200 
0.0810 
0.0486 
0.0262 
0.0129 
0.0058 
0.0024 
0.0009 
0.0003 
0.0001 
0.0000 
0.0000 


6.4 


0.0017 
0.0106 
0.0340 
0.0726 
0.1162 
0.1487 
0.1586 
0.1450 
0.1160 
0.0825 
0.0528 
0.0307 
0.0164 
0.0081 
0.0037 
0.0016 
0.0006 
0.0002 
0.0001 
0.0000 


5.5 


0.0041 
0.0225 
0.0618 
0.1133 
0.1558 
0.1714 
0.1571 
0.1234 
0.0849 
0.0519 
0.0285 
0.0143 
0.0065 
0.0028 
0.0011 
0.0004 
0.0001 
0.0000 
0.0000 


6.5 


0.0015 
0.0098 
0.0318 
0.0688 
0.1118 
0.1454 
0.1575 
0.1462 
0.1188 
0.0858 
0.0558 
0.0330 
0.0179 
0.0089 
0.0041 
0.0018 
0.0007 
0.0003 
0.0001 
0.0000 


5.6 


0.0037 
0.0207 
0.0580 
0.1082 
0.1515 
0.1697 
0.1584 
0.1267 
0.0887 
0.0552 
0.0309 
0.0157 
0.0073 
0.0032 
0.0013 
0.0005 
0.0002 
0.0001 
0.0000 


6.6 


0.0014 
0.0090 
0.0296 
0.0652 
0.1076 
0.1420 
0.1562 
0.1472 
0.1215 
0.0891 
0.0588 
0.0353 
0.0194 
0.0099 
0.0046 
0.0020 
0.0008 
0.0003 
0.0001 
0.0000 


5.7 


0.0033 
0.0191 
0.0544 
0.1033 
0.1472 
0.1678 
0.1594 
0.1298 
0.0925 
0.0586 
0.0334 
0.0173 
0.0082 
0.0036 
0.0015 
0.0006 
0.0002 
0.0001 
0.0000 


6.7 


0.0012 
0.0082 
0.0276 
0.0617 
0.1034 
0.1385 
0.1546 
0.1480 
0.1240 
0.0923 
0.0618 
0.0377 
0.0210 
0.0108 
0.0052 
0.0023 
0.0010 
0.0004 
0.0001 
0.0001 


5.8 


0.0030 
0.0176 
0.0509 
0.0985 
0.1428 
0.1656 
0.1601 
0.1326 
0.0962 
0.0620 
0.0359 
0.0190 
0.0092 
0.0041 
0.0017 
0.0007 
0.0002 
0.0001 
0.0000 


6.8 


0.0011 
0.0076 
0.0258 
0.0584 
0.0992 
0.1349 
0.1529 
0.1486 
0.1263 
0.0954 
0.0649 
0.0401 
0.0227 
0.0119 
0.0058 
0.0026 
0.0011 
0.0004 
0.0002 
0.0001 


5.9 


0.0027 
0.0162 
0.0477 
0.0938 
0.1383 
0.1632 
0.1605 
0.1353 
0.0998 
0.0654 
0.0386 
0.0207 
0.0102 
0.0046 
0.0019 
0.0008 
0.0003 
0.0001 
0.0000 


6.9 


0.0010 
0.0070 
0.0240 
0.0552 
0.0952 
0.1314 
0.1511 
0.1489 
0.1284 
0.0985 
0.0679 
0.0426 
0.0245 
0.0130 
0.0064 
0.0029 
0.0013 
0.0005 
0.0002 
0.0001 


FR 
6.0 


0.0025 
0.0149 
0.0446 
0.0892 
0.1339 
0.1606 
0.1606 
0.1377 
0.1033 
0.0688 
0.0413 
0.0225 
0.0113 
0.0052 
0.0022 
0.0009 
0.0003 
0.0001 
0.0000 


7.0 


0.0009 
0.0064 
0.0223 
0.0521 
0.0912 
0.1277 
0.1490 
0.1490 
0.1304 
0.1014 
0.0710 
0.0452 
0.0263 
0.0142 
0.0071 
0.0033 
0.0014 
0.0006 
0.0002 
0.0001 


附 . 603 . 
续 表 
А < | 7.1 7.2 7.3 7.4 7.5 7.6 77 7.8 7.9 8.0 
0 0.0008 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004 00003 
1 0.0059 0.0054 0.0049 0.0045 0.0041 0.0038 0.0035 0.0032 0.0029 0.0027 
2 0.0208 0.0194 0.0180 0.0167 0.0156 0.0145 0.0134 0.0125 0.0116 0.0107 
3 0.0492 0.0464 0.0438 0.0413 0.0389 0.0366 0.0345 0.0324 0.0305 0.0286 
4 0.0874 0.0836 0.0799 0.0764 0.0729 0.0696 0.0663 0.0632 0.0602 0.0573 
5 0.1241 0.1204 0.1167 0.1130 0.1094 0.1057 0.1021 0.0986 0.0951 0.0916 
6 0.1468 0.1445 0.1420 0.1394 0.1367 0.1339 0.1311 0.1282 0.1252 0.1221 
7 0.1489 0.1486 0.1481 0.1474 0.1465 0.1454 0.1442 0.1428 0.1413 0.1396 
8 0.1321 0.1337 0.1351 0.1363 0.1373 0.1381 0.1388 0.1392 0.1395 0.1396 
9 0.1042 0.1070 0.1096 0.1121 0.1144 0.1167 0.1187 0.1207 0.1224 0.1241 
10 | 0.0740 0.0770 0.0800 0.0829 0.0858 0.0887 0.0914 0.0941 0.0967 0.0993 
11 0.0478 0.0504 0.0531 0.0558 0.0585 0.0613 0.0640 0.0667 0.0695 0.0722 
12 0.0283 0.0303 0.0323 0.0344 0.0366 0.0388 0.0411 0.0434 0.0457 0.0481 
13 0.0154 0.0168 0.0181 0.0196 0.0211 0.0227 0.0243 0.0260 0.0278 0.0296 
14 0.0078 0.00866 0.0095 0.0104 0.0113 0.0123 0.0134 0.0145 0.0157 0.0169 
15 0.0037 0.0041 0.0046 0.0051 0.0057 0.0062 0.0069 0.0075 0.0083 0.0090 
16 0.0016 0.0019 0.0021 0.0024 0.0026 0.0030 0.0033 0.0037 0.0041 0.0045 
17 0.0007 0.0008 0.0009 0.0010 0.0012 0.0013 0.0015 0.0017 0.0019 0.0021 
18 0.0003 0.0003 0.0004 0.0004 0.0005 0.0006 0.0006 0.0007 0.0008 0.0009 
19 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.0002 0.0002 0.0003 0.0003 0.0003 0.0004 
20 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 
21 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 
8.1 8.2 8.3 8.4 8.5 8.6 8.7 8.8 8.9 9.0 

0 0.0003 0.0003 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0001 0.0001 
1 0.0025 0.0023 0.0021 0.0019 0.0017 0.0016 0.0014 0.0013 0.0012 0.0011 
2 0.0100 0.0092 0.0086 0.0079 0.0074 0.0068 0.0063 0.0058 0.0054 0.0050 
3 0.0269 0.0252 0.0237 0.0222 0.0208 0.0195 0.0183 0.0171 0.0160 0.0150 
4 0.0544 0.0517 0.0491 0.0466 0.0443 0.0420 0.0398 0.0377 0.0357 0.0337 
5 0.0882 0.0849 0.0816 0.0784 0.0752 0.0722 0.0692 0.0663 0.0635 0.0607 
6 0.1191 0.1160 0.1128 0.1097 0.1066 0.1034 0.1003 0.0972 0.0941 0.0911 
7 0.1378 0.1358 0.1338 0.1317 0.1294 0.1271 0.1247 0.1222 01197 0.1171 
8 0.1395 0.1392 0.1388 0.1382 0.1375 0.1366 0.1356 0.1344 0.1332 0.1318 
9 0.1256 0.1269 0.1280 0.1290 0.1299 0.1306 0.1311 0.1315 0.1317 0.1318 
10 0.1017 0.1040 0.1063 0.1084 0.1104 0.1123 0.1140 0.1157 0.1172 0.1186 
11 0.0749 0.0776 0.0802 0.0828 0.0853 0.0878 0.0902 0.0925 0.0948 0.0970 
12 0.0505 0.0530 0.0555 0.0579 0.0604 0.0629 0.0654 0.0679 0.0703 0.0728 
13 0.0315 0.0334 0.0354 0.0374 0.0395 0.0416 0.0438 0.0459 0.0481 0.0504 
14 0.0182 0.0196 0.0210 0.0225 0.0240 0.0256 0.0272 0.0289 0.0306 0.0324 
15 0.0098 0.0107 0.0116 0.0126 0.0136 0.0147 0.0158 0.0169 0.0182 0.0194 
16 0.0050 0.0055 0.0060 0.0066 0.0072 0.0079 0.0086 0.0093 0.0101 0.0109 
17 0.0024 0.0026 0.0029 0.0033 0.0036 0.0040 0.0044 0.0048 0.0053 0.0058 
18 0.0011 0.0012 0.0014 0.0015 0.0017 0.0019 0.0021 0.0024 0.0026 0.0029 
19 0.0005 0.0005 0.0006 0.0007 0.0008 0.0009 0.0010 0.0011 0.0012 0.0014 
20 0.0002 0.0002 0.0002 0.0003 0.0003 0.0004 0.0004 0.0005 0.0005 0.0006 
21 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0003 
22 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 
23 0.0000_ 0.0000 _ 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 


0.0010 
0.0046 
0.0140 
0.0319 
0.0581 
0.0881 
0.1145 
0.1302 
0.1317 
0.1198 
0.0991 
0.0752 
0.0526 
0.0342 
0.0208 
0.0118 
0.0063 
0.0032 
0.0015 
0.0007 
0.0003 
0.0001 
0.0000 
0.0000 


11.0 


0.0000 
0.0002 
0.0010 
0.0037 
0.0102 
0.0224 
0.0411 
0.0646 
0.0888 


0.0001 


0.0043 
0.0131 
0.0302 
0.0555 
0.0851 
0.1118 
0.1286 
0.1315 
0.1210 
0.1012 
0.0776 
0.0549 
0.0361 
0.0221 
0.0127 
0.0069 
0.0035 
0.0017 
0.0008 
0.0003 
0.0001 
0.0001 
0.0000 


12.0 


0.0000 
0.0001 
0.0004 
0.0018 
0.0053 
0.0127 
0.0255 
0.0437 
0.0655 


0.0123 
0.0285 
0.0530 
0.0822 
0.1091 
0.1269 
0.1311 
0.1219 
0.1031 
0.0799 
0.0572 
0.0380 
0.0235 
0.0137 
0.0075 
0.0039 
0.0019 
0.0009 
0.0004 
0.0002 
0.0001 
0.0000 


13.0 


0.0000 
0.0000 
0.0002 
0.0008 
0.0027 
0.0070 
0.0152 
0.0281 
0.0457 


实验 物理 中 的 概率 和 统计 


9.4 


0.0001 
0.0008 
0.0037 
0.0115 
0.0269 
0.0506 
0.0793 
0.1064 
0.1251 
0.1306 
0.1228 
0.1049 
0.0822 
0.0594 
0.0399 
0.0250 
0.0147 
0.0081 
0.0042 
0.0021 
0.0010 
0.0004 
0.0002 
0.0001 
0.0000 


14.0 


0.0000 
0.0000 
0.0001 
0.0004 
0.0013 
0.0037 
0.0087 
0.0174 
0.0304 


9.5 


0.0001 
0.0007 
0.0034 
0.0107 
0.0254 
0.0483 
0.0764 
0.1037 
0.1232 
0.1300 
0.1235 
0.1067 
0.0844 
0.0617 
0.0419 
0.0265 
0.0157 
0.0088 
0.0046 
0.0023 
0.0011 
0.0005 
0.0002 
0.0001 
0.0000 


15.0 


0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0002 
0.0006 
0.0019 
0.0048 
0.0104 
0.0194 


9.6 


0.0001 
0.0007 
0.0031 
0.0100 
0.0240 
0.0460 
0.0736 
0.1010 
0.1212 
0.1293 
0.1241 
0.1083 
0.0866 
0.0640 
0.0439 
0.0281 
0.0168 
0.0095 
0.0051 
0.0026 
0.0012 
0.0006 
0.0002 
0.0001 
0.0000 


16.0 


0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0001 
0.0003 
0.0010 
0.0026 
0.0060 
0.0120 


9.7 


0.0001 
0.0006 
0.0029 
0.0093 
0.0226 
0.0439 
0.0709 
0.0982 
0.1191 
0.1284 
0.1245 
0.1098 
0.0888 
0.0662 
0.0459 
0.0297 
0.0180 
0.0103 
0.0055 
0.0028 
0.0014 
0.0006 
0.0003 
0.0001 
0.0000 


17.0 


0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0001 
0.0005 
0.0014 
0.0034 
0.0072 


9.8 


0.0001 
0.0005 
0.0027 
0.0087 
0.0213 
0.0418 
0.0682 
0.0955 
0.1170 
0.1274 
0.1249 
0.1112 
0.0908 
0.0685 
0.0479 
0.0313 
0.0192 
0.0111 
0.0060 
0.0031 
0.0015 
0.0007 
0.0003 
0.0001 
0.0001 


18.0 


0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0001 
0.0002 
0.0007 
0.0019 
0.0042 


9.9 


0.0001 
0.0005 
0.0025 
0.0081 
0.0201 
0.0398 
0.0656 
0.0928 
0.1148 
0.1263 
0.1250 
0.1125 
0.0928 
0.0707 
0.0500 
0.0330 
0.0204 
0.0119 
0.0065 
0.0034 
0.0017 
0.0008 
0.0004 
0.0002 
0.0001 


19.0 


0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0001 
0.0004 
0.0010 
0.0024 


续 表 
10.0 


0.0000 
0.0005 
0.0023 
0.0076 
0.0189 
0.0378 
0.0631 
0.0901 
0.1126 
0.1251 
0.1251 
0.1137 
0.0948 
0.0729 
0.0521 
0.0347 
0.0217 
0.0128 
0.0071 
0.0037 
0.0019 
0.0009 
0.0004 
0.0002 
0.0001 


20.0 


0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0001 
0.0002 
0.0005 
0.0013 


м м 
Do ”有 mm 一 号 ч Ф Q ALN- O 


A 


x< oo NAUA UN- O 


= = 


_ 
N 


> 


0.9048 


0.1225 
0.3796 
0.6496 
0.8386 
0.9379 
0.9796 
0.9941 
0.9985 
0.9997 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


1.0000 


0.8187 
0.9825 
0.9989 


0.1108 
0.3546 
0.6227 
0.8194 
0.9275 
0.9751 
0.9925 
0.9980 
0.9995 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


1.0000 


0.7408 
0.9631 


0.1003 
0.3309 
0.5960 
0.7993 
0.9162 
0.9700 
0.9906 
0.9974 
0.9994 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


1.0000 
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#4 


累积 泊 松 分 布 表 


F(x; и) = 2)P(r и) 
r=0 


0.4 


0.6703 
0.9384 
0.9921 
0.9992 


0.0907 
0.3084 
0.5697 
0.7787 
0.9041 
0.9643 
0.9884 
0.9967 
0.9991 
0.9998 
1.0000 
1.0000 


1.0000 


0.5 


0.6065 
0.9098 
0.9856 
0.9982 
0.9998 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


1.5 


0.2231 
0.5578 
0.8088 
0.9344 
0.9814 
0.9955 
0.9991 
0.9998 
1.0000 
1.0000 


2.5 


0.0821 
0.2873 
0.5438 
0.7576 
0.8912 
0.9580 
0.9858 
0.9958 
0.9989 
0.9997 
0.9999 
1.0000 


1.0000 


0.6 


0.5488 
0.8781 
0.9769 


0.0743 
0.2674 
0.5184 
0.7360 
0.8774 
0.9510 
0.9828 
0.9947 
0.9985 
0.9996 
0.9999 
1.0000 


1.0000 


0.4966 
0.8442 
0.9659 
0.9942 


0.0672 
0.2487 
0.4936 
0.7141 
0.8629 
0.9433 
0.9794 
0.9934 
0.9981 
0.9995 
0.9999 
1.0000 


1.0000 


0.4493 


0.9526 


0.9986 


0.2311 
0.4695 
0.6919 
0.8477 
0.9349 
0.9756 
0.9919 
0.9976 
0.9993 
0.9998 
1.0000 


1.0000 


0.7725 
0.9371 
0.9865 
0.9977 
0.9997 
1.0000 
1.0000 


1.9 


0.1496 
0.4337 
0.7037 
0.8747 
0.9559 
0.9868 
0.9966 
0.9992 
0.9998 
1.0000 


2.9 


0.0550 
0.2146 
0.4460 
0.6696 
0.8318 
0.9258 
0.9713 
0.9901 
0.9969 
0.9991 
0.9998 
0.9999 


1.0000 


0.1353 


0.6767 
0.8571 
0.9473 
0.9834 
0.9955 
0.9989 
0.9998 
1.0000 


3.0 


0.0498 
0.1991 
0.4232 
0.6472 
0.8153 
0.9161 
0.9665 
0.9881 
0.9962 
0.9989 
0.9997 
0.9999 


1.0000 


# # + 607 · 
2% 
x qa 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 4.0 
0 0.0450 0.0408 00369 0.0334 0.0302 0.0273 0.0247 0.0224 0.0202 0.0183 
1 0.1847 0.1712 0.1586 0.1468 0.1359 0.1257 0.1162 0.1074 0.0992 0.0916 
2 0.4012 0.3799 0.3594 0.3397 0.3208 0.3027 0.2854 0.2689 0.2531 0.2381 
3 0.6248 0.6025 0.5803 0.5584 0.5366 0.5152 0.4942 0.4735 0.4532 0.4335 
4 0.7982 0.7806 0.7626 0.7442 0.7254 0.7064 0.6872 0.6678 0.6484 0.6288 
5 0.9057 0.8946 0.8829 0.8705 0.8576 0.8441 0.8301 0.8156 0.8006 0.7851 
6 0.9612 0.9554 0.9490 0.9421 0.9347 0.9267 0.9182 0.9091 0.8995 0.8893 
7 0.9858 0.9832 0.9802 0.9769 0.9733 0.9692 0.9648 0.9599 0.9546 0.9489 
8 0.9953 0.9943 0.9931 0.9917 0.9901 0.9883 0.9863 0.9840 0.9815 0.9786 
9 0.9986 0.9982 0.9978 0.9973 0.9967 0.9960 0.9952 0.9942 0.9931 0.9919 
10 0.9996 0.9995 0.9994 0.9992 0.9990 0.9987 0.9984 0.9981 0.9977 0.9972 
11 0.9999 0.9999 0.9998 0.9998 0.9997 0.9996 0.9995 0.9994 0.9993 0.9991 
12 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9998 0.9998 0.9997 
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9999 
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
x г 4.1 4.2 4.3 4.4 4.5 4.6 4.7 4.8 4.9 5.0 
0 0.0166 0.0150 0.0136 0.0123 0.0111 0.0101 0.0091 0.0082 0.0074 0.0067 
1 0.0845 0.0780 0.0719 0.0663 0.0611 0.0563 0.0518 0.0477 0.0439 0.0404 
2 0.2238 0.2102 0.1974 0.1851 0.1736 0.1626 0.1523 0.1425 0.1333 0.1247 
3 0.4142 0.3954 03772 0.3594 0.3423 0.3257 0.3097 0.2942 0.2793 0.2650 
4 0.6093 0.5898 0.5704 0.5512 0.5321 0.5132 0.4946 04763 0.4582 0.4405 
5 0.7693 0.7531 0.7367 0.7199 0.7029 0.6858 0.6684 0.6510 0.6335 0.6160 
6 0.8786 0.8675 0.8558 0.8436 0.8311 0.8180 0.8046 0.7908 0.7767 0.7622 
7 0.9427 0.9361 0.9290 0.9214 0.9134 0.9049 0.8960 0.8867 0.8769 0.8666 
8 0.9755 0.9721 0.9683 0.9642 0.9597 0.9549 0.9497 0.9442 0.9382 0.9319 
9 0.9905 0.9889 0.9871 0.9851 0.9829 0.9805 0.9778 0.9749 0,9717 0.9682 
10 0.9966 0.9959 0.9952 0.9943 0.9933 0.9922 0.9910 0.9896 0.9880 0.9863 
11 0.9989 0.9986 0.9983 0.9980 0.9976 0.9971 0.9966 0.9960 0.9953 0.9945 
12 0.9997 0.9996 0.9995 0.9993 0.9992 0.9990 0.9988 0.9986 0.9983 0.9980 
13 0.9999 0,9999 0.9998 0.9998 0.9997 0.9997 0.9996 0.9995 0.9994 0.9993 
14 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9999 0.9998 0.9998 
15 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9999 
16 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 


x< @ —- O Do 


_ > 
= © 


Фо —- O Q AUN- O 


— — — 
N- ° 


13 


0.0159 
0.0577 
0.1425 
0.2719 
0.4298 
0.5902 
0.7301 
0.8367 
0.9090 
0.9531 
0.9776 
0.9900 
0.9958 
0.9984 
0.9994 
0.9998 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


0.0055 
0.0342 
0.1088 
0.2381 
0.4061 
0.5809 
0.7324 
0.8449` 
0.9181 
0.9603 
0.9823 
0.9927 
0.9972 
0.9990 
0.9997 
0.9999 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


6.2 


0.0020 
0.0146 
0.0536 
0.1342 
0.2592 
0.4141 
0.5742 
0.7160 
0.8259 
0.9016 
0.9486 
0.9750 
0.9887 
0.9952 
0.9981 
0.9993 
0.9997 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


5.3 


0.0050 
0.0314 
0.1016 
0.2254 
0.3895 
0.5635 
0.7171 
0.8335 
0.9106 
0.9559 
0.9800 
0.9916 
0.9967 
0.9988 
0.9996 
0.9999 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


6.3 


0.0018 
0.0134 
0.0498 
0.1264 
0.2469 
0.3988 
0.5582 
0.7017 
0.8148 
0.8939 
0.9437 
0.9723 
0.9873 
0.9945 
0.9978 
0.9992 
0.9997 
0.9999 
1.0000 
1.0000 
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5.4 


0.0045 
0.0289 
0.0948 
0.2133 
0.3733 
0.5461 
0.7017 
0.8217 
0.9027 
0.9512 
0.9775 
0.9904 
0.9962 
0.9986 
0.9995 
0.9998 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


6.4 


0.0017 
0.0123 
0.0463 
0.1189 
0.2351 
0:3837 
0.5423 
0.6873 
0.8033 
0.8858 
0.9386 
0.9693 
0.9857 
0.9937 
0.9974 
0.9990 
0.9996 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


5.5 


0.0041 
0.0266 
0.0884 
0.2017 
0.3575 
0.5289 
0.6860 
0.8095 
0.8944 
0.9462 
0.9747 
0.9890 
0.9955 
0.9983 
0.9994 
0.9998 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


6.5 


0.0015 
0.0113 
0.0430 
0.1118 
0.2237 
0.3690 
0.5265 
0.6728 
0.7916 
0.8774 
0.9332 
0.9661 
0.9840 
0.9929 
0.9970 
0.9988 
0.9996 
0.9998 
0.9999 
1.0000 


5.6 


0.0037 
0.0244 
0.0824 
0.1906 
0.3422 
0.5119 
0.6703 
0.7970 
0.8857 
0.9409 
0.9718 
0.9875 
0.9949 
0.9980 
0.9993 
0.9998 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


6.6 


0.0014 
0.0103 
0.0400 
0.1052 
0.2127 
0.3547 
0.5108 
0.6581 
0.7796 
0.8686 
0.9274 
0.9627 
0.9821 
0.9920 
0.9966 
0.9986 
0.9995 
0.9998 
0.9999 
1.0000 


5.7 


0.0033 
0.0224 
0.0768 
0.1800 
0.3272 
0.4950 
0.6544 
0.7841 
0.8766 
0.9352 
0.9686 
0.9859 
0.9941 
0.9977 
0.9991 
0.9997 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


6.7 


0.0012 
0.0095 
0.0371 
0.0988 
0.2022 
0.3406 
0.4953 
0.6433 
0.7673 
0.8596 
0.9214 
0.9591 
0.9801 
0.9909 
0.9961 
0.9984 
0.9994 
0.9998 
0.9999 
1.0000 


5.8 


0.0030 
0.0206 
0.0715 
0.1700 
0.3127 
0.4783 
0.6384 
0.7710 
0.8672 
0.9292 
0.9651 
0.9841 
0.9932 
0.9973 
0.9990 
0.9996 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


6.8 


0.0011 
0.0087 
0.0344 
0.0928 
0.1920 
0.3270 
0.4799 
0.6285 
0.7548 
0.8502 
0.9151 
0.9552 
0.9779 
0.9898 
0.9956 
0.9982 
0.9993 
0.9997 
0.9999 
1.0000 


5.9 


0.0027 
0.0189 
0.0666 
0.1604 
0.2987 
0.4619 
0.6224 
0.7576 
0.8574 
0.9228 
0.9614 
0.9821 
0.9922 
0.9969 
0.9988 
0.9996 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


6.9 


0.0010 
0.0080 
0.0320 
0.0871 
0.1823 
0.3137 
0.4647 
0.6136 
0.7420 
0.8405 
0.9084 
0.9510 
0.9755 
0.9885 
0.9950 
0.9979 
0.9992 
0.9997 
0.9999 
1.0000 


续 表 
6.0 


0.0025 
0.0174 
0.0620 
0.1512 
0.2851 
0.4457 
0.6063 
0.7440 
0.8472 
0.9161 
0.9574 
0.9799 
0.9912 
0.9964 
0.9986 
0.9995 
0.9998 
0.9999 
1.0000 


7.0 


0.0009 
0.0073 
0.0296 
0.0818 
0.1730 
0.3007 
0.4497 
0.5987 
0.7291 
0.8305 
0.9015 
0.9467 
0.9730 
0.9872 
0.9943 
0.9976 
0.9990 
0.9996 
0.9999 


1.0000 


ошоло Q -OO 


== 


12 


0.0003 
0.0028 
0.0127 
0.0396 
0.0940 
0.1822 
0.3013 
0.4391 
0.5786 
0.7041 
0.8058 
0.8807 
0.9313 
0.9628 
0.9810 
0.9908 
0.9958 
0.9982 
0.9992 
0.9997 
0.9999 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


0.0003 


0.0118 
0.0370 
0.0887 
0.1736 
0.2896 
0.4254 
0.5647 
0.6915 
0.7955 
0.8731 
0.9261 
0.9595 
0.9791 
0.9898 
0.9953 
0.9979 
0.9991 
0.9997 
0.9999 
1.0000 
1.0000 
1.0000 


0.0023 
0.0109 


0.0837 
0.1653 
0.2781 
0.4119 
0.5507 
0.6788 
0.7850 
0.8652 
0.9207 
0.9561 
0.9771 
0.9887 
0.9947 
0.9977 
0.9990 
0.9996 
0.9998 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


7.4 


0.0006 
0.0051 
0.0219 
0.0632 
0.1395 
0.2526 
0.3920 
0.5393 
0.6757 
0.7877 
0.8707 
0.9265 
0.9609 
0.9805 
0.9908 
0.9959 
0.9983 
0.9993 
0.9997 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


8.4 


0.0002 
0.0021 
0.0100 
0.0323 
0.0789 
0.1573 
0.2670 
0.3987 
0.5369 
0.6659 
0.7743 
0.8571 
0.9150 
0.9524 
0.9749 
0.9875 
0.9941 
0.9973 
0.9989 
0.9995 
0.9998 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


7.5 


0.0006 
0.0047 
0.0203 
0.0591 
0.1321 
0.2414 
0.3782 
0.5246 
0.6620 
0.7764 
0.8622 
0.9208 
0.9573 
0.9784 
0.9897 
0.9954 
0.9980 
0.9992 
0.9997 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


8.5 


0.0002 
0.0019 
0.0093 
0.0301 
0.0744 
0.1496 
0.2562 
0.3856 
0.5231 
0.6530 
0.7634 
0.8487 
0.9091 
0.9486 
0.9726 
0.9862 
0.9934 
0.9970 
0.9987 
0.9995 
0.9998 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


7.6 


0.0005 
0.0043 
0.0188 
0.0554 
0.1249 
0.2307 
0.3646 
0.5100 
0.6482 
0.7649 
0.8535 
0.9148 
0.9536 
0.9762 
0.9886 
0.9948 
0.9978 
0.9991 
0.9996 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


8.6 


0.0002 
0.0018 
0.0086 
0.0281 
0.0701 
0.1422 
0.2457 
0.3728 
0.5094 
0.6400 
0.7522 
0.8400 
0.9029 
0.9445 
0.9701 
0.9848 
0.9926 
0.9966 
0.9985 
0.9994 
0.9998 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


77 


0.0005 
0.0039 
0.0174 
0.0518 
0.1181 
0.2203 
0.3514 
0.4956 
0.6343 
0.7531 
0.8445 
0.9085 
0.9496 
0.9739 
0.9873 
0.9941 
0.9974 
0.9989 
0.9996 
0.9998 
0.9999 
1.0000 


8.7 


0.0002 
0.0016 
0.0079 
0.0262 
0.0660 
0.1352 
0.2355 
0.3602 
0.4958 
0.6269 
0.7409 
0.8311 
0.8965 
0.9403 
0.9675 
0.9832 
0.9918 
0.9962 
0.9983 
0.9993 
0.9997 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


7.8 


0.0004 
0.0036 
0.0161 
0.0485 
0.1117 
0.2103 
0.3384 
0.4812 
0.6204 
0.7411 
0.8352 
0.9020 
0.9454 
0.9714 
0.9859 
0.9934 
0.9971 
0.9988 
0.9995 
0.9998 
0.9999 
1.0000 


0.0002 
0.0015 
0.0073 
0.0244 
0.0621 
0.1284 
0.2256 
0.3478 
0.4823 
0.6137 
0.7294 
0.8220 
0.8898 
0.9358 
0.9647 
0.9816 
0.9909 
0.9957 
0.9981 
0.9992 
0.9997 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


7.9 


0.0004 
0.0033 
0.0149 
0.0453 
0.1055 
0.2006 
0.3257 
0.4670 
0.6065 
0.7290 
0.8257 
0.8952 
0.9409 
0.9687 
0.9844 
0.9926 
0.9967 
0.9986 
0.9994 
0.9998 
0.9999 
1.0000 


8.9 


0.0001 
0.0014 
0.0068 
0.0228 
0.0584 
0.1219 
0.2160 
0.3357 
0.4689 
0.6006 
0.7178 
0.8126 
0.8829 
0.9311 
0.9617 
0.9798 
0.9899 
0.9952 
0.9978 
0.9991 
0.9996 
0.9998 
0.9999 
1.0000 


0.0001 
0.0012 
0.0062 
0.0212 
0.0550 
0.1157 
0.2068 
0.3239 
0.4557 
0.5874 
0.7060 
0.8030 
0.8758 
0.9261 
0.9585 
0.9780 
0.9889 
0.9947 
0.9976 
0.9989 
0.9996 
0.9998 
0.9999 
1.0000 


610. 


0.0012 
0.0049 
0.0151 
0.0375 
0.0786 
0.1432 
0.2320 


0.0001 
0.0010 
0.0053 
0.0184 
0.0486 
0.1041 
0.1892 
0.3010 
0.4296 
0.5611 
0.6820 
0.7832 
0.8607 
0.9156 
0.9517 
0.9738 
0.9865 
0.9934 
0.9969 
0.9986 
0.9994 
0.9998 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


12.0 


0.0000 
0.0001 
0.0005 
0.0023 
0.0076 
0.0203 
0.0458 
0.0895 
0.1550 


0.0001 


0.0049 
0.0172 
0.0456 
0.0986 
0.1808 
0.2900 
0.4168 
0.5479 
0.6699 
0.7730 
0.8529 
0.9100 
0.9480 
0.9715 
0.9852 
0.9927 
0.9966 
0.9985 
0.9993 
0.9997 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


13.0 


0.0000 
0.0000 
0.0002 
0.0011 
0.0037 
0.0107 
0.0259 
0.0540 
0.0998 
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9.4 


0.0001 
0.0009 
0.0045 
0.0160 
0.0429 
0.0935 
0.1727 
0.2792 
0.4042 
0.5349 
0.6576 
0.7626 
0.8448 
0.9042 
0.9441 
0.9691 
0.9838 
0.9919 
0.9962 
0.9983 
0.9992 
0.9997 
0.9999 
1.0000 
1.0000 


14.0 


0.0000 
0.0000 
0.0001 
0.0005 
0.0018 
0.0055 
0.0142 
0.0316 
0.0621 


9.5 


0.0001 
0.0008 
0.0042 
0.0149 
0.0403 
0.0885 
0.1649 
0.2687 
0.3918 
0.5218 
0.6453 
0.7520 
0.8364 
0.8981 
0.9400 
0.9665 
0.9823 
0.9911 
0.9957 
0.9980 
0.9991 
0.9996 
0.9999 
0.9999 
1.0000 


15.0 


0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0002 
0.0009 
0.0028 
0.0076 
0.0180 
0.0374 


9.6 


0.0001 
0.0007 
0.0038 
0.0138 
0.0378 
0.0838 
0.1574 
0.2584 
0.3796 
0.5089 
0.6329 
0.7412 
0.8279 
0.8919 
0.9357 
0.9638 
0.9806 
0.9902 
0.9952 
0.9978 
0.9990 
0.9996 
0.9998 
0.9999 
1.0000 


16.0 


0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0001 
0.0004 
0.0014 
0.0040 
0.0100 
0.0220 


9.7 


0.0001 
0.0007 
0.0035 
0.0129 
0.0355 
0.0793 
0.1502 
0.2485 
0.3676 
0.4960 
0.6205 
0.7303 
0.8191 
0.8853 
0.9312 
0.9609 
0.9789 
0.9892 
0.9947 
0.9975 
0.9989 
0.9995 
0.9998 
0.9999 
1.0000 


17.0 


0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0002 
0.0007 
0.0021 
0.0054 
0.0126 


9.8 


0.0001 
0.0006 
0.0033 
0.0120 
0.0333 
0.0750 
0.1433 
0.2388 
0.3558 
0.4832 
0.6080 
0.7193 
0.8101 
0.8786 
0.9265 
0.9579 
0.9770 
0.9881 
0.9941 
0.9972 
0.9987 
0.9995 
0.9998 
0.9999 
1.0000 


18.0 


0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0001 
0.0003 
0.0010 
0.0029 
0.0071 


9.9 


0.0001 
0.0005 
0.0030 
0.0111 
0.0312 
0.0710 
0.1366 
0.2294 
0.3442 
0.4705 
0.5955 
0.7081 
0.8009 
0.8716 
0.9216 
0.9546 
0.9751 
0.9870 
0.9935 
0.9969 
0.9986 
0.9994 
0.9997 
0.9999 
1.0000 


19.0 


0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0002 
0.0005 
0.0015 
0.0039 


续 表 
10.0 


0.0000 
0.0005 
0.0028 
0.0103 
0.0293 
0.0671 
0.1301 
0.2202 
0.3328 
0.4579 
0.5830 
0.6968 
0.7916 
0.8645 
0.9165 
0.9513 
0.9730 
0.9857 
0.9928 
0.9965 
0.9984 
0.9993 
0.9997 
0.9999 
1.0000 


20.0 


0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0001 
0.0003 
0.0008 
0.0021 


и = . 611. 


. 612. 实验 物理 中 的 概率 和 统计 


表 5 标准 正 态 分 布 概率 密度 表 


1 х? 
ф(х) = pres [£ 


0.04 


) 0< x 4.99 


0.05 0.06 0.07 0.08 


0.39767 0.39733 


0.39844 0.39797 


0.39822 


0.39894 0.39876 


0.1 0.39695 0.39654 0.39608 0.39559 0.39505 0.39448 0.39387 0.39322 0.39253 0.39181 
0.2 0.39104 0.39024 0.38940 0.38853 0.38762 0.38667 0.38568 0.38466 0.38361 0.38251 
0.3 0.38139 0.38023 0.37903 0.37780 0.37654 0.37524 0.37391 0.37255 0.37115 0.36973 
0.4 0.36827 0.36678 0.36526 0.36371 0.36213 0.36053 0.35889 0.35723 0.35553 0.35381 
0.5 0.35207 0.35029 0.34849 0.34667 0.34482 0.34294 0.34105 0.33912 0.33718 0.33521 
0.6 0.33322 0.33121 0.32918 0.32713 0.32506 0.32297 0.32086 0.31874 0.31659 0.31443 
0.7 0.31225 0.31006 0.30785 0.30563 0.30339 0.30114 0.29887 0.29659 0.29431 0.29200 
0.8 0.28969 0.28737 0.28504 0.28269 0.28034 0.27798 0.27562 0.27324 0.27086 0.26848 
0.9 0.26609 0.26369 0.26129 0.25888 0.25647 0.25406 0.25164 0.24923 0.24681 0.24439 
1.0 0.24197 0.23955 0.23713 0.23471 0.23230 0.22988 0.22747 0.22506 0.22265 0.22025 
1.1 0.21785 0.21546 0.21307 0.21069 0.20831 0.20594 0.20357 0.20121 0.19886 0.19652 
1.2 0.19419 0.19186 0.18954 0.18724 0.18494 0.18265 0.18037 0.17810 0.17585 0.17360 
1.3 0.17137 0.16915 0.16694 0.16474 0.16256 0.16038 0.15822 0.15608 0.15395 0.15183 
1.4 0.14973 0.14764 0.14556 0.14350 0.14146 0.13943 0.13742 0.13542 0.13344 0.13147 
1.5 0.12952 0.12758 0.12566 0.12376 0.12188 0.12001 0.11816 0.11632 0.11450 0.11270 
1.6 0.11092 0.10915 0.10741 0.10567 0.10396 0.10226 0.10059 0.09893 0.09728 0.09566 
1.7 0.09405 0.09246 0.09089 0.08933 0.08780 0.08628 0.08478 0.08329 0.08183 0.08038 
1.8 0.07895 0.07754 0.07614 0.07477 0.07341 0.07206 0.07074 0.06943 0.06814 0.06687 
1.9 0.06562 0.06438 0.06316 0.06195 0.06077 0.05959 0.05844 0.05730 0.05618 0.05508 
20 0.05399 0.05292 0.05186 0.05082 0.04980 0.04879 0.04780 0.04682 0.04586 0.04491 
2.1 0.04398 0.04307 0.04217 0.04128 0.04041 0.03955 0.03871 0.03788 0.03706 0.03626 
2.2 0.03547 0.03470 0.03394 0.03319 0.03246 0.03174 0.03103 0.03034 0.02965 0.02898 
2.3 0.02833 0.02768 0.02705 0.02643 0.02582 0.02522 0.02463 0.02406 0.02349 0.02294 


0.02083 0.01984 0.01936 0.01888 0.01842 0.01797 


附 表 “613 ， 


ак 


0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 


0.01753 0.01709 0.01625 0.01585 0.01545 0.01468 0.01431 0.01394 
0.01358 0.01323 0.01256 0.01223 0.01191 0.01130 0.01100 0.01071 
0.01042 0.01014 0.00961 0.00935 0.00909 0.00861 0.00837 0.00814 
0.00792 0.00770 0.00727 0.00707 0.00687 0.00649 0.00631 0.00613 


0.00595 0.00578 0.00545 0.00530 0.00514 0.00485 0.00470 0.00457 


. 614. 


0.00 
0.50000 
0.53983 
0.57926 
0.61791 
0.65542 


0.69146 
0.72575 
0.75804 
0.78814 
0.81594 


0.84134 
0.86433 
0.88493 
0.90320 
0.91924 


0.93319 
0.94520 
0.95543 
0.96407 
0.97128 


0.97725 
0.98214 
0.98610 
0.98928 
0.99180 
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RO 标准 正 态 分 布 累积 分 布 函数 表 


А 2 
Ф(х)= = 三 sp [2 0<х<4.99. Ф(-х)=1-Ф(а). 


0.01 
0.50399 
0.54380 
0.58317 
0.62172 
0.65910 


0.69497 
0.72907 
0.76115 
0.79103 
0.81859 


0.84375 
0.86650 
0.88686 
0.90490 
0.92073 


0.93448 
0.94630 
0.95637 
0.96485 
0.97193 


0.97778 
0.98257 
0.98645 
0.98956 
0.99202 


0.02 


0.50798 
0.54776 
0.58706 
0.62552 
0.66276 


0.69847 
0.73237 
0.76424 
0.79389 
0.82121 


0.84614 
0.86864 
0.88877 
0.90658 
0.92220 


0.93574 
0.94738 
0.95728 
0.96562 
0.97257 


0.97831 
0.98300 
0.98679 
0.98983 


0.99224 


0.03 


0.51197 
0.55172 
0.59095 
0.62930 
0.66640 


0.70194 
0.73565 
0.76730 
0.79673 
0.82381 


0.84849 
0.87076 
0.89065 
0.90824 
0.92364 


0.93699 
0.94845 
0.95818 
0.96638 
0.97320 


0.97882 
0.98341 
0.98713 
0.99010 
0.99245 


0.04 


0.51595 
0.55567 
0.59483 
0.63307 
0.67003 


0.70540 
0.73891 
0.77035 
0.79955 
0.82639 


0.85083 
0.87286 
0.89251 
0.90988 
0.92507 


0.93822 
0.94950 
0.95907 
0.96712 
0.97381 


0.97932 
0.98382 
0.98745 
0.99036 
0.99266 


0.05 
0.51994 
0.55962 
0.59871 
0.63683 
0.67364 


0.70884 
0.74215 
0.77337 
0.80234 
0.82894 


0.85314 
0.87493 
0.89435 
0.91149 
0.92647 


0.93943 
0.95053 
0.95994 
0.96784 
0.97441 


0.97982 
0.98422 
0.98778 
0.99061 
0.99286 


0.06 
0.52392 
0.56356 
0.60257 
0.64058 
0.67724 


0.71226 
0.74537 
0.77637 
0.80511 
0.83147 


0.85543 
0.87698 
0.89617 
0.91309 
0.92785 


0.94062 
0.95154 
0.96080 
0.96856 
0.97500 


0.98030 
0.98461 
0.98809 
0.99086 


0.99305 


0.07 
0.52790 
0.56749 
0.60642 
0.64431 
0.68082 


0.71566 
0.74857 
0.77935 
0.80785 
0.83398 


0.85769 
0.87900 
0.89796 
0.91466 
0.92922 


0.94179 
0.95254 
0.96164 
0.96926 
0.97558 


0.98077 
0.98500 
0.98840 
0.99111 
0.99324 


0.08 
0.53188 
0.57142 
0.61026 
0.64803 
0.68439 


0.71904 
0.75175 
0.78230 
0.81057 
0.83646 


0.85993 
0.88100 
0.89973 
0.91621 
0.93056 


0.94295 
0.95352 
0.96246 
0.96995 
0.97615 


0.98124 
0.98537 
0.98870 
0.99134 
0.99343 


0.09 


0.53586 
0.57535 
0.61409 
0.65173 
0.68793 


0.72240 
0.75490 
0.78524 
0.81327 
0.83891 


0.86214 
0.88298 
0.90147 
0.91774 
0.93189 


0.94408 
0.95449 
0.96327 
0.97062 
0.97670 


0.98169 
0.98574 
0.98899 
0.99158 
0.99361 
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表 7 x ЭЪ Ба 分 位 数 ze 表 


220) 
ваз» =] f(y;v)dy=1-a, 


其 中 f(y; vy) 为 自由 度 v 的 好 分 布 的 概率 密度 . 


1 А 0.0158 

2 0.0100 0.0201 0.0506 0.103 0.211 0.446 0.575 1.386 
3 0.0717 0.115 0.216 0.352 0.584 1.005 1.213 2.366 
4 0.207 0.297 0.484 0.711 1.064 1.649 1.923 3.357 
5 0.412 0.554 0.831 1.145 1.610 2.343 2.675 4.351 
6 0.676 0.872 1.237 1.635 2.204 3.070 3.455 5.348 
7 0.989 1.239 1.690 2.167 2.833 3.822 4.255 6.346 
8 1.344 1.646 2.180 2.733 3.490 4.594 5.071 7.344 
9 1.735 2.088 2.700 3.325 4.168 5.380 5.899 8.343 
10 2.156 2.558 3.247 3.940 4.865 6.179 6.737 9.342 
11 2.60 3.05 3.82 4.57 5.58 6.99 7.58 10.34 

12 3.07 3.57 4.40 5.23 6.30 7.81 8.44 11.34 


7.04 


2.773 
4.108 
5.385 
6.626 


7.841 
9.037 
10.219 
11.389 
12.549 


13.70 
14.85 
15.98 
17.12 
18.25 


19.37 
20.49 
21.60 
22.72 
23.83 


24.93 
26.04 
27.14 
28.24 
29.34 


30.43 
31.53 
32.62 
33.71 
34.80 


45.62 
56.33 
66.98 
77.58 
88.13 


98.65 


3.219 
4.642 
5.989 
7.289 


8.558 
9.803 
11.030 
12.242 
13.442 


14.63 
15.81 
16.98 
18.15 
19.31 


20.47 
21.61 
22.76 
23.90 
25.04 


26.17 
27.30 
28.43 
29.55 
30.68 


31.79 
32.91 
34.03 
35.14 
36.25 


47.27 
58.16 
68.97 
79.72 
90.41 


101.06 
111.67 


2.706 
4.605 
6.251 
7.779 
9.236 


10.645 
12.017 
13.362 
14.684 
15.987 


17.28 
18.55 
19.81 
21.06 
22.31 


23.54 
24.77 
25.99 
27.20 
28.41 


29.62 
30.81 
32.01 
33.20 
34.38 


35.56 
36.74 
37.92 
39.09 
40.26 


51.81 
63.17 
74.40 
85.53 
96.58 


107.57 
118.50 


5.991 
7.815 
9.488 
11.071 


12.592 
14.067 
15.507 
16.919 
18.307 


19.68 
21.03 
22.36 
23.68 
25.00 


26.30 
27.59 
28.87 
30.14 
31.41 


32.67 
33.92 
35.17 
36.42 
37.65 


38.89 
40.11 
41.34 
42.56 
43.77 


55.76 
67.50 
79.08 
90.53 
101.88 


113.15 


7.378 
9.348 
11.143 
12.833 


14.449 
16.013 
17.535 
19.023 
20.483 


21.92 
23.34 
24.74 
26.12 
27.49 


28.85 
30.19 
31.53 
32.85 
34.17 


35.48 
36.78 
38.08 
39.36 
40.65 


41.92 
43.19 
44.46 
45.72 
46.98 


59.34 
71.42 
83.30 
95.03 
106.63 


118.14 


9.210 
11.345 
13.277 
15.086 


16.812 
18.475 
20.090 
21.666 
23.209 


24.73 
26.22 
27.69 
29.14 
30.58 


32.00 
33.41 
34.81 
36.19 
37.57 


38.93 
40.29 
41.64 
42.98 
44.31 


45.64 
46.96 
48.28 
49.59 
50.89 


63.69 
76.16 
88.38 
100.43 
112.33 


124.12 
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10.597 
12.838 
14.860 
16.750 


18.548 
20.278 
21.955 
23.589 
25.188 


26.76 
28.30 
29.82 
31.32 
32.80 


34.27 
35.72 
37.16 
38.58 
40.00 


41.40 
42.80 
44.18 
45.56 
46.93 


48.29 
49.65 
50.99 
52.34 
53.67 


66.77 
79.49 
91.95 
104.22 
116.32 


128.30 


. 618. 实验 物理 中 的 概率 和 统计 


表 8 (УИ Еее 
Ча (У) 
Я f” fO:vdy=1-a, 


其 中 f(y; v) 为 自由 度 v 的 :分布 的 概率 密度 . 
F(-t;v)=1~ F(t; v). 
у= о ЗН РЕВ. 


12.706 31.821 63.657 318.31 663.62 


4.303 6.965 9.925 22.327 31.598 
3.182 4.541 5.841 10.215 12.924 
2.776 3.747 4.604 7.173 8.610 
2.571 3.365 4.032 5.893 6.869 
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实验 物理 中 的 概率 和 统计 


#9 下 分 布 的 上 侧 c Зу, R 


fa 
F( airn) [| JO; у. т, у =1-а, 


其 中 f(y; ve v.) 为 自由 度 (w,v) 的 下 分 布 的 概率 密度 . 


表 中 只 列 出 F=0.9-0.999 的 (vw,v,) 值 ,F=0.001-0.1 的 了 (wv,v,) 值 可 由 下 面 的 关系 式 求 出 : 


V2 F 


0.975 
0.99 

0.995 
0.999 


带 * 号 的 数字 需 乘 以 100. 


39.86 
161.4 
647.8 

4052 
16211 
4053° 


8.53 
18.51 
38.51 
98.50 
198.5 
998.5 


5.54 
10.13 
17.44 
34.12 
55.55 

167.0 


10 


60.19 
241.9 
968.6 

6056 
24224 


6056 


9.39 
19.40 
39.40 
99.40 

199.4 
999.4 


5.23 
8.79 
14.42 
27.23 
43.69 
129.2 


39.00 

99.00 
199.0 
999.0 


5.46 
9.55 
16.04 
30.82 
49.80 
148.5 


12 


60.71 
243.9 
976.7 

6106 
24426 
6107' 


9.41 
19.41 
39.41 
99.42 

199.4 
999.4 


5.22 
8.74 
14.34 
27.05 
43.39 
128.3 


fi-a Vo Y) = 
3 4 
53.59 55.83 
215.7 224.6 
864.2 8996 
5403 5625 
21615 22500 
5404° 5625' 
9.16 9.24 
19.16 1925 
39.17 39.25 
99.17 99.25 
1992 1992 
999.2 9992 
5.39 5.34 
9.28 9.12 
15.44 15.10 
29.46 28.71 
4747 46.19 
1411 1371 
15 20 
61.22 6174 
2459 248.0 
9849 993.1 
6157 6209 
24630 24836 
6158° 6209" 
9.42 9.44 
19.43 19.45 
39.43 39.45 
99.43 99.45 
199.4 1994 
999.4 9994 
5.20 5.18 
8.70 8.66 
14.25 14.17 
26.87 26.69 
43.08 42.78 
1274 126.4 


7,0. у) 


62.53 
251.1 
1006 
6287 
25148 
6287° 


9.47 
19.47 
39.47 
99.47 

199.5 
999.5 


5.16 
8.59 
14.04 
26.41 
42.31 
125.0 


7 8 
58.91 59.44 
236.8 238.9 
948.2 9567 
5928 5982 


23715 23925 
5929° 5981" 


9.35 9.37 
19.35 19.37 
39.36 39.37 
99.36 99.37 

199.4 199.4 
9994 9994 

5.27 5.25 

8.89 8.85 
14.62 14.54 
2767 27.49 
44.43 44.13 

131.6 130.6 
60 120 
62.79 63.06 
252.2 253.3 
1010 1014 
6313 6339 
25253 25359 
6313° 6340’ 

9.47 9.48 
19.48 19.49 
39.48 39.49 
99.48 099.49 

199.5 199.5 
9995 999.5 

5.15 5.14 

8.57 8.55 
13.99 13.95 
26.32 26.22 
42.15 41.99 

1245 124.0 


9.49 
19.50 
39.50 
99.50 

199.5 
999.5 


5.13 
8.53 


13.90 

26.13 

41.83 
123.5 
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. 628 . 实验 物理 中 的 概率 和 统计 


附 表 • 629 · 


表 10.1~ 表 10.4 表示 似 然 比 顺序 求 和 方法 求 得 的 信号 区 间 内 信号 泊 松 事例 数 
期 望 值 /的 置信 区 间 [Ave]. ЖР, пой b 是 信号 区 间 内 观测 到 的 事例 总 数 和 已 知 


平均 本 底 事 例 数 (0~15). 
№ 10.1 置信 水 平 68.27% 


№8 00 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0 3.5 40 50 


S 
0.00 1.29 0.000.80 0.000.54 000041 000041 000025 000025 000021 0.000.21 0.00 0.19 
0.37 2.75 0.002.25 0.001.75 0.001.32 0.000.97 0.000.68 0.000.50 0.000.50 0.000.36 0.000.30 
0.74 4.25 0.443.75 0.143.25 000275 000225 000180 0.001.41 0.00 1.09 000081 0.000.47 
1.105.30 0.804.80 0.54 4.30 0.323.80 0.003.30 0.002.80 0.002.30 000184 0.001.45 0.000.91 
2.34 6.78 184628 134578 0.915.28 0.444.78 025428 000378 0.003.28 0.002.78 0.00 1.90 
2.75 7.81 2.257.31 1.75 6.81 1.326.31 0.975.81 068531 0.454.81 020431 0.003.81 0.002.81 
3.82 9.28 3.32 8.78 2.82 8.28 232778 182728 1.376.78 1.016.28 062578 036528 0.004.28 
4.25 10.30 3.75 9.80 3.259.30 275880 225830 1.807.80 1.417.30 109680 081630 0.32 5.30 
5.30 11.32 4.80 10.82 4.30 10.32 3.809.82 3.309.32 280882 230832 1.847.82 1.457.32 0.82 6.32 
6.33 12.79 5.83 12.29 5.33 11.79 4.83 11.29 4.33 10.79 3.83 10.29 3.339.79 283929 233879 1.44779 
6.78 13.81 6.28 13.31 5.78 12.81 5.28 12.31 4.78 11.81 4.28 11.31 3.78 10.81 3.28 10.31 2.78 9.81 1.90 8.81 
7.81 14.82 7.31 14.32 6.81 13.82 6.31 13.32 5.81 12.82 5.31 12.32 4.81 11.82 4.31 11.32 3.81 10.82 2.81 9.82 
12 | 8.83 16.29 8.33 15.79 7.83 15.29 7.33 14.79 6.83 14.29 6.33 13.79 5.83 13.29 5.33 12.79 4.83 12.29 3.83 11.29 
13 | 9.28 17.30 8.78 16.80 8.28 16.30 7.78 15.80 7.28 15.30 6.78 14.80 6.28 14.30 5.78 13.80 5.28 13.30 4.28 12.30 
14 |10.30 18.32 9.80 17.82 9.30 17.32 8.80 16.82 8.30 16.32 7.80 15.82 7.30 15.32 6.80 14.82 6.30 14.32 5.30 13.32 
15 [11.32 19.32 10.82 18.82 10.32 18.32 9.82 17.82 9.32 17.32 8.82 16.82 8.32 16.32 7.82 15.82 7.32 15.32 6.32 14.32 
16 [12.33 20.80 11.83 20.30 11.33 19.80 10.83 19.30 10.33 18.80 9.83 18.30 9.33 17.80 8.83 17.30 8.33 16.80 7.33 15.80 
17 |12.79 21.81 12.29 21.31 11.79 20.81 11.29 20.31 10.79 19.81 10.29 19.31 9.79 18.81 9.29 18.31 8.79 17.81 7.79 16.81 
18 |13.81 22.82 13.31 22.32 12.81 21.82 12.31 21.32 11.81 20.82 11.31 20.32 10.81 19.82 10.31 19.32 9.81 18.82 8.81 17.82 
19 [14.82 23.82 14.32 23.32 13.82 22.82 13.32 22.32 12.82 21.82 12.32 21.32 11.82 20.82 11.32 20.32 10.82 19.82 9.82 18.82 
20 |15.83 25.30 15.33 24.80 14.83 24.30 14.33 23.80 13.83 23.30 13.33 22.80 12.83 22.30 12.33 21.80 11.83 21.30 10.83 20.30 
60 7.0 8.0 90 10.0 11.0 12.0 13.0 14.0 15,0 
0 | 0.000.18 0.000.17 0.000.17 0000417 0.000.16 0.000.16 0000146 0.000.16 0.000.16 0.000.15 
0.00 0.24 0.000.21 000020 0.000.19 0.000.18 0.000.17 0.000.17 0.000.17 0.000.17 0.000.16 
0.000.31 000027 0.000.23 000021 000020 0.000.19 0.000.19 0.000.18 0.000.18 0.000.18 
0.00 0.69 0.000.42 0.000.31 000026 000023 000022 000021 0.000.20 000020 0.000.19 
0.00 1.22 0.000.69 0.000.60 0000238 0.000.30 000026 000024 000023 000022 0.000.21 
0.00 1.92 0.00 1.23 0.000.99 000060 000048 0.000.35 0.000.29 000026 000024 0.000.23 
0.00 3.28 0.002.38 0.00 1.65 000106 000063 0.000.53 0.000.42 0.000.33 0.000.29 0.000.26 
0.004.30 0.003.30 000240 000166 000107 0.000.88 000053 000047 0.000.38 0.000.32 
0.31 5.32 000432 000332 0.002.41 000167 0.001.46 0.000.94 0.000.62 000048 0.000.43 
0.69 6.79 0.27 5.79 0.004.79 0.003.79 0.002.87 0.002.10 0.001.46 0.000.94 0000278 0,000.50 
1.22 7.81 0.69 6.81 0.23 5.81 000481 0.003.81 000289 0.00211 000147 000103 0.000.84 
1.92 8.82 123782 0606.82 0419582 0.004.82 0.00 3.82 000290 0.002.12 0.001.54 0.00 1.31 
12 | 2.83 10.29 1.949.29 112829 060729 012629 000529 000429 000336 0.002.57 0.00189 
13 | 3.28 11.30 2.38 10.30 1.65 9.30 106830 0.607.30 005630 000530 0.004.30 000337 0.00257 
14 | 4.30 12.32 3,30 11.32 2.40 10.32 1.669.32 1.078.32 053732 0.006.32 000532 000432 0.003.38 
15 | 5.32 13.32 4.32 12.32 3.32 11.32 2.41 10.32 167932 1.008.32 0.537.32 000632 000532 0.004.32 
16 | 6.33 14.80 5.33 13.80 4.33 12.80 3.33 11.80 2.43 10.80 146980 094880 047780 0.006.80 0.00 5.80 
17 | 6,79 15.81 5.79 14.81 4.79 13.81 3.79 12.81 2.87 11.81 2.10 10.81 146981 0.94 8.81 048781 0.00681 
18 | 7.81 16.82 6.81 15.82 5.81 14.82 4.81 13.82 3.81 12.82 2.89 11.82 2.11 10.82 1.479.82 093882 0.437.82 
19 | 8.82 17.82 7.82 16.82 6.82 15.82 5.82 14.82 4.82 13.82 3.821282 29011.82 2.1210.82 1.48982 0.84882 
20 | 9.83 19.30 8.83 18.30 7.83 17.30 6.83 16.30 5.83 15.30 4.83 14.30 3.83 13.30 2.91 12.30 2.121130 131 10.30 
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юю ч Ф әль -oo 


> = 
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№ 10.2 置信 水 平 90% 


0.0 0.5 1.0 1.5 


0.00 2.44 000194 000161 0.00 1.33 
0.11 4.36 0.003.86 0.003.36 0.00 2.91 
0.53 5.91 0.03 5.41 0.004.91 0.00 4.41 
1.107.42 0.606.92 0.106.42 0.00 5.92 
1.47 8.60 1.178.10 0.747.60 0.247.10 
1.84 9.99 1.539.49 1.25 8.99 0.93 8.49 
2.21 11.47 1.90 10.97 1.61 10.47 1.33 9.97 
3.56 12.53 3.06 12.03 2.56 11.53 2.09 11.03 
3.96 13.99 3.46 13.49 2.96 12.99 2.51 12.49 
4.36 15.30 3.86 14.80 3.36 14.30 2.91 13.80 
5.50 16.50 5.00 16.00 4.50 15.50 4.00 15.00 
5.91 17.81 5.41 17.31 4.91 16.81 4.41 16.31 
7.01 19.00 6.51 18.50 6.01 18.00 5.51 17.50 
7.42 20.05 6.92 19.55 6.42 19.05 5.92 18.55 
8.50 21.50 8.00 21.00 7.50 20.50 7.00 20.00 
9.48 22.52 8.98 22.02 8.48 21.52 7.98 21.02 
9.99 23.99 9.49 23.49 8.99 22.99 8.49 22.49 
11.04 25.02 10.54 24.52 10.04 24.02 9.54 23.52 
11.47 26.16 10.97 25.66 10.47 25.16 9.97 24.66 


12.51 27.51 12.0] 27.01 11.51 26.51 11.01 26.01 10.51 25.51 10.01 25.01 
13.55 28.52 13.05 28.02 12.55 27.52 12.05 27.02 11.55 26.52 11.05 26.02 


00 0.5 10 1.5 


0.00 0.97 000095 000094 0.00 0.94 
0.00 1.14 0.00 1.10 0.00 1.07 0.00 1.05 
0.00 1.57 0.00 1.38 0.001.27 0.00 1.21 
0.00 2.14 0.00 1.75 0.00 1.49 0.00 1.37 
0.00 2.83 000256 0.00 1.98 0.00 1.82 
0.00 4.07 0.00 3.28 000260 0.002.38 
0.00 5.47 0.004.54 0.003.73 0.003.02 
0.00 6.53 0.00 5.53 0.004.58 0.00 3.77 
0.007.99 0.006.99 000599 0.00 5.05 
0.009.30 0.00 8.30 000730 0.006.30 
0.22 10.50 0.009.50 0.008.50 0.007.50 
1.01 11.81 0.02 10.81 000981 0.00 8.81 
1.57 13.00 0.83 12.00 0.00 11.00 0.00 10.00 
2.14 14.05 1.50 13.05 0.65 12.05 0.00 11.05 
2.83 15.50 2.13 14.50 1.39 13.50 0.47 12.50 
3.48 16.52 2.56 15.52 1.98 14.52 1.26 13.52 
4.07 17.99 3.28 16.99 2.60 15.99 1.82 14.99 
5.04 19.02 4.11 18.02 3,32 17.02 2.38 16.02 
5.47 20.16 4.54 19.16 3.73 18.16 3.02 17.16 
6.51 21.51 5.51 20.51 4.58 19.51 3.77 18.51 
7.55 22.52 6.55 21.52 5.55 20.52 4.55 19.52 


2.0 2.5 


0.00 1.26 0.00 1.18 
0.00 2.53 0.00 2.19 
0.00 3.91 0.00 3.45 
0.00 5.42 0.00 4.92 
0.00 6.60 0.00 6.10 
0.43 7.99 0.007.49 
1.08 9.47 0.65 8.97 
1.59 10.53 1.18 10.03 
2.14 11.99 1.81 11.49 
2.53 13.30 2.19 12.80 
3.50 14.50 3.04 14.00 
3.91 15.81 3.45 15.31 
5.01 17.00 4.51 16.50 
5.42 18.05 4.92 17.55 
6.50 19.50 6.00 19.00 
7.48 20.52 6.98 20.02 
7.99 21.99 7.49 21.49 
9.04 23.02 8.54 22.52 
9.47 24.16 8.97 23.66 


2.0 2.5 
0.00 0.93 0,00 0.93 
0.00 1.03 0.00 1.01 
0.00 1.15 0001.11 
0.00 1.29 0.00 1.24 
0.00 1.57 0.00 1.45 
0.00 1.85 0.00 1.70 
0.00 2.40 0.00 2.21 
0.00 3.26 0.00 2.81 
0.004.22 0.00 3.49 
0.00 5.30 0.00 4.30 
0.00 6.50 0.00 5.56 
0.00 7.81 0.00 6.81 
0.00 9.00 0.00 8.00 

0.00 10.05 0.00 9.05 
0.00 11.50 0.00 10.50 
0.30 12.52 0.00 11.52 
1.13 13.99 0.14 12.99 
1.81 15.02 0.98 14.02 
2.40 16.16 1.70 15.16 
3.05 17.51 2.21 16.51 
3.55 18.52 2.81 17.52 


3.0 


0.00 1.08 
0.00 1.88 
0.00 3.04 
0.00 4.42 
0.00 5.60 
0.00 6.99 
0.15 8.47 
0.89 9.53 
1.5] 10.99 
1.88 12.30 
2.63 13.50 
3.04 14.81 
4.01 16.00 
4.42 17.05 
5.50 18.50 
6.48 19.52 
6.99 20.99 
8.04 22.02 
8.47 23.16 
9.51 24.51 


10.55 25.52 10.05 25.02 


3.0 


0.00 0.92 
0.00 1.00 
0.00 1.09 
0.00 1.21 
0.00 1.37 
0.00 1.58 
0.00 1.86 
0.00 2.23 
0.00 2.83 
0.00 3.93 
0.00 4.71 
0.00 5.81 
0.00 7.00 
0.00 8.05 
0.00 9.50 
0.00 10.52 
0.00 11.99 
0.00 13.02 
0.82 14.16 
1.58 15.51 
2.23 16.52 


3,5 


0.00 1.06 
0.00 1.59 
0.00 2.67 
0.00 3.95 
0.00 5.10 
0.00 6.49 
0.00 7.97 
0.39 9.03 
1.06 10.49 
1.59 11.80 
2.27 13.00 
2.67 14.31 
3.54 15.50 
3.95 16.55 
5.00 18.00 
5.98 19.02 
6.49 20.49 
7.54 21.52 
7.97 22.66 
9.01 24.01 


3.5 
0.00 0.92 
0.00 0.99 
0.00 1.08 
0.00 1.18 
0.00 1.31 
0.00 1.48 
0.00 1.67 
0.00 2.07 
0.00 2.62 
0.00 3.25 
0.00 3.95 
0.00 4.81 
0.00 6.05 
0.00 7.05 
0.00 8.50 
0.00 9.52 

0.00 10.99 
0.00 12.02 
0.00 13.16 
0.67 14.51 
1.48 15.52 


4.0 


0.00 1.01 
0.00 1.39 
0.00 2.33 
0.00 3.53 
0.00 4.60 
0.00 5.99 
0.00 7.47 
0.00 8.53 
0.66 9.99 
1.33 11.30 
1.94 12.50 
2.33 13.81 
3.12 15.00 
3.53 16.05 
4.50 17.50 
5.48 18.52 
5.99 19.99 
7.04 21.02 
7.47 22.16 
8.51 23.51 
9.55 24.52 
4.0 
0.00 0.92 
0.00 0.99 
0.00 1.06 
0.00 1.15 
0.00 1.27 
0.00 1.39 
0.00 1.55 
0.00 1.86 
0.00 2.11 
0.00 2.64 
0.00 3.27 
0.00 4.39 
0.00 5.19 
0.00 6.08 
0.00 7.50 
0.00 8.52 
0.00 9.99 
0.00 11.02 
0.00 12.16 
0.00 13.51 
0.53 14.52 


5.0 


0.00 0.98 
0.00 1.22 
0.00 1.73 
0.00 2.78 
0.00 3.60 
0.00 4.99 
0.00 6.47 
0.00 7.53 
0.00 8.99 
0.43 10.30 
1.19 11.50 
1.73 12.81 
2.38 14.00 
2.78 15.05 
3.59 16.50 
4.48 17.52 
4.99 18.99 
6.04 20.02 
6.47 21.16 
7.51 22.51 
8.55 23.52 
5.0 
0.00 0.92 
0.00 0.98 
0.00 1.05 
0.00 1.14 
0.00 1.24 
0.00 1.32 
0.00 1.47 
0.00 1.69 
0.00 1.95 
0.00 2.45 
0.00 3.00 
0.00 3.69 
0.00 4.42 
0.00 5.22 
0.00 6.55 
0.00 7.52 
0.00 8.99 
0.00 10.02 
0.00 11.16 
0.00 12.51 
0.00 13.52 


# в * 631. 


9103 置信 水 平 95% 


0.0 


0 | 0.00 3.09 
і | 0.05 5.14 
2 | 0,36 6.72 
3 | 0.82 8.25 
4 | 1.379.76 
5 | 1.84 11.26 
6 | 2.21 12.75 
7 |2.58 13.81 
8 | 2.94 15.29 
9 [4.36 16.77 
10 | 4.75 17.82 
11 [5.14 19.29 
12 | 6.32 20.34 
13 | 6.72 21.80 
14 | 7.84 22.94 
15 | 8.25 24.31 
16 | 9.34 25.40 
17 | 9.76 26.81 


0.5 


0.00 2.63 

0.00 4.64 

0.00 6.22 

0.32 7.75 

0.87 9.26 

1.47 10.76 
1.90 12.25 
2.27 13.31 
2.63 14.79 
3.86 16.27 
4.25 17.32 
4.64 18.79 
5.82 19.84 
6.22 21.30 
7.34 22.44 
7,75 23.81 
8.84 24.90 
9.26 26.31 


1.0 


0.00 2.33 

0.00 4.14 

0.00 5.72 

0.00 7.25 

0.37 8.76 

0.97 10.26 
1.61 11.75 
1.97 12.81 
2.33 14.29 
3.36 15:77 
3.75 16.82 
4.14 18.29 
5,32 19.34 
5.72 20.80 
6.84 21.94 
7.25 23.31 
8.34 24.40 
8.76 25.81 


18 |10.84 27.84 10.34 27.34 9.84 26.84 


1.5 


0.00 2.05 

0.00 3.69 

0.00 5.22 

0.00 6.75 

0.00 8.26 

0.47 9.76 

1.11 11.25 
1.69 12.31 
2.05 13.79 
2.91 15.27 
3.30 16.32 
3.69 17.79 
4.82 18.84 
5.22 20.30 
6.34 21.44 
6.75 22.81 
7.84 23.90 
8.26 25.31 
9.34 26.34 
9.76 27.81 


2.0 


0.00 1.78 

0.00 3.30 
0.00 4.72 

0.00 6.25 

0.00 7.76 

0.00 9.26 

0.61 10.75 
1.29 11.81 
1.78 13.29 
2.46 14.77 
2.92 15.82 
3.30 17.29 
4.32 18.34 
4.72 19.80 
5.84 20.94 
6.25 22.31 
7.34 23.40 
7.76 24.81 
8.84 25.84 
9.26 27.31 


19 [11.26 29.31 10.76 28.81 10.26 28.31 
20 |12.33 30.33 11.83 29.83 11.33 29.33 10.83 28.83 10.33 28.33 


| 60 


0 | 0.00 1.52 
1 | 0.00 1.78 
2 | 0.00 2.28 
3 | 0.00 2.91 
4 | 0.004.05 
5 | 0.00 5.33 
6 | 0.00 6.75 
7 | 0.007.81 
8 | 0.009.29 
9 | 0.00 10.77 
10 | 0.00 11.82 
11 | 0.17 13.29 
12 | 0.92 14.34 
13 | 1.68 15.80 
14 | 2.28 16.94 
15 | 2.91 18.31 
16 | 3.60 19.40 
17 | 4.05 20.81 
18 | 4.91 21.84 
19| 5.33 23.31 
20 | 6.33 24.33 


7.0 


0.00 1.51 
0.00 1.73 
0.00 2.11 
0.00 2.69 
0.00 3.35 
0.00 4.52 
0.00 5.82 
0.00 6.81 
0.00 8.29 
0.00 9.77 
0.00 10.82 
0.00 12.29 
0.00 13.34 
0.69 14.80 
1.46 15.94 
2.11 17.31 
2.69 18.40 
3.35 19.81 
4.11 20.84 
4.52 22.31 
5.39 23.33 


8.0 


0.00 1.50 
0.00 1.69 
0.00 1.98 
0.00 2.37 
0.00 3.01 
0.00 3.79 
0.00 4.99 
0.00 5.87 
0.00 7.29 
0.00 8.77 
0.00 9.82 
0.00 11.29 
0.00 12.34 
0.00 13.80 
0.46 14.94 
1.25 16.31 
1.98 17.40 
2.63 18.81 
3.18 19.84 
3.79 21.31 
4.57 22.33 


9.0 


0.00 1.49 
0.00 1.66 
0.00 1.86 
0.00 2.17 
0.00 2.54 
0.00 3.15 
0.00 4.24 
0.00 5.03 
0.00 6.35 
0.00 7.77 
0.00 8.82 
0.00 10.29 
0.00 11.34 
0.00 12.80 
0.00 13.94 
0.25 15.31 
1.04 16.40 
1.83 17.81 
2.53 18.84 
3.15 20.31 
3.82 21.33 


10.0 


0.00 1.49 
0.00 1.64 
0.00 1.81 

0.00 2.06 
0.00 2.37 
0.00 2.94 

0.00 3.57 

0.00 4.28 
0.00 5.50 
0.00 6.82 

0.00 7.82 

0.00 9.29 
0.00 10.34 
0.00 11.80 
0.00 12.94 
0.00 14.31 
0.04 15.40 
0.83 16.81 
1.63 17.84 
2.37 19.31 
2.94 20.33 


2.5 


0.00 1.78 
0.00 2.95 
0.00 4.25 
0.00 5.75 
0.00 7.26 
0.00 8.76 
0.11 10.25 
0.79 11.31 
1.48 12.79 
1.96 14.27 
2.57 15.32 
2.95 16.79 
3.85 17.84 
4.25 19.30 
5.34 20.44 
5.75 21.81 
6.84 22.90 
7.26 24.31 
8.34 25.34 
8.76 26.81 
9.83 27.83 
11.0 


0.00 1.48 
0.00 1.61 
0.00 1.77 
0.00 1.98 
0.00 2.23 
0.00 2.65 
0.00 3.14 
0.00 4.00 
0.00 4.73 
0.00 5.96 
0.00 6.87 
0.00 8.29 
0.00 9.34 
0.00 10.80 
0.00 11.94 
0.00 13.31 
0.00 14.40 
0.00 15.81 
0.63 16.84 
1.44 18.31 
2.23 19.33 


3.0 


0.00 1.63 
0.00 2.63 
0.00 3.84 
0.00 5.25 
0.00 6.76 
0.00 8.26 
0.00 9.75 
0.29 10.81 
0.98 12.29 
1.62 13.77 
2.25 14.82 
2.63 16.29 
3.44 17.34 
3.84 18.80 
4.84 19.94 
5.25 21.31 
6.34 22.40 
6.76 23.81 
7.84 24.84 
8.26 26.31 
9.33 27.33 
12.0 


0.00 1.48 
0.00 1.60 

0.00 1.74 

0.00 1.93 

0.00 2.11 

0.00 2.43 

0.00 2.78 
0.00 3.37 

0.00 4.03 

0.00 5.18 

0.00 6.00 
0.00 7.34 

0.00 8.34 

0.00 9.80 
0.00 10.94 
0.00 12.31 
0.00 13.40 
0.00 14.81 
0.00 15.84 
0.44 17.31 
1.25 18.33 


3.5 


0.00 1.63 
0.00 2.33 
0.00 3.46 
0.00 4.78 
0.00 6.26 
0.00 7.76 
0.00 9.25 
0.00 10.31 
0,48 11.79 
1.20 13.27 
1.82 14.32 
2.33 15.79 
3.06 16.84 
3.46 18.30 
4.37 19.44 
4.78 20.81 
5.84 21.90 
6.26 23.31 
7.34 24.34 
7.76 25.81 
8.83 26.83 
13.0 


0.00 1.48 
0.00 1.59 
0.00 1.72 
0.00 1.89 
0.00 2.04 
0.00 2.30 
0.00 2.62 
0.00 3.15 
0.00 3.79 
0.00 4.47 
0.00 5.21 
0.00 6.47 
0.00 7.37 
0.00 8.80 
0.00 9.94 
0.00 11.31 
0.00 12.40 
0.00 13.81 
0.00 14.84 
0.00 16.31 
0.25 17.33 


4.0 


0.00 1.57 
0.00 2.08 
0.00 3.11 

0.00 4.35 

0.00 5.76 
0.00 7.26 

0.00 8.75 

0.00 9.81 

0.00 11.29 
0.70 12.77 
1.43 13.82 
2.04 15,29 
2.69 16.34 
3.11 17.80 
3.94 18.94 
4,35 20.31 
5.34 21.40 
5.16 22.81 
6.84 23.84 
7.26 25.31 
8.33 26.33 

14.0 


0.00 1.47 
0.00 1.58 
0.00 1.70 
0.00 1.82 
0.00 1.99 
0.00 2.20 
0.00 2.48 
0.00 2.79 
0.00 3.20 
0.00 3.81 
0.00 4.59 
0.00 5.67 
0.00 6.50 
0.00 7.85 
0.00 8.94 
0.00 10.31 
0.00 11.40 
0.00 12.81 
0.00 13.84 
0.00 15.31 
0.00 16.33 


5.0 


0.00 1.54 
0.00 1.88 
0.00 2.49 
0.00 3.58 
0.00 4.84 
0.00 6.26 
0.00 7.75 
0.00 8.81 
0.00 10.29 
0.00 11.77 
0.43 12.82 
1.17 14.29 
1.88 15.34 
2.47 16.80 
3.10 17.94 
3.58 19.31 
4.43 20.40 
4.84 21.81 
5.84 22.84 
6.26 24.31 
7.33 25.33 
15.0 


0.00 1.47 
0.00 1.56 
0.00 1.67 
0.00 1.80 
0.00 1.95 
0.00 2.13 
0.00 2.35 
0.00 2.59 
0.00 3.02 
0.00 3.60 
0.00 4.24 
0.00 4.93 
0.00 5.70 
0.00 6.96 
0.00 7.94 
0.00 9.31 
0.00 10.40 
0.00 11.81 
0.00 12.84 
0.00 14.31 
0.00 15.33 


. 632 · 


实验 物理 中 的 概率 和 统计 


14 


0.0 


0.00 4.74 
0.01 6.91 

0.15 871 

0.44 10.47 
0.82 12.23 
1.28 13.75 
1.79 15.27 
2.33 16.77 
2.91 18.27 
3.31 19.46 
3.68 20.83 
4.05 2231 
12 | 4.41 23.80 
13 | 5.83 24.92 
14 | 6.31 26.33 
15 [6.70 27.81 
16 |7.76 28.85 
17 |8.32 30.33 
18 | 8.71 31.81 
19 | 9.88 32.85 
20 [10.28 34.32 
м 60 

0 | 0.002.91 

0.00 3.42 

0.00 4.13 

0.00 5.25 

0.00 6.47 

0.00 7.81 

0.009.27 

0.00 10.77 
0.00 12.27 
0.00 13.46 
0.00 14.83 
0.00 16.31 
12 | 0.00 17.80 
13 | 0.10 18.92 
14 | 0.78 20.33 
15 | 1.48 21.81 
16 | 2.18 22.85 
17 | 2.89 24.33 
18 | 3.53 25.81 

19 | 4.13 26.85 
20 | 4.86 28.32 


x @ u O. A b — O 


-— 
- е 


O омлет Q + UN 一 


= 5 


0.5 


0.00 4.24 

0.00 6.41 

0.00 8.21 

0.00 9.97 

0.32 11.73 
0.78 13.25 
1.29 14.77 
1.83 16.27 
2.41 17.77 
3.00 18.96 
3.37 20.33 
3.73 21.81 
4.10 23.30 
5.33 24.42 
5.81 25.83 
6.20 27.31 
7.26 28.35 
7.82 29.83 
8.21 31.31 
9.38 32.35 
9.78 33.82 

70 


0.00 2.90 
0.00 3.31 
0.00 3.89 
0.00 4.59 
0.00 5.73 
0.00 6.97 
0.00 8.32 
0.00 9.77 
0.00 11.27 
0.00 12.46 
0.00 13.83 
0.00 15.31 
0.00 16.80 
0.00 17.92 
0.00 19.33 
0.48 20.81 
1.18 21.85 
1.89 23.33 
2.62 24.81 
3.31 25.85 
3.93 27.32 


1.0 


0.00 3.80 
0.00 5.91 

0.00 7.71 

0.00 9.47 

0.00 11.23 
0.28 12.75 
0.79 14.27 
1.33 15.77 
1.91 17.27 
2.51 18.46 
3.07 19.83 
3.43 21.31 
3.80 22.80 
4.83 23.92 
5.31 25.33 
5.70 26.81 
6.76 27.85 
7.32 29.33 
7.71 30.81 
8.88 31.85 
9.28 33.32 

8.0 


0.00 2.89 
0.00 3.21 
0.00 3.70 
0.00 4.35 
0.00 5.04 
0.00 6.21 
0.00 7.47 
0.00 8.82 
0.00 10.27 
0.00 11.46 
0.00 12.83 
0.00 14.31 
0.00 15.80 
0.00 16.92 
0.00 18.33 
0.00 19.81 
0.18 20.85 
0.89 22.33 
1.62 23.81 
2.35 24.85 
3.08 26.32 


Ж 104 WIB: 99% 


1.5 


0.00 3.50 

0.00 5.41 

0.00 7.21 

0.00 8.97 

0.00 10.73 
0.00 12.25 
0.29 13.77 
0.83 15.27 
1.41 16.77 
2.01 17.96 
2.63 19.33 
3.14 20.81 
3.50 22.30 
4.33 23.42 
4.86 24.83 
5.24 26.31 
6.26 27.35 
6.82 28.83 
7.21 30.31 
8.38 31.35 
8.78 32.82 

9.0 


0.00 2.88 
0.00 3.18 
0.00 3.56 
0.00 4.06 
0.00 4.79 
0.00 5.50 
0.00 6.68 
0.00 7.95 
0.00 9.31 
0.00 10.46 
0.00 11.83 
0.00 13.31 
0.00 14.80 
0.00 15.92 
0.00 17.33 
0.00 18.81 
0.00 19.85 
0.00 21.33 
0.62 22.81 
1.35 23.85 
2.08 25.32 


2.0 


0.00 3.26 

0.00 4.91 

0.00 6.71 

0.00 8.47 

0.00 10.23 
0.00 11.75 
0.00 13.27 
0.33 14.77 
0.91 16.27 
1.51 17.46 
2.13 18.83 
2.77 20.31 
3.22 21.80 
3.83 22.92 
4.46 24.33 
4.84 25.81 
5.76 26.85 
6.32 28.33 
6.71 29.81 
7.88 30.85 
8.28 32.32 

10.0 


0.00 2.88 
0.00 3.15 
0.00 3.44 
0.00 3.89 
0.00 4.39 
0.00 5.17 
0.00 5.96 
0.00 7.16 
0.00 8.44 
0.00 9.46 
0.00 10.83 
0.00 12.31 
0.00 13.80 
0.00 14.92 
0.00 16.33 
0.00 17.81 
0.00 18.85 
0.00 20.33 
0.00 21.81 
0.35 22.85 
1.08 24.32 


2.5 


0.00 3.26 
0.00 4.48 
0.00 6.24 
0.00 7.97 
0.00 9.73 
0.00 11.25 
0.00 12.77 
0.00 14.27 
0.41 15.77 
1.01 16.96 
1.63 18.33 
2.27 19.81 
2.93 21.30 
3.33 22.42 
4.10 23.83 
4.48 25.31 
5.26 26.35 
5.85 27.83 
6.24 29.31 
7.38 30.35 
7.78 31.82 
11.0 


0.00 2.87 
0.00 3.11 
0.00 3.39 
0.00 3.77 
0.00 4.17 
0.00 4.67 
0.00 5.46 
0.00 6.42 
0.00 7.63 
0.00 8.50 
0.00 9.87 
0.00 11.31 
0.00 12.80 
0.00 13.92 
0.00 15.33 
0.00 16.81 
0.00 17.85 
0.00 19.33 
0.00 20.81 
0.00 21.85 
0.08 23.32 


3.0 


0.00 3.05 
0.00 4.14 
0.00 5.82 
0.00 7.47 
0.00 9.23 
0.00 10.75 
0.00 12.27 
0.00 13.77 
0.00 15.27 
0.51 16.46 
1.13 17.83 
1.77 19.31 
2.43 20.80 
3.02 21.92 
3.67 23.33 
4.14 24.81 
4.76 25.85 
5.42 27.33 
5.82 28.81 
6.88 29.85 
7.28 31.32 
12.0 


0.00.2.87 
0.00 3.09 
0.00 3.35 
0.00 3.65 
0.00 4.02 
0.00 4.42 
0.00 5.05 
0.00 5.73 
0.00 6.88 
0.00 7.69 
0.00 8.98 
0.00 10.35 
0.00 11.80 
0.00 12.92 
0.00 14.33 
0.00 15.81 
0.00 16.85 
0.00 18.33 
0.00 19.81 
0.00 20.85 
0.00 22.32 


3.5 


0.00 3.05 
0.00 4.09 
0.00 5.42 
0.00 6.97 
0.00 8.73 
0.00 10.25 
0.00 11.77 
0.00 13.27 
0.00 14.77 
0.01 15.96 
0.63 17.33 
1.27 18.81 
1.93 20.30 
2.60 21.42 
3.17 22.83 
3.82 24.31 
4.26 25.35 
5.03 26.83 
5.42 28.31 
6.40 29.35 
6.81 30.82 
13.0 


0.00 2.86 
0.00 3.07 
0.00 3.32 
0.00 3.56 
0.00 3.91 
0.00 4.24 
0.00 4.83 
0.00 5.48 
0.00 6.18 
0.00 7.34 
0.00 8.16 
0.00 9.46 
0.00 10.83 
0.00 11.92 
0.00 13.33 
0.00 14.81 
0.00 15.85 
0.00 17.33 
0.00 18.8) 
0.00 19.85 
0.00 21.32 


4.0 


0.00 2.98 
0.00 3.89 
0.00 5.06 
0.00 6.47 
0.00 8.23 
0.00 9.75 
0.00 11.27 
0.00 12.77 
0.00 14.27 
0.00 15.46 
0.13 16.83 
0.77 18.31 
1.43 19.80 
2.10 20.92 
2.78 22.33 
3.42 23.81 
3.89 24.85 
4.67 26.33 
5.06 27.81 
5.97 28.85 
6.37 30.32 
14.0 


0.00 2.86 
0.00 3.06 
0.00 3.26 
0.00 3.51 
0.00 3.82 
0.00 4.11 
0.00 4.63 
0.00 5.12 
0.00 5.83 
0.00 6.62 
0.00 7.39 
0.00 8.63 
0.00 9.94 
0.00 10.92 
0.00 12.33 
0.00 13.81 
0.00 14.85 
0.00 16.33 
0.00 17.81 
0.00 18.85 
0.00 20.32 


5.0 


0.00 2.94 
0.00 3.59 
0.00 4.37 
0.00 5.57 
0.00 7.30 
0.00 8.75 
0.00 10.27 
0.00 11.77 
0.00 13.27 
0.00 14.46 
0.00 15.83 
0.00 17.31 
0.43 18.80 
1.10 19.92 
1.78 21.33 
2.48 22.81 
3.15 23.85 
3.73 25.33 
4.37 26.81 
5.01 27.85 
5.57 29.32 
15.0 


0.00 2.86 
0.00 3.03 
0.00 3.23 
0.00 3.47 
0.00 3.74 
0.00 4.01 
0.00 4.44 
0.00 4.82 
0.00 5.29 
0.00 5.95 
0.00 7.07 
0.00 7.84 
0.00 9.09 
0.00 9.98 
0.00 11.36 
0.00 12.81 
0.00 13.85 
0.00 15.33 
0.00 16.81 
0.00 17.85 
0.00 19.32 


附 表 . 633 . 


№11 似 然 比 顺序 求 和 方法 求 得 的 正 态 总 体 期 望 值 /是 信 水 平 68.27%，90%，95%，99% 
的 置信 区 间 [w 12]. xo 是 总 体 的 实验 观测 值 . 表 中 所 有 数字 均 以 正 态 总 体 标 准 偏差 c 为 单位 


Xo 68.27% C.L. 90% C.L. 95% C.L. 99% C.L. 
-3.0 0.00 0.04 0.00 0.26 0.00 0.42 0.00 0.80 
-2.9 0.00 0.04 0.00 0.27 0.00 044 0.00 0.82 
-2.8 0.00 0.04 0.00 0.28 0.00 0.45 0.00 0.84 
-2.7 0.00 0.04 0.00 0.29 0.00 0.47 0.00 0.87 
-2.6 0.00 0.05 0.00 0.30 0.00 0.48 0.00 0.89 
-2.5 0.00 0.05 0.00 0.32 0.00 0.50 0.00 0.92 
-2.4 0.00 0.05 0.00 0.33 0.00 0.52 0.00 0.95 
-2.3 0.00 0.05 0.00 0.34 0.00 0.54 0.00 0.99 
-2.2 0.00 0.06 0.00 0.36 0.00 0.56 0.00 1.02 
-2.1 0.00 0.06 0.00 0.38 0.00 0.59 0.00 1.06 
-2.0 0.00 0.07 0.00 0.40 0.00 0.62 0.00 1.10 
-1.9 0.00 0.08 0.00 0.43 0.00 0.65 0.00 1.14 
-4.8 0.00 0.09 0.00 0.45 0.00 0.68 0.00 1.19 
-1.7 0.00 0.10 0.00 0.48 0.00 0.72 0.00 1.24 
-1.6 0.00 0.11 0.00 0.52 0.00 0.76 0.00 1.29 
—1.5 0.00 0.13 0.00 0.56 0.00 0.81 0.00 1.35 
-1.4 0.00 0.15 0.00 0.60 0.00 0.86 0.00 1.41 
-4.3 0.00 0.17 0.00 0.64 0.00 0.91 0.00 1.47 
-1.2 0.00 0.20 0.00 0.70 0.00 0.97 0.00 1.54 
= 0.00 0.23 0.00 0.75 0.00 1.04 0.00 1.61 
-1.0 0.00 0.27 0.00 0.81 0.00 1.10 0.00 1.68 
-0.9 0.00 0.32 0.00 0.88 0.00 1.17 0.00 1.76 
-0.8 0.00 0.37 0.00 0.95 0.00 1.25 0.00 1.84 
-0.7 0.00 0.43 0.00 1.02 0.00 1.33 0.00 1.93 
-0.6 0.00 0.49 0.00 1.10 0.00 1.41 0.00 2.01 
-0.5 0.00 0.56 0.00 1.18 0.00 1.49 0.00 2.10 
0.4 0.00 0.64 0.00 1.27 0.00 1.58 0.00 2.19 
—0.3 0.00 0.72 0.00 1.36 0.00 1.67 0.00 2.28 
—0.2 0.00 0.81 0.00 1.45 0.00 1.77 0.00 2.38 
-0.1 0.00 0.90 0.00 1.55 0.00 1.86 0.00 2.48 

0.0 0.00 1.00 0.00 1.64 0.00 1.96 0.00 2.58 
0.1 0.00 1.10 0.00 1.74 0.00 2.06 0.00 2.68 
0.2 0.00 1.20 0.00 1.84 0.00 2.16 0.00 2.78 
0.3 0.00 1.30 0.00 1.94 0.00 2.26 0.00 2.88 
0.4 0.00 1.40 0.00 2.04 0.00 2.36 0.00 2.98 
0.5 0.02 1.50 0.00 2.14 0.00 2.46 0.00 3.08 
0.6 0.07 1.60 0.00 2.24 0.00 2.56 0.00 3.18 
0.7 0.11 1.70 0.00 2.34 0.00 2.66 0.00 3.28 
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- 634 . 实验 物理 中 的 概率 和 统计 

续 表 

xo 68.27% C.L. 90% C.L. 95% C.L. 99% C.L. 
0.8 0.15 1.80 0.00 2.44 0.00 2.76 0.00 3.38 
0.9 0.19 1.90 0.00 2.54 0.00 2.86 0.00 3.48 
1.0 0.24 2.00 0.00 2.64 0.00 2.96 0.00 3.58 
1.1 0.30 2.10 0.00 2.74 0.00 3.06 0.00 3.68 
1.2 0.35 2.20 0.00 2.84 0.00 3.16 0.00 3.78 
1.3 0.42 2.30 0.02 2.94 0.00 3.26 0.00 3.88 
1.4 0.49 2.40 0.12 3.04 0.00 3.36 0.00 3.98 
1.5 0.56 2.50 0.22 3.14 0.00 3.46 0.00 4.08 
1.6 0.64 2.60 0.31 3.24 0.00 3.56 0.00 4.18 
1.7 0.72 2.70 0.38 3.34 0.06 3.66 0.00 4.28 
1.8 0.81 2.80 0.45 3.44 0.16 3.76 0.00 4.38 
1.9 0.90 2.90 0.51 3.54 0.26 3.86 0.00 4.48 
2.0 1.00 3.00 0.58 3.64 0.35 3.96 0.00 4,58 
2.1 1.10 3.10 0.65 3.74 0.45 4.06 0.00 4.68 
2.2 1.20 3.20 0.72 3.84 0.53 4.16 0.00 4.78 
23 1.30 3.30 0.79 3.94 0.61 4.26 0.00 4.88 
2.4 1.40 3.40 0.87 4.04 0.69 4.36 0.07 4.98 
2.5 1.50 3.50 0.95 4.14 0.76 4.46 0.17 5.08 
2.6 1.60 3.60 1.02 4.24 0.84 4.56 0.27 5.18 
27 1.70 3.70 1.11 4.34 0.91 4.66 0.37 5.28 
2.8 1.80 3.80 1.19 4.44 0.99 4.76 0.47 5.38 
2.9 1.90 3.90 1.28 4.54 1.06 4.86 0.57 5.48 
3.0 2.00 4.00 1.37 4.64 1.14 4.96 0.67 5.58 
3.1 2.10 4.10 1.46 4.74 1.22 5.06 0.77 5.68 


а = 0.10 
а = 0.20 
0.90000 
0.68377 
0.56481 
0.49265 
0.44698 


0.41037 
0.38148 
0.35831 
0.33910 
0.32260 


0.30829 
0.29577 
0.28470 
0.27481 
0.26588 


0.25778 
0.25039 
0.24360 
0.23735 
0.23156 


0.22617 
0.22115 
0.21645 
0.21205 
0.20790 


0.20399 
0.20030 
0.19680 
0.19348 
0.19032 


0.18732 
0.18445 
0.18171 
0.17909 
0.17659 


#12 柯 尔 莫 哥 洛 夫 检 验 临界 值 D'2 


附 #* 


P[D > 05а 


0.05 
0.10 
0.95000 
0.77639 
0.63604 
0.56522 
0.50945 


0.46799 
0.43607 
0.40962 
0.38746 
0.36866 


0.35242 
0.33815 
0.32549 
0.31417 
0.30397 


0.29472 
0.28627 
0.27851 
0.27136 
0.26473 


0.25858 
0.25283 
0.24746 
0.24242 
0.23768 


0.23320 
0.22898 
0.22497 
0.22117 
0.21756 


0.21412 
0.21085 
0.20771 
0.20472 
0.20185 


0.025 
0.05 
0.97500 
0.84189 
0.70760 
0.62394 
0.56328 


0.51926 
0.48342 
0.45427 
0.43001 
0.40925 


0.39122 
0.37543 
0.36143 
0.34890 
0.33760 


0.32733 
0.31796 
0.30936 
0.30143 
0.29408 


0.28724 
0.28087 
0.27490 
0.26931 
0.26404 


0.25907 
0.25438 
0.24993 
0.24571 
0.24170 


0.23788 
0.23424 
0.23076 
0.22743 


0.22425 


0.01 
0.02 
0.99000 
0.90000 
0.78456 
0.68887 
0.62718 


0.57741 
0.53844 
0.50654 
0.47960 
0.45662 


0.43670 
0.41918 
0.40362 
0.38970 
0.37713 


0.36571 
0.35528 
0.34569 
0.33685 
0.32866 


0.32104 
0.31394 
0.30728 
0.30104 
0.29516 


0.28962 
0.28438 
0.27942 
0.27471 
0.27023 


0.26596 
0.26189 
0.25801 
0.25429 


0.25073 


. 635 · 


0.005 
0.01 
0.99500 
0.92929 
0.82900 
0.73424 
0.66853 


0.61661 
0.57581 
0.54179 
0.51332 
0.48893 


0.46770 


0.44905 
0.43247 
0.41762 
0.40420 


0.39201 
0.38086 
0.37062 
0.36117 
0.35241 


0.34427 
0.33666 
0.32954 
0.32286 
0.31657 


0.31064 
0.30502 
0.29971 
0.29466 
0.28987 


0.28530 
0.28094 
0.27677 
0.27279 
0.26897 


+ 636 + 实验 物理 中 的 概率 和 统计 


续 表 
Dia a=0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 
Dia a= 0.20 0.10 0.05 0.02 0.01 
36 0.17418 0.19910 0.22119 0.24732 0.26532 
37 0.17188 0.19646 0.21826 0.24404 0.26180 
38 0.16966 0.19392 0.21544 0.24089 0.25843 
39 0.16753 0.19148 0.21273 0.23786 0.25518 
40 0.16547 0.18913 0.21012 0.23494 0.25205 
41 0.16349 0.18687 0.20760 0.23213 0.24904 
42 0.16158 0.18468 0.20517 0.22941 0.24613 
43 0.15974 0.18257 0.20283 0.22679 0.24332 
44 0.15796 0.18053 0.20056 0.22426 0.24060 
45 0.15623 0.17856 0.19837 0.22181 0.23798 
46 0.15457 0.17665 0.19625 0.21944 0.23544 
47 0.15295 0.17481 0.19420 0.21115 0.23298 
48 0.15139 0.17302 0.19221 0.21493 0.23059 
49 0.14987 0.17128 0.19028 0.21277 0.22828 
50 0.14840 0.16959 0.18841 0.21068 0.22604 
51 0.14697 0.16796 0.18659 0.20864 0.22386 
52 0.14558 0.16637 0.18482 0.20667 0.22174 
53 0.14423 0.16483 0.18311 0.20475 0.21968 
54 0.14292 0.16332 0.18144 0.20289 0.21768 
55 0.14164 0.16186 0.17981 0.20107 0.21574 
56 0.14040 0.16044 0.17823 0.19930 0.21384 
57 0.13919 0.15906 0.17669 0.19758 0.21199 
58 0.13801 0.15771 0.17519 0.19590 0.21019 
59 0.13686 0.15639 0.17373 0.19427 0.20844 
60 0.13573 0.15511 0.17231 0.19267 0.20673 
61 0.13464 0.15385 0.17091 0.19112 0.20506 
62 0.13357 0.15263 0.16956 0.18960 0.20343 
63 0.13253 0.15144 0.16823 0.18812 0.20184 
64 0.13151 0.15027 0.16693 0.18667 0.20029 
65 0.13052 0.14913 0.16567 0.18525 0.19877 
66 0.12954 0.14802 0.16443 0.18387 0.19729 
67 0.12859 0.14693 0.16322 0.18252 0.19584 
68 0.12766 0.14587 0.16204 0.18119 0.19442 
69 0.12675 0.14483 0.16088 0.17990 0.19303 
70 0.12586 0.14381 0.15975 0.17863 0.19167 


т 


ЯЗВ ззича 


Ssg 


3 


>100 


а= 0.10 
a= 0.20 


0.12499 
0.12413 
0.12329 
0.12247 
0.12167 


0.12088 
0.12011 
0.11935 
0.11860 
0.11787 


0.11716 
0.11645 
0.11576 
0.11508 
0.11442 


0.11376 
0.113 И 
0.11248 
0.11186 
0.11125 


0.11064 
0.11005 
0.10947 
0.10889 
0.10833 


0.10777 
0.10722 
0.10668 
0.10615 
0.10563 
1.07 


Ут 


0.05 
0.10 


0.14281 
0.14183 
0.14087 
0.13993 
0.13901 


0.13811 
0.13723 
0.13636 
0.13551 
0.13467 


0.13385 
0.13305 
0.13226 
0.13148 
0.13072 


0.12997 
0.12923 
0.12850 
0.12779 
0.12709 


0.12640 
0.12572 
0.12506 
0.12440 
0.12375 


0.12312 
0.12249 
0.12187 
0.12126 


0.12067 
1.22 


Ут 


0.025 
0.05 


0.15864 
0.15755 
0.15649 
0.15544 
0.15442 


0.15342 
0.15244 
0.15147 
0.15052 
0.14960 


0.14868 
0.14779 
0.14691 
0.14605 
0.14520 


0.14437 
0.14355 
0.14274 
0.14195 
0.14117 


0.14040 
0.13965 
0.13891 
0.13818 
0.13746 


0.13675 
0.13606 
0.13537 
0.13469 
0.13403 
1.36 


ЕД 


0.01 
0.02 


0.17739 
0.17618 
0.17498 
0.17382 
0.17268 


0.17155 
0.17045 
0.16938 
0.16832 
0.16728 


0.16626 
0.16526 
0.16428 
0.16331 
0.16236 


0.16143 
0.16051 
0.15961 
0.15873 
0.15786 


0.15700 
0.15616 
0.15533 
0.15451 
0.15371 


0.15291 
0.15214 
0.15137 
0.15061 
0.14987 
1.52 


ЕД 


637 ° 


续 表 
0.005 
0.01 


0.19034 
0.18903 
0.18776 
0.18650 
0.18528 


0.18408 
0.18290 
0.18174 
0.18060 
0.17949 


0.17840 
0.17732 
0.17627 
0.17523 
0.17421 


0.17321 
0.17223 
0.17126 
0.17031 
0.16938 


0.16846 
0.16755 
0.16666 
0.16579 
0.16493 


0.16408 
0.16324 
0.16242 
0.16161 
0.16081 ° 
1.63 


Fai 
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И 12 


10 
10 10 10 11 11 
10 10 11 11 


a 
= 
s 
= 
s 
е 
z 
=. 


12 


10 11 


2 21 3.34 5.55657 
2234455066777 
2334456677788 
23345566778 38 9 9 
23 3455 671 17 7 8 8 899 
23 4 4 5606717 7 8 8 9 9 10101 
234456678899 

2 34456778899 
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. 640 . 实验 物理 中 的 概率 和 统计 
№14 ”斯 米尔 诺 夫 检验 临界 值 D(,。 表 
P[D > D <а 
D} pa a=0.10 0.05 0.025 0.01 
D, na а=0.20 0.10 0.05 0.02 
n=3 2/3 23 
4 3/4 3/4 3/4 
5 3/5 3/5 4/5 4/5 
6 3/6 46 4/6 5/6 
7 4/7 47 5/7 57 
8 4/8 4/8 5/8 5/8 
9 4/9 5/9 59 6/9 
10 4/10 5/10 6/10 6/10 
11 5/11 5/11 6/11 71 
12 5/12 5/12 6/12 7/12 
13 5/13 6/13 6/13 7/13 
14 5/14 6/14 7/14 714 
15 5/15 6/15 7/15 8/15 
16 6/16 6/16 716 8/16 
17 6/17 717 7/17 8/17 
18 6/18 7/18 8/18 9/18 
19 6/19 7/19 8/19 9/19 
20 6/20 720 8/20 9/20 
21 6/21 7/21 8/21 9/21 
22 7/22 8/22 8/22 10/22 
23 7/23 8/23 9/23 10/23 
24 7/24 8/24 9/24 10/24 
25 7/25 8/25 9/25 10/25 
26 7/26 8/26 9/26 10/26 
27 7/27 8/27 9/27 11/27 
28 8/28 9/28 10/28 11/28 
29 8/29 9/29 10/29 11/29 
30 8/30 9/30 10/30 1180 
31 8/31 9/31 10/31 1131 
32 8/32 9/32 10/32 12/32 
34 8/34 10/34 11/34 12/34 
36 9/36 10/36 11/36 1236 
38 9/38 10/38 11/38 13/38 
40 9/40 10/40 12/40 13/40 
š 1.52 1.73 1.92 2.15 
对 心 40 的 近似 本 и Ja T 


0.005 
0.01 


#15 ЖЖ ро 表 
PÍ{D) > р, } <a 


maa 


表 中 Ni= min (m, n), № = max(m,n) 


Daan a =0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 
Dasa а =0.20 0.10 0.05 0.02 0.01 
NI=1 №=9 17/18 
10 9/10 
Ni=2 №=3 56 
4 3/4 
5 4/5 4/5 
6 5/6 5/6 
7 sn 6/7 
8 3/4 7/8 718 
9 19 8/9 8/9 
10 7/10 4/5 9/10 
Ni=3 №=4 3/4 3⁄4 
5 2/3 4/5 4/5 
6 23 2/3 5/6 
7 23 sn 67 67 
8 5/8 3/4 3/4 7/8 
9 23 2⁄3 79 8/9 8/9 
10 3/5 7/10 4/5 9/10 9/10 
12 1/12 2/3 3/4 5/6 11/12 
Ni=4 №=5 3/5 3/4 4/5 4/5 
6 7/12 2/3 3/4 5/6 5/6 
7 17/28 57 3/4 67 6/7 
8 5/8 5/8 3/4 7/8 7/8 
9 5/9 23 3/4 79 8/9 
10 11/20 13/20 7/10 45 4/5 
12 7/12 2⁄3 23 3⁄4 5/6 
16 9/16 5/8 11/16 3/4 13/16 
Ni=5 №=6 3/5 23 23 5/6 5/6 
7 41 23/35 57 29/35 6/7 
11/20 5/8 27/40 4/5 4/5 
59 3/5 31/45 19 4/5 
10 1⁄2 3/5 7/10 7/10 4/5 


15 8/15 3/5 2/3 11/15 11/15 
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D: 


тла 


D, 


тла 


Ni=6 


М=7 


Ni=8 


Ni=9 


№=10 


№=12 


т, п > x° 


实验 物理 中 的 概率 和 统计 


; . 续 表 
а =0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 
а =0.20 0.10 0.05 0.02 0.01 
1/2 11/20 3/5 7/10 3⁄4 
23/42 417 29/42 57 5/6 
1/2 712 2/3 3/4 3/4 
1/2 5/9 2/3 13/18 7/9 
1/2 17/30 19/30 7/10 11/15 
1/2 7/12 712 2/3 3⁄4 
49 5/9 11/18 2/3 13/18 
11/24 1⁄2 7/12 5/8 2/3 
27/56 33/56 5/8 41/56 3/4 
31/63 5/9 40/63 5/7 47/63 
33/70 39/70 4370 7/10 57 
3⁄7 1⁄2 417 9/14 5/7 
3⁄7 13/28 15/28 17/28 9/14 
4/9 13/24 5/8 2/3 3/4 
19/40 21/40 23/40 27/40 71/10 
11/24 1⁄2 7/12 5/8 2/3 
716 12 9/16 5/8 5/8 
13/32 7/16 1/2 9/16 19/32 
715 1/2 26/45 2/3 31/45 
4/9 1⁄2 5/9 11/18 2/3 
19/45 22/45 8/15 3/5 29/45 
7/18 4/9 1/2 5/9 11/18 
13/36 5/12 17/36 19/36 5/9 
2/5 7/15 12 17/30 19/30 
2/5 9/20 1/2 11/20 3/5 
7/20 2/5 9/20 1/2 
23/60 9/20 1/2 11/20 712 
3/8 716 23/48 13/24 112 
13/36 5/12 17/36 19/36 5/9 
11/30 5/12 7/15 31/60 17/30 
7/20 2/5 13/30 29/60 31/60 
27/80 31/80 17/40 19/40 41/80 


附 


表 


#16 威 尔 科 克 森 秩 和 检验 临界 值 W. ж 


УР) <a < S PW) 


2<m<25, n<m. 六 种 显著 性 水 平 cx ЕЛЕ ПИРА, W 的 含义 见 127.5 $. 
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т 
2 
3 
4 
5 


n=1 


0.001 0.005 0.010 0.025 


п=3 


ь--- 


0.05 0.10 2 


4 


5 
6 
$ 


m 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 0.10 2 


6 了 21 

一 6 7 24 
6 7 8 27 

7 8 9 30 


n=2 


0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 010 27 


Ó G GQ шә au 


a р Ú Q Q 


+ + > + Q 


Q GQ GQ Q 人 


O O Q Q + + + +£ Ú Q 


з з ыо о 


O Q GQ p. + 


со о y ~ O. 


0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 010 2W 


11 
12 
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续 表 
n=3 п=4 
т 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 00 2W 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 010 27 т 
7 6 7 зию B 10 и в 14 16 4 7 
8 — 6 8 9 H 3 п 1 14 15 17 5 8 
9 6 7 8 10 H 3 — H вы 1 19 5 9 
10 6 7 9 10 12 4 0 2 B 6 7 2 6 о 
" 6 7 9 l l B 4 юри 16 18 3 U и 
12 7 в 0 H ыма 10 B 7 19 2 6 12 
13 7 8 0 R 5 H B 15 8 20 23 2 B 
14 7 8 ll B 16 54 H H 16 19 2 2 7 и 
15 8 9 ll B 1 5 H 15 17 20 2 2 8 15 
16 — 8 9 R l 7 © 2 5 7 2 4 2 8 16 
17 6 в 10 R 15 8 6 12 16 18 232 2 28 88 и 
18 6 в 10 B 15 19 6 B 6 19 2 2% 3 9 в 
9 6 9 юз 16 20 6 B 17 9 B 2 3 % ю 
2 бои 14 7 U 72 B во 24 2 3 10 2 
2 7 9 H 14 1 A 5 4 B A 2 ә 3 мл 
2 7 10 R 15 18 2 78 и 19 2 2% 3 3 108 2 
2 7 10 12 115 19 23 8 H 9 2 2 и 3 H 2 
2 7 10 р 16 9 24 %4 I5 20 2 2 3 3 16 24 
5 ти B 6 2 25 8 5 2 2 2 3 3 120 25 
n=5 n=6 

m 0.001 0.005 0.010 0.025 005 010 2W 0.001 0.005 0.010 0.025 005 010 2W m 
5 5 6 17 19 ж 5 

6 16 И в 2 2 © — 2 2 % 2 3 B 6 
7 — 6 18 2 2 2 6 2 24 2 2 2 32 8 1 
8 5 тп 9 A 23 2 7 2 2 2 2 3 34 9% 8 
9 16 18 2 2 24 2 73 2 2 2 3 3 3 % 9 
10 6 юн а з 2% 2 8 2 2 2 3 3 38 10 10 
l 7 2 2 а 2 3 8 2 в 3 3 3 4 вп 
2 7 2 2 2 28 2 9 235 3 3 3 3 4 14 12 
13 18 2 2 2 3 3 9 2% 3 з 3 4 4 12 B 
l в 2 25 28 3 35 10 2 32 3 3 4 4 126 ыи 
15 19 23 26 29 3 3 105 2 3 3 4 4 4 132 15 
6 20 а 2 3 34 3 HO 2 4 3 4 4 5 138 16 
17 20 25 ж ә 3 4 15 3 з ә 43 40 5 ши 
18 21 2 29 3 3 4 10 3 3 40 4 4 55 150 18 
9 22 27 3 3 38 4 125 2 зж d 46 5 57 156 19 


附 表 645 · 
续 表 

n=5 n=6 
т 0.001 0.005 0.010 0.025 00 0.10 2W 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 010 2 т 
20 22 28 31 35 40 45 130 33 39 43 48 53 59 162 20 
21 23 29 32 37 41 47 135 33 40 44 50 55 61 168 21 
22 23 29 33 38 43 48 140 34 42 45 51 57 6 174 22 
23 24 30 34 39 44 50 145 35 43 47 53 58 65 180 23 
24 25 31 35 40 45 51 150 36 44 48 54 60 67 186 24 
25 25 32 36 42 47 53 155 3 45 50 56 62 69 192 25 

n=7 n=8 
m 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 0.10 2W 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 0.10 2W m 
7 29 32 34 36 39 41 105 
8 30 34 35 38 41 44 112 4 43 45 49 51 55 136 8 
9 31 35 37 40 43 46 119 41 45 47 51 54 58 144 9 
10 33 37 39 42 45 49 126 42 47 49 53 56 60 152 10 
ll 34 38 40 44 4 51 133 44 49 51 55 59 63 160 1 
12 35 40 42 46 49 54 HO 45 51 53 58 62 66 168 12 
13 36 41 44 48 52 56 147 47 53 56 60 64 69 176 13 
14 37 43 45 50 54 59 154 48 54 58 62 67 72 184 14 
15 38 44 47 52 56 61 161 50 56 60 65 69 75 192 15 
16 39 46 49 54 58 64 168 51 58 62 67 72 78 20 16 
17 4l 47 51 56 61 6 175 53 60 64 70 75 81 208 17 
18 42 49 52 58 63 6 182 54 62 66 72 77 84 26 18 
19 43 50 54 60 65 71 189 56 64 68 74 80 87 224 19 
20 44 52 56 62 67 74 1% 57 66 70 77 8 90 232 20 
21 46 53 58 64 69 76 203 59 68 72 79 85 9 240 2 
22 47 55 59 66 72 79 20 6 70 74 81 88 9 248 22 
23 48 57 61 68 74 8 217 62 71 76 84 9 9 256 23 
24 49 58 63 70 76 84 224 64 73 78 86 93 10 264 24 
25 50 60 64 72 78 86 231 65 75 81 89 9% 104 272 25 

n=9 п= 10 
т 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 0.10 2% 0.001 0.005 0.010 0.025 00 010 27 m 
9 52 56 59 62 66 70 171 
10 53 58 61 65 69 73 180 65 71 74 78 82 87 210 10 
П 55 61 63 68 72 76 189 67 73 77 81 86 9 220 1 
12 57 63 66 71 75 80 1% 69 76 79 84 89 94 230 12 
3 59 65 68 73 78 83 207 72 79 82 88 92 98 240 13 
4 6 67 71 76 81 86 216 74 81 85 91 % 102 250 14 
15 62 69 73 79 88 90 225 76 84 88 94 99 106 260 15 


. 646 . 实验 物理 中 的 概率 和 统计 
续 表 
n=9 п= 10 
т 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 010 2% 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 010 2 т 
16 64 72 76 82 87 93 234 78 86 91 97 103 109 20 16 
7 66 74 78 84 99 97 243 80 89 93 100 106 113 280 17 
18 68 76 81 87 93 100 252 82 92 96 103 110 117 290 18 
19 70 78 83 90 96 103 261 84 94 99 107 13 121 300 19 
20 7 8] 85 93 99 107 270 87 97 102 110 117 125 30 20 
21 73 83 88 95 102 10 279 89 99 105 113 120 128 320 21 
22 75 85 90 98 105 113 288 91 102 108 116 123 132 330 22 
23 тп 88 93 101 108 17 297 93 105 110 119 127 136 340 23 
24 79 90 95 104 111 120 306 95 107 113 122 130 140 350 24 
25 81 92 98 107 114 123 315 98 110 16 126 134 144 360 25 
n=11 n=12 
т 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 010 2W 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 010 2 т 
H 81 87 91 % 100 106 253 
12 83 90 94 9 104 10 264 98 105 109 115 120 127 30 12 
13 86 93 97 103 108 114 275 101 109 113 19 125 131 312 13 
14 88 96 100 106 112 118 286 103 12 116 123 129 136 324 14 
15 90 99 103 10 16 123 297 106 15 120 127 133 141 336 15 
16 93 102 107 113 120 127 308 109 119 124 131 138 145 348 16 
17 95 105 10 17 123 131 39 12 122 127 135 142 150 360 17 
18 98 108 113 121 127 135 330 115 125 131 139 146 155 372 18 
19 100 И 16 124 131 139 341 118 129 134 143 150 159 384 19 
20 103 114 119 128 135 144 352 120 132 138 147 155 164 396 20 
21 106 117 123 131 139 148 363 123 136 142 151 159 169 408 21 
22 108 120 126 135 143 152 374 126 139 145 155 163 173 420 22 
23 ИГ 123 129 139 147 156 385 129 142 149 159 168 178 432 23 
24 113 126 132 142 151 161 396 132 146 153 163 172 183 444 24 
25 116 129 136 146 155 165 407 135 149 156 167 176 187 456 25 
n=13 n=14 
m 0.001 9.005 0.010 0.025 0.05 0.10 2W 0.001 0.005 0.010 0.025 00 010 2W т 
13 17 125 130 136 142 149 351 
14 120 129 134 141 147 154 364 137 147 152 160 166 174 40 14 
15 123 133 138 145 152 159 377 141 151 156 - 164 171 179 420 15 
16 126 136 142 150 156 165 390 144 155 161 169 176 185 434 6 
17 129 140 146 154 161 170 403 148 159 165 174 182 190 448 17 
18 133 144 150 158 166 175 416 151 163 170 179 187 196 462 18 
19 136 148 154 163 171 180 429 155 168 174 183 192 202 476 19 


附 表 647. 


续 表 
п= 13 п= 14 
т 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 0.10 2% 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 010 2 т 
20 139 151 158 167 175 185 442 159 172 18 188 197 207 40 20 


21 142 155 162 171 180 190 455 162 176 183 193 202 213 504 21 
22 145 159 166 176 185 195 468 166 180 187 198 207 218 518 22 
23 149 163 170 180 189 200 481 169 184 192 203 212 224 532 23 
24 152 166 174 185 194 205 494 173 188 196 207 218 229 546 24 
25 155 170 178 189 199 211 507 177 192 200 212 223 235 560 25 


п= 15 п= 16 
т 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 0.10 2W 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 0.10 2 m 
15 160 171 176 184 192 200 465 


16 163 175 18 190 197 206 480 184 196 202 211 219 229 528 16 
И 167 180 186 195 203 212 495 188 201 207 217 225 235 544 17 
18 17 184 190 200 208 218 510 192 206 212 222 231 242 560 18 
19 175 189 195 205 214 224 525 196 210 218 228 237 248 576 19 
20 179 193 200 210 220 230 540 201 215 223 234 243 255 592 20 


21 183 198 205 216 225 236 555 205 220 228 239 249 261 608 21 
22 187 202 210 221 231 242 570 20 225 233 245 255 267 624 22 
23 191 207 214 226 236 248 585 214 230 238 251 261 274 640 23 
24 195 21 219 231 242 254 600 218 235 244 256 267 280 656 24 
25 199 216 224 237 248 260 615 222 240 249 262 273 287 672 25 


n=17 n= 18 
т 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 0.10 2W 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 010 2 т 


17 210 223 230 240 249 259 595 

18 214 228 235 246 255 266 612 237 252 259 270 280 291 666 18 
19 219 234 241 252 262 273 629 242 258 265 27 287 299 684 19 
20 223 239 246 258 268 280 646 247 263 271 283 294 306 702 20 


21 228 244 252 264 274 287 663 252 269 27 290 301 313 720 21 
22 233 249 258 270 281 294 680 257 275 283 296 307 321 738 22 
23 238 255 263 276 287 300 697 262 280 289 303 314 328 756 23 
24 242 260 269 282 294 307 714 267 286 295 309 321 335 74 24 
25 247 265 275 288 300 314 731 273 292 301 316 328 343 792 25 


п= 19 п= 20 
т 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 0.10 2W 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 010 № т 


19 267 283 291 303 313 325 741 
20 272 289 297 309 320 333 760 298 315 324 337 348 361 820 20 


21 277 295 303 316 328 341 779 304 322 331 344 356 370 840 21 
一 一 -~ ~ 
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n= 19 п=20 
т 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 0.10 2% 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 010 2W 
22 283 301 310 323 335 349 798 309 328 337 351 364 378 860 
23 288 307 316 330 342 357 817 315 335 344 359 371 386 880 23 
24 294 313 323 337 350 364 836 321 341 351 366 379 394 900 
25 29 319 329 344 357 372 855 327 348 358 33 387 403 920 


п= 21 п= 22 
т 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 0.10 27 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 0.10 2 т 
21 331 349 359 373 385 399 903 
22 337 356 366 381 393 408 924 365 386 396 411 424 439 990 22 
23 343 363 373 388 401 417 945 372 393 403 419 432 448 1012 23 
24 349 370 381 396 410 425 966 379 400 411 427 441 457 1034 24 
25 356 377 388 404 418 434 987 385 408 419 435 450 467 1056 25 


п= 23 п= 24 
т 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 0.10 2% 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 010 2 т 
23 402 424 434 451 465 481 1081 
24 409 431 443 459 474 491 1104 440 464 475 492 507 525 1176 24 
25 416 439 451 468 483 500 1127 448 472 484 501 517 535 1200 25 


п= 25 
т 0.001 0.005 0.010 0.025 0.05 0.10 27 


25 480 505 517 536 552 570 1275 
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#17 威 尔 科 克 森 符号 秩 和 检验 临界 值 W. A 
MMRR a = 0.01 


- 650 · 


т 


m 


实验 物理 中 的 概率 和 统计 


#18 克 鲁 斯 卡尔 - 瓦 列 斯 检验 临界 值 H, N 
子 样 数 J= 3， 子 样 容 量 n, по, пз<5. P{H>Ha} = а 


子 样 容量 


n3 


1 


Ha 
2.7000 


3.6000 


4.5714 
3.7143 


3.2000 


4.2857 
3.8571 


5.3572 
4.7143 
4.5000 
4.4643 


5.1429 
4.5714 
4.0000 


6.2500 
5.3611 
5.1389 
4.5556 
4.2500 


7.2000 
6.4889 
5.6889 
5.6000 
5.0667 
4.6222 


3.5714 


4.8214 


4.5000 
4.0179 


0.057 
0.076 
0.114 


т 


5.3333 
5.1250 
4.4583 
4.1667 


5.8333 
5.2083 
5.0000 
4.0556 
3.8889 


6.4444 
6.3000 
5.4444 
5.4000 
4.5111 
4.4444 


6.7455 
6.7091 
5.7909 
5.7203 
4.7091 
4.7000 


6.6667 
6.1667 
4.9667 
4.8667 
4.1667 
4.0667 


7.0364 
6.8727 
5.4545 
5.2364 
4.5545 
4.4455 


ni 


п? 


4.8711 
4.0178 


6.9091 
6.8218 
5.2509 
5.1055 
4.6509 
4.4945 


ni 


п? 


子 样 容量 


7.0788 
6.9818 
5.6485 
5.5152 
4.5333 
4.4121 


6.9545 
6.8400 
4.9855 
4.8600 
3.9873 
3.9600 


7.2045 
7.1182 
5.2727 
5.2682 
4.5409 
4.5182 


7.4449 
7.3949 
5.6564 
5.6308 
4.5487 
4.5231 


7.7604 
7.7440 
5.6571 
5.6176 
4.6187 
4.5527 


7.3091 
6.8364 
5.1273 
4.9091 
4.1091 
4.0364 
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Я 1.1 
例 1.2 
fJ 1.3 
Я 1.4 
例 1.5 
例 1.6 
例 1.7 
Я! 2.1 
例 2.2 
J 3.1 
#1 3.2 
# 3.3 
#1 3.4 
例 4.1 
例 4.2 
例 4.3 
例 4.4 
例 4.5 
例 4.6 
例 4.7 
例 4.8 
例 4.9 
例 4.10 
例 4.11 
例 4.12 
例 4.13 
例 4.14 
#1 4.15 
例 4.16 
| 4.17 
Я 5.1 
例 7.1 
例 7.2 
例 7.3 
例 7.4 


示例 索引 


继电器 网 路 

契 仑 科 夫 计数 器 的 探测 效率 

x 介子 的 探测 

粒子 束 流 沾 污 和 8 射线 

扫描 效率 (1) 

pp 反应 末 态 的 分 类 

摸 线 币 试验 

ere 一 AH 上 反应 的 角 分 布 (1) 

yY=X“?* 的 概率 密度 

两 个 相互 独立 的 [0, 1] 区 间 均 匀 分 布 的 卷 积 
达 里 效 图 

放射 性 测量 的 误差 

直角 坐标 测定 值 和 极 坐 标 测定 值 间 的 误差 转换 
探测 器 的 探测 效率 

粒子 反应 产物 的 前 后 不 对 称 性 (1) 
试验 次 数 的 确定 

扫描 效率 (2) 

事例 直方 图 (1) 

泡 室 中 粒子 径 迹 的 气泡 数目 的 分 布 
放射 性 衰变 规律 

放射 源 和 本 底 辐 射 的 登 加 
粒子 探测 器 计数 的 分 布 
计数 时 间 间 隔 的 细 分 

粒子 反应 产物 的 前 后 不 对 称 性 (2) 
事例 直方 图 (2) 

云 室 中 沿 粒子 径 迹 液 滴 数 的 分 布 

泡 室 中 粒子 径 迹 气泡 间 的 距离 分 布 
两 次 相继 的 核 衰 变 之 间 时 间 间 隔 的 分 布 
成 批 数 据 的 计算 机 在 线 处 理 

包含 共振 峰 的 有 效 质量 谱 

正 态 随机 数 的 产生 

总 体 均值 已 知 时 ， 其 方差 的 无 偏 估计 量 
总 体 均值 未 知 时 ， 其 方差 的 无 偏 估计 量 
三 阶 中 心 矩 的 无 偏 估计 量 

二 项 分 布 总 体 参 数 的 有 效 无 偏 估计 量 


1.4 
1.4 
1.4 
1.4 
1.4 
1.5 
1.5 
2.2 
2.3 
3.4 
3.7 
3.9 
3.9 
4.1 
4.1 
4.1 
4.1 
4.2 
4.3 
4.3 
4.3 
4.4 
4.4 
4.4 
4.4 
4.5 
4.8 
4.8 
4.9 
4.17.3 
5.2 
7.3 
7.3 
7.3 
7.4 
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例 7.5 
#1 7.6 
Я 7.7 
$] 7.8 
$ 7.9 
#9] 7.10 
f] 7.11 
fJ 7.12 
fJ 7.13 
fJ 8.1 
fJ 8.2 
例 8.3 
#1 8.4 
例 8.5 
例 8.6 
例 8.7 
例 8.8 
例 8.9 
例 8.10 
例 8.11 
例 8.12 
例 8.13 
例 8.14 
例 9.1 
例 9.2 
例 9.3 
例 9.4 
例 9.5 
例 9.6 
#1 9.7 
Я 9.8 
例 9.9 
#1 9.10 
例 9.11 
例 9.12 
例 10.1 
例 10.2 
例 10.3 
例 12.1 
例 12.2 
例 123 


实验 物理 中 的 概率 和 统计 


泊 松 总 体 均值 的 有 效 无 偏 估计 量 

正 态 总 体 均 值 的 估计 量 

正 态 总 体 方差 和 标准 差 的 估计 量 

柯 西 分 布 总 体 中 参数 不 存在 有 效 估计 量 和 充分 估计 量 
泊 松 总 体 中 参数 的 充分 、 有 效 估 计量 

正 态 总 体 参数 的 充分 统计 量 

正 态 总 体 Мы, o ”) 的 k，o ?联合 充分 统计 量 
指数 分 布 参 数 的 置信 区 间 

东 流 动量 的 置信 区 间 

不 稳定 粒子 平均 寿命 的 估计 值 

柯 西 分 布 中 参数 的 估计 

泊 松 分 布 中 参数 的 估计 

(0, 1) 分 布 中 的 参数 估计 

均匀 分 布 中 的 参数 估计 

粒子 平均 寿命 的 极 大 似 然 估计 量 的 渐 近 正 态 性 质 
粒子 平均 寿命 极 大 似 然 估 计量 的 方差 

加 权 平 均 的 方差 

正 态 总 体 Nu, o 中 hu 和 o? 的 极 大 似 然 估 计量 的 方差 
反 质子 极 化 实验 (1) 

扫描 效率 (3) 

不 稳定 粒子 平均 寿命 的 置信 区 间 
Е В Мр, о) 8, o? 的 联合 似 然 域 
实验 分 辨 对 极 大 似 然 估 计 的 影响 
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